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PRÉFACE 


Cet ouvrage est issu d’un cours polycopié utilisé depuis quelques années par les 
élèves de la classe de Spéciales MP* du Lycée FAIDHERBE de LILLE. Il suit en 
conséquence d’assez près le programme de Mathématiques des classes prépara- 
toires MP/MP* et est aussi destiné aux étudiants de premier cycle universitaire. 


Il peut être utilisé comme outil de référence, puisqu’il contient toutes les défi- 
uitions, les théorèmes du cours et leurs démonstrations. A ce titre, il pourra 
également être utile aux candidats au CAPES ou à l’Agrégation. 


De nombreux exercices, illustrant les notions de base du cours, sont aussi traités 
à titre d'exemple. En outre, beaucoup de compléments sont donnés sous forme 
d'exercices progressifs (par exemple, ce qui touche aux transformations de Fourier 
et Laplace, aux fonctions d’une variable complexe) pour ne pas alourdir le cours 
mais donner cependant un élargissemeut vers des notions importantes utilisant 
directement les théorèmes du programme. Il y a ainsi, dans cet ouvrage, un peu 
plus que ce qui peut être enseigné en un an à un étudiant de classe préparatoire 
ou de DEUG. À la fin de chaque chapitre, on trouvera également une liste d’exer- 
cices tout à fait abordables lorsque le cours est connu. 


Je tiens à remercier particulièrement mon collègue et ami Philippe Royer pour le 
soin qu'il a apporté à la lecture du manuscrit et pour ses nombreuses remarques 
qui m'ont permis d'améliorer le contenu de cet ouvrage. Mes pensées vont éga- 
lement vers les élèves de la classe de MP* où j’ai la chance d’enseigner. Grâce à 
leur lecture attentive du polycopié, de nornbreuses erreurs ont pu être rectifiées. 
Qu'ils en soient ici sincèrement remerciés. Enfin, je n’oublierai pas mes filles 
Nadia et Sophia, qui ont sans doute trop vu leur papa s'initier, devant l'ordina- 
teur, aux merveilles de LaTeX. Un grand, grand merci pour leur compréhension 
et la patience de Najia, leur maman. 
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Chapitre 1 


Espaces vectoriels 


1-1 Structure d'espace vectoriel 


Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif quelconque R. Dans la 
pratique ce sera un sous-corps de C (et très souvent C, R, où Q). 0 est son 
élément neutre pour l'addition, 1 l'est pour la multiplication. 


1-11 Notion de K-espace vectoriel 


Soit E un ensemble non vide, dont les éléments seront appelés vecteurs (par 
opposition aux éléments de K qu'on appelle traditionnellement les scalaires). Par 
commodité, les vecteurs seront notés (en général) avec des lettres de l'alphabet 
latin, les scalaires étant représentés par des lettres grecques. 


DÉFINITION 1-1.1 Une structure de K-eu sur E est déterminée par : 

+ Une loi de composition interne (done une application E x E -+ E) notée + 
telle que (E,+) soit un groupe commutatif (dont l'élément neutre est le vecteur 
nul noté 0e). 

+ Une loi de composition externe à domaine d'opérateurs égal à K, c'est-à-dire 
une application K x E + E, (À,x) ++ Àx, appelée multiplication externe, vérifiant 
les propriétés : 

Va,BEK VreR (a+fB)r= ax+f8x 
VaekK Vz,yeE a(x+y)=ar+ay 
VxcE dr = 
Va,BEK VrcE a(fr)=(añ)x 
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EXEMPLE 1-1.2 Si L est un corps commutatif dont K est un sous-corps, L est 
muni d’une structure naturelle de K-ev, pour laquelle la multiplication externe 
n'est autre que la restriction à K x L de la multiplication interne dans E. Ainsi 
€ peut être considéré comme un R-ev et comme un Q-ev. Il s’agit là de deux 
structures totalement différentes. 


EXEMPLE 1-1.3 Si L et K sont comme dans l'exemple précédent, tout L-ev 
peut être muni d’une structure de K-ev, en restreignant le corps des scalaires. 11 
est donc nécessaire, lorsqu'une confusion est possible, de bien préciser le corps 
des scalaircs. 


EXEMPLE 1-1.4 Si K est un corps commutatif, anneau K[X] des polynômes 
à une indéterminée à coefficients dans K est un K-ev. 


EXEMPLE 1-1.5 Si X est un ensemble non vide, l’ensemble K* des fonctions de 
X dans K est un K-ev pour les lois naturelles 


VAGER V\EKVrEX (f+g)(x) = f(x)+a(x) et (Af)(x) = f(x) 


Plus généralement, si E est un K-ev, EX possède également une structure naturelle 
d'espace vectoriel. 


EXEMPLE 1-16 En particulier, pour n € N°, K° est un K-ev pour les opéra- 
tions 


Gien) + (passes Un) = (er +. En + Un) 
À. san) = (Ar, , À) 


EXERCICE 1-1.7 En développant de deux manières différentes (1 + 1) (z + y) montrer 


que la commutativité de l'addition est conséquence des autres axiomes de définition de 
la structure d'espace vectoriel. 


1-1.2 Règles de calcul dans un espace vectoriel 


En développant (1 +0), À (x + Or), (\+{—à)}z et À (x + (—x)), et en utilisant 
les règles de simplification dans le groupe additif (IE, +), on obtient 


Or (+) 


À(-x) = (—A)x = — (ax) 
La propriété (+) possède la réciproque suivante 
PROPOSITION 1-18 SiacKetreE az = 0e — à = 0 où z = 
Démonstration : Si a %# 0 il suffit de calculer 


al(ar)=(a"'a)r=r=0r 0 
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REMARQUE 1-1.9 Le fait que K soit un corps est ici utilisé pour être assuré de 
l'inversibilité (pour la multiplication) de tout scalaire non nul. La notion d’espace 
vectoriel peut être généralisée en remplaçant le corps K par un anneau commutatif 
A. On parle alors de A-module. Dans ce cas, la proposition (1-1.8) n’est plus 
valable en général. Il en résulte que les notions de dépendance et d'indépendance 
linéaires sont plus délicates à manipuler dans le cadre des modules. Par exemple, 
un groupe commutatif (G,+) peut être muni d'une structure de Z-module, en 
posant comme d'habitude 


g++g (nfois) sin>0 


PourneZet ge G no={ (-g)+-.-+(-g) (-nfois) sn <0 


On sait alors que ng = 06 signifie que » est un multiple de l’ordre de g dans le 
groupe! G, et n’entraine pas nécessairement n = 0 si g # 0. 


EXERCICE 1-1.10 Que peut-on déduire de l'égalité ax = fx? de ax = ay? 


1-13 Combinaison linéaire d’une famille de vec- 
teurs 


1-1.3.1 Cas d’une famille finie 


Si F est un ensemble (d'indices) fini, on appelle famille de vecteurs de E 
indexée par / toute application { -> E définie par & + z;, qu'on notera 


F = (œilier 


On appelle cardinal de cette famille le cardinal de l’ensemble 7. Ce 
cardinal peut être strictement supérieur au cardinal de la partie {x; | à € 1}, si 
l'application 5 ++ x, est non injective. Lorsque Z est de cardinal n, l’existence 
d’une bijection entre 7 et {1,... ,n} fait qu’on utilisera le plus souvent {1,... ,n} 
comme ensemble d’indices. 

Si (rihigien est une famille de vecteurs de Æ (n est un entier naturel non nul), 
un vecteur z € E est dit combinaison linéaire de la famille (z:), <<, S'il 
existe une famille de scalaires (ai), <<, tels que 


SV ae. 
is 
Les règles de calcul dans un espace vectoriel montrent immédiatement le résultat 


suivant : 


PROPOSITION 1-1.11 Si p vecteurs }1,...,y,de E sont combinaisons li- 
néaires d'une famille (x;),<;<, toute combinaison linéaire de (y:),<;<, est 
combinaison linéaire de (x;),<;<,. 


Voir section 17-1.3.3. 
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1-1.3.2 Cas d'une famille infinie 


Comme précédemment, si { est un ensemble (d'indices) infini, on appelle famille 
de vecteurs de E indexée par 7 toute application ? — E définie par i + x, 
qu’on notera F = (xi),e,. 1 ne faut pas confondre cette famille avec l’image de 
l'application considérée {r;, à € F}. En particulier l'application 1 ++ z; n’est pas 
injective en général. 


DÉFINITION 1-1.12 Un vecteur x € E est dit combinaison linéaire de la famille 
F = (riier si et seulement si il existe une partie finie J = {i,... ,i,} € I telle 
que x soit combinaison linéaire de la famille finie (xi,}<xc,. Une combinaison 
linéaire de F ne fait donc intervenir qu'un nombre fini de vecteurs de F, elle est 
combinaison linéaire d'une sous-famille finte extraite de F. 


EXEMPLE 1-1.13 Dans l'espace K[X], tout polynôme est combinaison linéaire 
de la famille (X),.4, mais un polynôme donné ne fait intervenir qu’un nombre 
fini de monômes. 


sen 
Par abus de notation, si x s'écrit comme précédemment 
= Gti, do + QT, 


on notera une telle combinaison linéaire 


en considérant que les scalaires (a),., sont tous nuls, sauf un nombre fini (on 
dira que ces scalaires sont presque tous nuls), et en ne tenant compte dans le 
calcul que des termes pour lesquels a; # 0. C’est assez cohérent puisqu'on ne tient 
pas compte de Op, élément neutre pour l'addition dans E, mais il s’agit quand 
même d'un abus (commode) d'écriture puisque les règles du jeu dans (E, +) ne 
permettent d’additionner qu’un nombre fini de vecteurs : 2, 10, 6 10% si on veut, 
mais pas une infinité?! Bien sûr, si tous les a; sont nuls, on posera x = Or. 
Pour reprendre l'exemple 1-1.13, tout polynôme de K[X] peut s’écrire 


+oœ 
P=ÿasX" (qu'on note aussi D a, X”) 
reN n=0 


Pour un polynôme P donné, la suite des coefficients s’annule à partir de l’entier 
n=d(P)+1. 

Avec l'abus d'écriture précédent, un peu de réflexion montre qu’on peut cal- 
culer sur les combinaisons linéaires comme on le fait dans le cas des familles finies. 


2En analyse, lorsqu’on considèrers une série convergente (de nombres réels par exemple) 
oo 


de terme général u,, on notera sa somme Ÿ jus, mais il s'agit d’une notation qui représente, 
had 

à proprement parler, non pas une somme d'une infinité de réels, mais La limite d'une suite 

convergente {celle des sommes partielles de la série). Le contexte n'est pas purement algébrique, 

mais est lié à la topologie de R. On verra d’ailleurs que l’ordre d'apparition des différents termes 

peut avoir son importance! 
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Si (ihier ct (Bilier sont des familles de scalaires presque tous nuls, il en est de 
même de (a; + B;);e, et on a 


D airs + D Bas = D (oi + B)zs 


i€J ET ie 


On à de même 


x (Œ ce) = SO. 


sel ir 


C’est bien ainsi par exemple que l’on mène les calculs dans K[X], en travaillant 


avec la famille (X”),ey- 


1-14 Produit d’un nombre fini d'espaces vectoriels 


Si (Ehigie, 5t une famille finie d'espaces vectoriels sur le même corps com- 
mutatif K, le produit cartésien E x :-: x E, peut être muni d’une structure 
naturelle de K—ev, les calculs étant menés *coordonnée par coordonnée” : 


ttes n) + (giseee 4n) = (ri + see Zn + Un) 
À. ;œn) = (Am... ,Âmn) 


REMARQUE 1-1.14 Si (E:);., est une famille infinie de K-ev, le produit Il E 
ie 
est défini comme étant l’ensemble des applications à ++ x; de { dans Ur, avec 
ser 


Viel m€eE; 


Une telle application sera notée (x;).,. [ci encore, en raisonnant coordonnée par 


coordonnée, on peut munir IE d’une structure de K-cv. Les espaces K° et 
ier 
K* donnés en exemple au début de cette section sont des produits de ce type 


(respectivement Il Ket Il K). 
1<i<n rex 


1-2 Sous-espace vectoriel 


1-2.1 Définition 


DÉFINITION 1-2.1 Une partie F d’un espace vectoriel E est dile sous-espace 
vectoriel de E si et seulement si F est non vide et est stable pour les deux lois de 
l'espace E, c'est-à-dire 


Vr,yeF +yverF ct VA cKVrer zeF 
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I! résulte alors immédiatement de la définition précédente que (F, +, -) est lui- 
même un K-ev. En effet, on a stabilité de F pour l'addition et passage à l'opposé 
puisque x € F æ (-1).x = -x € F. (F,+) est donc un sous-groupe de (E, +), 
et les propriétés de la loi externe, valables sur K x E sont valables en restriction 
surKxF. 

Pour montrer qu'une partie F de E est un sous-espace vectoriel, il faut d’abord 
montrer que F #4. Ceci se fait en général en montrant que 0 € F, puisque 
l'élément neutre de (E, +) est aussi celui de (F,+). On remarquera que {0f} et 
E sont toujours des sous-espaces de E Les autres sous-espaces éventuels de E 
scront dits non-triviaux. 

Plutôt que de séparer les lois interne et externe, on utilise souvent la caracté- 
risation suivante : 


PROPOSITION 1-2.2 Une partie non vide F d'un espace vectoriel est un 
saus-espace vectoriel si et seulement si 


Va,BekK Vz,yelF ar+8yerF 


(ou, de manière équivalente, x + ay € F) 


Par associativité de l’addition interne, et comme les combinaisons linéaires ne 
font toujours intervenir qu’un nombre fini de vecteurs, on en déduit. le 


COROLLAIRE 1-2.3 Une partie non vide F d’un espace vectoriel est un 
sous-espace vectoriel si et seulement si les combinaisons linéaires de toute 
famille de vecteurs de F appartiennent à F. 


Un sous-espace vectoriel est donc une partie ”fermée” pour les opérations de 
combinaison linéaire. 

On se souviendra que, pour montrer qu’un ensemble muni d’une loi interne 
et d’une loi externe à domaine d'opérateurs dans un corps commutatif K est un 
espace vectoriel, il est souvent commode de montrer que c’est un sous-espace 
vectoriel d'une structure plus vaste dont il est ”’bien connu” qu’elle est un 
espace vectoriel. Cela évite des vérifications lourdes et inutiles sur les lois de 
composition. 


1-2.2 intersection de s.e.v. Sous-espace engendré 
par une famille 


Le théorème suivant résulte immédiatement de la caractérisation des s.e.v. : 


THÉORÈME 1-2.4 Si (E);er est une famille (non vide) de sous-espaces vec- 
toriels de E, NE est un sous-espace vectoriel de E. 
ier 
Ce théorème est à la base de la notion de s.e.v engendré par une famille de 
vecteurs (il en sera de même lorsque, dans un groupe, il s'agira de définir le sous- 
groupe engendré par une famille; on verra ultérieurement dans le cours la notion 
d’idéal engendré par une famille, dans un anneau commutatif). 
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THÉORÈME 1-2.5 (et définition } SiF = (z;),., est une famille de vecteurs 
d'un espace vectoriel E, il existe un plus petit (au sens de l'inclusion) sous- 
espace vectoriel de E contenant tous les vecteurs de F. On l'appelle sous- 
espace vectoriel engendré par F et on le note vect(F). 


Démonstration : La famille X des sous-espaces de E contenant F 
est non vide (puisqu'elle contient E). On considère 


F=f6 
Gex 


C’est un sous-espace de E d’après le théorème (1-2.4). Par construc- 
tion, il contient tous les vecteurs de F. Etant inclus dans tous les 
éléments de X, il est évidemment le plus petit (au sens de l'inclusion) 
possédant cette propriété. I 


Il s’agit à d’une construction par l'extérieur” de vect(F). La notion de 
combinaison linéaire permet de caractériser les éléments de vect(F), et donc d'en 
donner une construction "par l'intérieur” : 


THÉORÈME 1-2.6 Si F = (ziker est une famille non vide de vecteurs d’un 
espace vectoriel E, vect(F} est l'ensemble des combinaisons linéaires des 
vecteurs de F. 


Démonstration : On vérific aisément que 
A={xeElzx est combinaison linéaire de F} 


est un sous-espace de E contenant F. Comme tout sous-espace est 
stable par combinaisons linéaires, tout sous-espace de E contenant F 
contient À, qui est donc bien le plus petit (au sens de l'inclusion) 
possédant cette propriété. 1 


REMARQUE 1-2.7 Un ensemble X peut toujours être considéré, par abus de 
langage, comme une famille indexée par lui-même : 


X = (rex 
(l'indexation est ici injective). C’est d’ailleurs cette identification qui a été impli- 
cite dans la démonstration du théorème (1-2.5). On pourra donc parler également 


de combinaisons linéaires de vecteurs d’une partie de E, et du s.e.v. engendré par 
une partie de Æ. En particulier, le plus petit s.e.v. de E étant {0}, on a 


vect (9) = {0r} 
De même 
AC B= vect(A)cC vect(B) 


EXERCICE 1-2.8 Montrer que la réunion de deux s.e.v. n’est un sous-espace vectoriel 
que si l’un des deux sous-espaces contient l'autre. 
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EXERCICE 1-2.9 Si K est un corps infini, montrer qu’une union finie de sous-espaces 
nest un sous-espace que si l’un des s.e.v. contient tous les autres. (Indication : rai- 
sonner par récurrence sur le nombre de sous-espaces. Si la propriété est démontrée au 
rang n — 1, et si on suppose que F1 U--:UF, est un s.e.v., considérer des vecteurs 
2€ -FU--:UF,_ el y EF U:::UF:_, — FA et des combinaisons de la forme 
æ + ay). Quel énoncé peut-on obtenir lorsque K est un corps fini? 


DÉFINITION 1-2.10 (Famille génératrice) Une famille F de vecteurs d’un 6.0. 
Œ est dite génératrice de E si et seulement si 


E=vect(F) 


En particulier, une famille G non vide d’un espace vectoriel E est génératrice 
d'un se.v. F si et seulement si tout vecteur de G appartient à F et si tout 
vecteur de F est combinaison linéaire de G. 


1-2.3 Familles équivalentes 
DÉFINITION 1-2.11 Deux femilles (non vides) F = (ciier et G = (wijes de 


vecteurs de E sont dites équivalentes si et seulement elles engendrent le même 
sous-espace vectoriel de E, soit 


vect(F) = vect(G) 


Il est clair que cette relation est réflexive, symétrique et transitive. La carac- 
térisation des vecteurs de vect(F) comme combinaisons linéaires des vecteurs de 
F et la proposition 1-1.11 donnent immédiatement : 


THÉORÈME 1-2.12 Deux familles {non vides) 7 = (ri), et G = (4); 
de vecteurs de E sont équivalentes si et seulement tout vecteur de F est 
combinaison linéaire de G et réciproquement. 


En particulier, on transforme une famille F = (x;)., en une famille équiva- 
lente en opérant une des "manipulations élémentaires” : 


e Ajouter à un des vecteurs une combinaison linéaire des autres, ce qu’on 
symbolise par 


et Dax 
ifk 
(où les a; sont presque tous nuls si F est infini) 
+ Multiplier un des vecteurs par un scalaire non nul 
%k + are 
« Permuter deux vecteurs de la famille 
TRE 


ce qui revient formellement à composer l'application à +} x; avec la rans- 
position d'indices (k,{). 
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1-2.4 Somme de sous-espaces vectoriels 

DÉFINITION 1-2.13 Si F,,... ,F, sont p sous-espaces vectoriels d'un eu. E, 
> 

on appelle somme des sous-espaces (F:),<i<, le sous-espace engendré par UE. 


i=] 
C'est donc le plus petit sous-espace de E (pour l'inclusion) contenant tous les F,. 


On note 
» 
vect (U =) 
1 


Comme pour le théorème 1-2.6 (la démonstration est analoguc), on a la ca 
ractérisation des vecteurs de la somme F.+-:: +1, : 


PROPOSITION 1-2.14 La somme F, +--.+F, est exactement l’ensemble 
des vecteurs x de E admettant (au moins) une écriture sous la forme 


r=mnt+.+r, avec Vi 2€eF 


EXERCICE 1-2.15 Montrer que si A1,.… , 4, sont des familles de vecteurs engendrant 
respectivement Fr... ,F, A1 U...U A, engendre Fi +:..+F,. 


REMARQUE 1-2.16 Si (F:).., est une famille infinie de s.e.v. de E, on peut 


encore définir 
Di = vect (ur) 
ie ie 


Il est alors facile de montrer que les éléments de 3... F; sont exactement les 
vecteurs admettant une décomposition sous la forme }'., ri où les x; € F; sont 
presque tous nuls. 


On va maintenant s'intéresser à l’unicité de la décomposition obtenue par la 
proposition 1-2.14, en étudiant d'abord le cas des droites vectorielles. C’est la 
notion de famille libre ou liée, et plus généralement de sous-espaces indépendants. 


1-3 Dépendance et indépendance linéaire 


1-3.1 Famille libre, famille liée 


Soit À = (x). une famille non vide de vecteurs d'un e.v. E. Si j € 1, on 
note À; = (tilies_{;} la famille obtenue en retirant le vecteur x; de la famille A 
{attention : on peut cependant peut-être retrouver ce vecteur dans À; si lappli- 
cation à + x; n’est pas injective). On note F =vect(4) et F;=vect(4;). On a 
évidemment 


FCF 


Deux possibilités s’excluent mutuellement : 
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1. Pour tout j € J, FF; est strictement inclus dans F. Il est alors clair que toute 
sous-famille (stricte) de 4 engendre un sous-espace strictement inclus dans 
F (puisqu'une telle sous-famille est, incluse dans une des À;) : À est famille 
génératrice minimale de F =vect(4). On dit alors que À est une famille 
libre, ou que les vecteurs de À sont (linéairement) indépendants. 


2. Il existe 7 € 1 avec F;=F. Si J est de cardinal au moins égal à 2, ceci 
équivaut à dire que z; est combinaison linéaire des vecteurs de la famille 
(tilier-{5y = A5. En effet, si F;= FF, le vecteur x;, qui est dans F, est dans 
F, et est donc combinaison linéaire de 4;. Réciproquement, si le vecteur 
z; Evect(A;) = F;,F; est un sous-espace de E qui contient tous les vecteurs 
de À, donc qui contient vect(.À) = F. 


À non génératrice minimale de vect(4) <— 
il existe (au moins) un vecteur de À combinaison linéaire des autres, 


On dit alors que À est une famille liée, les vecteurs de À sont dépen- 
dants. (Si À =(x) ne contient qu’un vecteur, vect(A) =vect(f) = {0g} si 
et seulement si x = 0). 


Résumons la discussion précédente par la définition : 


DÉFINITION 1-3.1 Une famille À = (tiier de vecteurs est liée si et seulement 
si elle est réduite au vecteur nul ou si l’un des vecteurs est combinaison linéaire 
des autres. Dans ce cas, il existe une sous-famille stricte de A qui engendre 
vect( A). A est libre dans le cas contraire, donc si elle est génératrice minimale 
de vect(A). 


REMARQUE 1-3.2 Il est clair qu'une famille non injective est liée. 


Attention! Si A est liée, on ne peut choisir "au hasard” un vecteur qui 
serait combinaison linéaire des autres. Par exemple, si x et y sont deux vecteurs 
indépendants, la famille (x;),<ies avec 21 = 2,22 = —x et 23 = y est liée, mais 
æ3 n’est pas combinaison linéaire de x et z2. 


1-3.2 Relations de liaison 


On obtient la caractérisation commode de la dépendance linéaire : 


PROPOSITION 1-3.3 La famille À = (x:),., est liée s’il existe une famille 
de scalaires (a;)., non tous nuls (mais bien entendu presque tous nuls si / 
est infini) tels que . 


Doux = ÊE 


1€ 


Une telle égalité sera dite relation de liaison entre les vecteurs (x;),_;. 


1-3 Dépendance et indépendance linéaire 11 


Démonstration : Si une telle relation existe, on choisit un indice 
äo avec ai, £ 0 et on obtient 


ce qui montre que À est liée (on notera que le fait que K soit un corps 
intervient dans cette démonstration : &, est non nul, donc inversible 
pour la multiplication). Réciproquement, s'il existe un vecteur 3, 
combinaison linéaire des autres, soit 


Gi = D Bis 


io 
on à immédiatement une relation de liaison (à cocfficients non tous 
nuls) 
>> ais = 
‘el 
avec a; = 8, pour i #ivet où = —1. M 


Comme une relation de liaison ne fait intervenir qu’un nombre fini de vecteurs, 
on en déduit immédiatement le corollaire : 


COROLLAIRE 1-3.4 Une famille infinie de vecteurs est liée ssi il en existe 
une sous-famille finie qui est liée. Une famille est libre ssi toutes ses sous 
familles finies le sont. 


COROLLAIRE 1-3.5 Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute 
famille contenant une famille liée est liée. 


EXERCICE 1-3.6 Si (P),e, est une famille de polynômes non nuls e K[X] avec pour 
i£ j, d°P, #d°P,, cette famille est libre. 


1-3.3 Indépendance linéaire dans des espaces fonc- 
tionnels 

On est souvent amené à étudier l'indépendance linéaire de familles de fonctions 

dans des espaces tels que RF, RP, Oil etc. I] faut alors penser à utiliser des 

techniques d'analyse (étude du comportement au voisinage d’un point, développe- 

ments limités, comportement à l'infini, dérivation, … si les fonctions considérées 

le permettent). 


EXEMPLE 1-3.7 Etudier la dépendance linéaire dans R8 de la famille de fonc- 
tions (fna)yen, er définies par 


nor) = 2e 
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(Indication : on considère une sous-famille finie (foie, extraite de cette 
famille, et on suppose l'existence d’une relation de liaison entre ces fonctions 


Si =0 


En 


soit 


» 
VreR Daitiens =0 


= 


Ce qui différencie nettement les fonctions f,,2,, c'est le comportement à l’infini. 
On peut (par exemple) multiplier par la fonction x ++ e** où & est le plus grand 
des a; et regarder le comportement pour x -+ +oc). 


EXERCICE 1-3.8 Etudier de même la dépendance des (fa) 
Unehnenaec dans Œ. 


LeNaer dans RP], des 


[x — a] dans RF, dans REU. 


EXERCICE 1-3.9 Etudier la famille (fa)uer avec fa(e) 
(Ici, on peut utiliser la non dérivabilité de f, en a). 


1-3.4 Base d’un espace. Coordonnées d'un vecteur 


DÉFINITION 1-3.10 Une famille non vide B = (u;};e, de vecteurs d’un espace 
vectoriel E est dite base de E ssi B est libre et engendre E. 


THÉORÈME 1-3.11 Une famille non vide B = (u;)., de vecteurs de E est 
une base de E si et seulement si B est une famille libre maximale de E (ou. 
ce qui revient au même, est une famille génératrice minimale de E). 


Démonstration : Si B est une base, elle est libre. Tout vecteur 
x de E étant combinaison linéaire des vecteurs de B (génératrice), la 
famille obtenue en ajoutant x à B est liée, donc B est maximale parmi 
les familles libres de E. Réciproquement, si B est libre maximale, la 
famille obtenue en ajoutant x quelconque de E à B est liée, ce qui 
assure l'existence d’une relation de liaison (à coefficients non tous 
nuls) de la forme 


Az + D ait = 


er 


On a forcément À # 0 (car on aurait sinon une relation de liaison non 
triviale entre les vecteurs de la famille libre B), et on obtient r comme 
combinaison linéaire de B 
Su 
qu 


LL 


ce qui montre que B est aussi génératrice de E M 
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COROLLAIRE 1-3.12 Une famille B = (u:;),., de vecteurs de E est une base 
de E si et seulement si tout vecteur x de E s'écrit de manière unique comme 
combinaison linéaire des vecteurs de B 


VæeE 3! (a)ey € K! (presque tous nuls) x = Y au 
iel 


La famille (a;),., est appelée famille des coordonnées du vecteur z dans ta 
base B. 


Démonstration : Si B possède cette propriété, elle est évidemment 
génératrice. Une relation de liaison entre les vecteurs de B est en fait 
une écriture de QE comme combinaison linéaire de B. Comme cctte 
écriture est unique, c'esi forcément la relation triviale où tous les 
cocfficients sont nuls : B est aussi libre. Réciproquement, si B est une 
base, tout vecteur de E est combinaison linéaire de B (génératrice). 
Si un vecteur z admet deux écritures 


z= Dai = VB 


il LT 


on obtient la relation de liaison 


D (ai — Bijui = 0e 


ier 
et comme B est libre, on a 
Viel œ=f, 


La décomposition de z est donc unique. M 


COROLLAIRE 1-3.13 Si un espace vectoriel E possède une base B = (u;),.,. 
on note K{!) l’ensemble des familles indexées par 7 de scalaires presque tous 
nuls. L'application 


KO DE (aile Ya 


Ier 


est une bijection. K() peut évidemment être muni d'une structure d'espace 
vectoriel (sous-espace vectoriel de K) et l'application précédente est linéaire 
(voir plus loin). C'est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 


EXEMPLE 1-3.14 La famille (X"),e4 est une base de K[X], appelée base ca- 
nonique de K[X]. 
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1-3.5 Exemple : Fonctions polynômes 


DÉFINITION 1-3.15 Si K est un corps commutatif et p est un entier naturel, 
une application 


m:K&K 
est dite monomiale (à p variables) s'il existe un multi-indice 
a = (a,...,a7) € N° 


tel que 
Vr=(rs... 2) ER mz)=aitas = 7° 
dé. 

Une fonction P : K — K est dite polynomiale (à p variables) ssi elle est combi- 
naison linéaire de fonctions monômes (à p variables). L'ensemble des fonctions 
polynômes à p variables est donc le sous-espace vectoriel de K®° engendré par 
les fonctions monômes. Si a = (o1,...,a,) € N° est un multi-indice, on note 
lal = o+-.-+0a, (’longueur de a”). Comme une fonction polynôme ne fait 
intervenir qu'un nombre fini de monômes, pour toute telle fonction P il existera 
un entier m (dépendant de P) Lel que 


VzERK P(z)= D her 
o€Nr 
loin 
où les À, sont des scalaires. 


THÉORÈME 1-3.16 Si K est un comps infini (ceci est donc valable dans 
les cas usuels K = R ou C), les fonctions monômes forment une base de 
l'espace des fonctions polynômes à p variables sur K, base qu'on appelle 
base canonique de cet espace vectoriel. 


Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur p. 
Remarquons d’abord que, par définition, les fonctions monômes en- 
gendrent l’espace considéré. Pour p = 1, l'indépendance linéaire des 
fonctions monômes traduit exactement le fait qu’un polynôme fonc- 
tionnellement nul est formellement nul (car un polynôme de degré m 
s’annule au maximum en m points distincts de K). Si on suppose 
qu’au rang p les fonctions monômes sont indépendantes, considérons 
une relation de liaison entre fonctions monômes à p+ 1 variables. On 
obtient un entier m et des scalaires À, tels que 


Vrekr# D xx°=0 
mENr+t 
tatgm 
En identifiant le p+1-uplet (o1,... , a, api) avec le couple (8, +1) 
où 8 = (a1,...,a) € K, ceci peut s’écrire également 


m 
VyeK VzekK D D My? z'=0 
1=0 BEN? 
été 
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En prenant y arbitraire et en utilisant le résultat pour p = 1, on 
obtient 


VyeK Viellm] Y Xe = 0 
BENS 
Blém=i 
Il suffit alors d'appliquer l'hypothèse de récurrence pour montrer que 
tous les coefficients À, sont nuls. 
REMARQUE 1-3.17 Lorsque K est un corps fini de cardinal k, le résultat pré- 
cédent n’est plus valable. Déjà avec p = 1, si K = {x1,... ,z4}, le polynôme 


k 


P(X) = [TX - x) 


1 


n’est pas formellement nul (il est de degré k et de coefficient dominant égal à 
1), mais la fonction polynôme associée est identiquement nulle. On peut voir 
(ef. chapitre 17) qu’on a en fait 


P(X)= x" x 
EXERCICE 1-3.18 Montrer que, si K est un corps fini, toute fonction K? —+ K est 
polynomiale (on considèrera d'abord le cas p = 1, et on pourra utiliser, mais ce n’est 


nullement indispensable, les polynômes interpolateurs de Lagrange : voir chapitre sur 
la dualité). 


1-3.6 Sous-espaces indépendants 


On se limite ici aux familles finies de sous-espaces vectoriels d’un espace E. 


1-3.6.1 Définition 


DÉFINITION 1-3.19 SF... ,F, sont p sous-espaces vectoriels d’un espace E, 
ils sont dits (linéairement) indépendants ssi l'application 


Ge m) mt +2 


est bijective (elle est évidemment toujours surjective). Ccci équivaut à dire que 
P 
tout vecteur x de DÜF, admet une décomposition unique sous la forme 
= 
g=amt..+a, avec Vi ze EF 
On dit alors aussi que la somme des sous-espaces F; est une somme directe, et 
on la note 


p » 


Xe-@r 


it 


16 Chapitre 1 : Espaces vectoriels 


P 
Size er. se décompose comme précédemment, x; est appelé composante 


P 
dex€ (CL selon le sous-espace F;. 


= 


REMARQUE 1-3.20 L'application & considérée plus haut est toujours linéaire. 
Si les F; sont indépendants, c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 


REMARQUE 1-3.21 I est facile de voir que p vecteurs #1,...,e, sont indé- 
pendants ssi les droites vectorielles D; =vect(e;) sont indépendantes, puisque 
l'indépendance de ces vecteurs signifie que (&),<.<, est une base de 


> 
vect (er... ,e) = D 
ii 


donc que tout vecteur de la somme se décompose de manière unique dans la 
somme des D. 
1-3.6.2 Caractérisation 
THÉORÈME 1-3.22 Deux sous-espaces F, et F; sont indépendants ssi 
FNE = {0e} 
Plus généralement ? sous-espaces F.,... ,F, sont indépendants ssi 
Vje{L..r) En (£:) = {0e} 
#3 
Démonstration : Supposons les p sous-espaces F,,.….. ,[F, indépen- 
dants et démontrons la propriété. Comme l’addition est commutative 
dans E, il n’est pas restrictif de n’envisager que le cas j = p, pour des 
pi 
faisons de commodité d'écriture. Soit z € F, A Dai: . I admet 
ist 
alors une écriture sous la forme ‘ 
z=mt.+z ave EF 
et peut aussi s’écrire 
tait +apa +0 = 0p+. +0 +2 


Par indépendance des sous-espaces F;, cette écriture est unique, ce 
qui donne bien r = 05. Réciproquement, supposons la propriété 


Vjie{l..;,p) En (£:) = {05} 


s#j 
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et supposons qu'un vecteur x de la somme des F; admette deux dé: 
compositions de la forme 


» 


p 


z= = D avec pour tout 2, ri et y: € F: 
ii 
On 2 alors 
Viefl...,»} m-m=)(m-wern (£:) = {0r} 
ii “#3 
ce qui donne +; = y; et prouve l'indépendance des sous-espaces. I 


ATTENTION ! Deux erreurs fréquentes à ne pas commettre : 
° Si p > 3, la condition démontrée plus haut entraîne bien 
Pouri£j FNE = {0} 
{puisque F. € YF) : l'indépendance d’une famille de sous-espaces en- 


E 

traîne l'indépendance "2 à 2° et plus généralement l'indépendance de toute 
famille extraite de la famille : c’est une conséquence immédiate de la dé- 
finition, la restriction d’une injection à une partie de l’ensemble de départ 
est encore une injection. Mais la réciproque est évidernment fausse ! C’est 
la même chose que pour les systèmes de vecteurs où l'indépendance 2 à 2 
n’entraînc pas la liberté du système total . Si e; et e2 sont deux vecteurs 
libres, les sous-espaces 


Fi = vect(es), F2 = vect(ez) et Fs = vect(e: + e2) 


sont deux à deux indépendants, mais ne sont pas indépendants. 


La caractérisation précédente n'est pas très commode d'utilisation, car elle 
oblige à faire la vérification pour tous les indices 7. Une vérification avec 
un indice particulier est insuffisante, comme le montre l'exemple 


Fi — vect(e), F2 = vect(ei) et Fs = vect (er + €) 


(avec toujours e, et e2 indépendants). Ces sev ne sont évidemment pas 
indépendants bien que 


FBN(F +R) = {0r} 


On peut cependant parfois utiliser le résultat suivant, où l’on prouve une 
espèce d’associativité : 


PROPOSITION 1-3.23 Si p > 3 et F,,... ,F, sont p sous-espaces vectoriels, 
ils sont indépendants ssi F,...,F,_, le sont et 


F nr = {0e} 


i=1 


18 Chapitre 1 : Espaces vectoriels 


Démonstration : Ces conditions sont évidemment nécessaires d’après 
ce qui précède. Supposons à présent qu'elles soient vérifiées. Si 
». 


LAS D F; admet deux écritures 


i=1 
La P 
z= DE = D y: avec pour tout à, 2; et y; € F 
ia Er 


on a comme précédemment 


p-1 pP-1 
H-m=)(-WeErn (@x) = {06} 


er ii 
donc z? = Y}, puis, puisque F,... ,[F,_: sont indépendants 


> 
Dti-w)= 0e Vi mieu 


ce qui prouve bien l'indépendance de F,,...,F,. Æ 


1-3.6.3 Cas de sous-espaces dont on connaît des bases 


Commençons par définir la concaténation de deux familles : il s’agit tout sim- 
plement de ”juxtaposer” deux familles (xi);e; et (y;);e,. On pourrait penser 
indexer cette juxtaposition par 7 U J, mais il y à une difficulté si les ensembles 
Fet J ne sont pas disjoints. C’est pour cela qu’on est amené à la définition plus 
formelle : 


DÉFINITION 1-3.24 (Concaténation de familles) Soient deur familles de E 
F= (rilier et G = (vil, + On appelle concaténée de ces deux familles et on 
note F + G la famille indexée par K = (1 x {1}}U(J x {2}) 


F+G = (ter 


avec, pour 1 € E, z(ap = ti et, pour j € J, Z(j2) = ÿ5. 


On définirait de même la concaténation de p familles indexées par les en- 
sembles /1,... ,/,, en travaillant avec les ensembles d'indices 


Lx4{},., 1x {p} 


THÉORÈME 1-3.25 Si F,,... ,F, est une famille de p sous-espaces vecto- 
riels possédant des bases respectives B:,...,B,, ces sous-espaces sont in- 
dépendants ssi la famille obtenue par concaténation de ces bases est libre. 
Si cette propriété est vérifiée, cette réunion est alors une base de la somme 
(directe) des F.. 
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Démonstration : On sait déjà que, dans tous les cas, la famille 
Bi+--:+8B, engendre D F;. Un vecteur de la somme des F, s’écrit 


: 
2= Ya 
k 


avec x; € Fi, x; s'écrivant de manière unique comme combinaison 
linéaire des vecteurs de B;. Pour que la décomposition de x soit unique 
dans > F:, il est clair qu’il est nécessaire et suffisant que x admette 


une décomposition unique comme combinaison linéaire de Bi + --: + 
B,, ce qui traduit exactement la liberté de cette famille. 


REMARQUE 1-3.26 Il nous arrivera souvent d'écrire Bi U B2 pour B; + B2. N 
faut cependant garder à l’esprit qu’il ne s’agit pas d’une union ensembliste, et 
que, si un vecteur apparaît à la fois dans B, et B:, il apparaît deux fois dans cette 
”union”. 


1-3.7 Sous-espaces supplémentaires 


DÉFINITION 1-3.27 Deux sous-espaces Fi, et F; d'un espace vectoriel E sont 
dits supplémentaires (dans E) si et seulement si 


R@P-=E 


Ceci équivaut évidemment à dire que M. +F= E et F.NF; = {0g}, ou encore 
que tout vecteur de Æ adinet une décomposition unique sous la forme x, + x2 
avec x; € F;. Lorsqu'il risque d’y avoir une confusion, il faut préciser l’espace 
ambiant. Par exemple, si F; et F2 sont deux sev indépendants de E, F; est un 
supplémentaire de F, dans F, @ F:. 


IL est très important d’avoir à l'esprit une représentation géométrique de cette 
situation : penser, dans l’espace où nous évoluons, à un plan dont un point O a été 
choisi comme origine (le ” vecteur nul”) pour se représenter F1. Pour se représenter 
F;, on considèrera n'importe quelle droite passant par © et non contenue dans 
M. Tout point M de l'espace admet une projection M, sur F1 parallèlement 
à F2 et une projection M2 sur F2 parallèlement à F1, ce qui correspond à une 
décomposition (unique) 


OM = OM + OM 


où OM, est dans {la direction de) Fi(figure 1.1). Cette vision géométrique élé- 
mentaire permettra d'éviter des erreurs, notamment de parler du supplémentaire 
d’un sous-espace FF de E. Si un supplémentaire existe, il est fort rare qu'il soit 
unique. Cela évitera aussi de confondre supplémentaire et complémentaire! 
Le complémentaire d’un sev de IE n'est pas un sev (il ne contient déjà pas le 
vecteur nul). Si 


FM EF=E 
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Figure 1.1 — Sous-espaces supplémentaires 


cela ne signifie nullement E =F; UF. L'espace où nous évoluons ne se réduit pas 
à un plan et une droite! Ce qui est fondamental, c'est que l’on puisse géométri- 
quement, et sans ambiguïté reconstituer E à partir de Fi et F. 

Le résultat suivant n’est que la traduction dans un cas particulier du théorème 
1-3.25 : 


THÉORÈME 1-3.28 Deux sous-espaces F, et F; de E sont supplémentaires 
ssi la réunion d'une base de F, et d'une base de F; est une base de E. 


TE nous arrivera d'utiliser le théorème (admis), que nous démontrerons dans 
le cadre des espaces de dimension finie : 


THÉORÈME 1-3.29 Dans un espace vectoriel E, tout sous-espace F possède 
au moins un supplémentaire. 


EXERCICE 1-3.30 En utilisant ce théorème, montrer que, si F est un sev de E ne 
contenant pas un vecteur x, F possède un supplémentaire contenant z. (Une petite 
réflexion en dimension 3 peut amener à considérer le sev G = F+-vect(x) ). 


EXERCICE 1-3.31 Si F et G sont deux sev de EF, si F, est un supplémentaire de FN G 
dans F et G; est un supplémentaire de FNG dans G, montrer que 


F+G=F D (FNG)G 


(On obtient ainsi une décomposition géométrique de F + G intéressante pour étudier 
des problèmes faisant intervenir l'intersection FN G). 


EXERCICE 1-3.32 Soit P un polynôme de K[X] de degré p > 0. On note (P) Pen- 
semble des multiples de P dans K[X] (c'est l'idéal engendré par P). Montrer que (P) 
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est un sev de K[X] et que 


K{X]= (P)® K,-1 [X] 


1-3.8 Projecteurs 


1-3.8.1 Définition 


DÉFINITION 1-3.33 SiE = F@F est une décomposition d'un ev en deux sous- 
espaces supplémentaires, tout vecteur x de E possède une unique décomposition 
sous la forme 


TetitaavecteEF 
On appelle projecteur sur F; parallèlement à F2 l'application 
Mm'EE zhm(z)="n 


æ est la projection de x sur F, parallèlement à F;. On définit de manière symé- 
trique le projecteur p2 sur F2 parallèlement à Fi. 


On verra ultérieurement qu’il s’agit d’endomorphismes de E qui vérifient évi- 
demment 


PaOPI Pis Pr0P2= Pa et 
P20p1 = Pa © Pr = 0 (application identiquement nulle) 
1-3.8.2 Famille de projecteurs associés à une décomposition 
de l’espace 


On généralise ici la définition précédente au cas où l’on a une décomposition de 
l’espace en somme dc sous-espaces indépendants : 


On sait alors (cf. proposition 1-3.23) que pour i € {1,.. ,p} 


F; et LA sont supplémentaires 
jhi 


DÉFINITION 1-3.34 On appelle famille de projecteurs associés à la décomposi- 
La 


tion E = DPF la famille de projecteurs (pihiqie, où pi est le projecteur sur F: 
ii 
parallèlement à @F;. 
EL 
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pi est donc l'application E —+ E qui à un vecteur x quelconque qui admet la 
décomposition 


» 
DE avec x; CF; 
1 


associe sa composante pi(x) = x; selon F;. On a encore évidemment 


mop=0si£#i et pop=p 


1-4 Espaces vectoriels de dimension finie 


On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s'il possède au moins une 
famille génératrice finie. Le résultat fondamental est alors l’existence de bases qui 
sont toutes finies et de même cardinal. Ce cardinal commun est appelé dimension 
de l'espace vectoriel E. 


1-4.1 Résultat préliminaire 


Le théorème qui suit est à la base de la théorie de la dimension (intuitivement : 
le nombre de paramètres indépendants” nécessaires pour repérer un vecteur). 


THÉORÈME 1-4.1 Dans un espace vectoriel engendré par une famille de 
cardinal p, toute famille de cardinal strictement supérieur à p est liée. 


Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer que toute fa- 
mille de p+1 vecteurs est liée. La démonstration se fait par récurrence 
sur p. Pour E,=vect(ei) et A1 = {w,u2}, on a l'existence de scalaires 
À et x tels que u1 = Àe; et u2 = pe. Si À et à sont tous deux nuls, 
À est liée. Sinon, on a la relation de liaison non triviale 


du — Xuz = DE 


qui montre que, dans ce cas aussi, À est liée. Si on suppose le ré- 
sultat démontré au rang p, on se place au rang p + 1 en considérant 
E,n1= vect (er... ,€py1) et Ayr = {w,... ,u,42}. Par hypothèse, il 
existe des scalaires (a;;)ig<rn tels que 

Verte 


VJE{L...,p+2} u= 


Si tous ces scalaires sont nuls, la famille À est évidemment liée. Si- 
non, en renumérotant les vecteurs des deux familles, on peut suppo- 
ser aygi1 £ 0. On se ramène alors à considérer p + 1 vecteurs dans 
E, = vecl(e1,... ,e,) en posant 


Pour jC{2,..,p+2}  vj= ap, - api 
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(le vecteur e,31 n’apparaît plus dans cette combinaison linéaire). Par 
hypothèse de récurrence, il existe une relation de liaison non triviale 
entre ces vecteurs de la forme 


p+2 


D 850, = dE 
= 


relation qui s'écrit aussi 


pi p+2 
D Bjapaiau — | D Ban | = 0x 
32 


3=2 


ce qui prouve que la famille 4,4, est liée puisqu’au moins un des 
cocfficients B;epras est non nul. M 


1-4.2 Existence de bases, dimension 


THÉORÈME 1-4.2 (de la base incomplète) Si G est une famille génératrice 
d'un espace vectoriel E de dimension finie non réduit à {0£} , et si £ est une 
farnille libre de E, il est possible de compléter £ à l'aide de vecteurs (bien 
choisis !) de G pour obtenir une base de E. 


Démonstration : Remarquons d’abord que, dans ces hypothèses, 
G n'est pas nécessairement finie, mais le cardinal de £ est inférieur ou 
égal à celui d’une famille génératrice finie de Æ La démonstration est 
basée sur le résultat suivant : si Fest une famille libre et si x est un 
vecteur qui n’est pas combinaison linéaire de F, la famille obtenue en 
rajoutant x à F est encore Jibre. Les espaces vect(F) et vect(z) sont 
en effet indépendants et c’est le théorèine 1-3.25. 

Si £ engendre E, c’est une base et il n’y a rien à faire. Sinon il 
existe au moins un vecteur æ1 de Q qui n’est pas combinaison linéaire 
des vecteurs de £ : dans le cas contraire, on aurait 


E =vect(G) C vect(£) CE 


et £ serait génératrice. On remplace alors la famille £ par la famille 
(libre d’après la remarque précédente) Li = £U(x) et on rerommence 
le raisonnement... Au bout d’un nombre fini d'étapes, on arrive à une 
famille libre qui engendre E (puisque le cardinal d'une famille libre de 
E est majoré, le processus ne peut durer indéfiniment). 1 


COROLLAIRE 1-4.3 Soit E un espace vectoriel de dimension finie non réduit 
à {0}. De toute famille génératrice G de E on peut extraire une base (qui 
contient un nombre fini d'éléments). 


Démonstration : 11 suflit d'appliquer le théorème précédent en 
partant de £ = (x) où x est un vecteur non nul arbitraire extrait de 
G. 
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COROLLAIRE 1-4.4 (dimension) Un espace vectoriel E de dimension finie 
non réduit à {0-} possède des bases qui sont toutes finies de même cardinal. 
Ce cardinal est appelé dimension de E. Par convention, si E est réduit au 
vecteur nul, on dit que la dimension de E est nulle. 


Démonstration : L'existence de bases, le fait que ces bases ont 
moins d'éléments qu’une famille génératrice finie de Æ ont déjà été vus. 
Si B1 et B; sont deux bases de cardinaux respectifs n1 et n2, comme 
B; est génératrice et B; libre, on à d'après le résultat préliminaire 
na  m et l'inégalité inverse est symétrique. 


Dans un espace de dimension p, les familles libres ont au plus ? éléments 
(résultat préliminaire), les familles génératrices ont au moins p éléments (s’il 
existait une famille génératrice de moins de p vecteurs, il ne pourrait y avoir de 
famille libre à p vecteurs). 


EXERCICE 1-4.5 Montrer qu’un espace vectoriel E est de dimension finie ssi le cardinal 
d’une famille libre arbitraire de E est majoré. 


Le théorème suivant est très souvent utilisé pour prouver qu’une famille est 
une base d’un espace vectoriel de dimension finie (dont on connaît la dimension) : 


THÉORÈME 1-4.6 Si E est un espace vectoriel de dimension finie p > 0, 
une famille B de E est une base ssi elle est libre de cardinal p, ce qui équivaut 
aussi à dire que B est génératrice de cardinal p. 


Démonstration : Ces conditions sont évidemment nécessaires pour 
que B soit une base {c'est la définition de la dimension). Si B est libre 
de cardinal p, toute sur-famille stricte de B est liée (car elle contient 
plus de p vecteurs). B est libre maximale, c'est donc une base. De 
même si B est génératrice de cardinal p, elle est génératrice minimale 
et est donc une base. 


Rappelons pour terminer ce paragraphe que, si E possède une base 


B= (eiigiér 
le choix de cette base induit une bijection 
P 
ps: E —K7 2 = Da: py(z)= (on... a) 
En 


qui est en fait un isomorphisme d’espaces vectoriels. C’est un cas particulier 
du corollaire 1-3.13. 
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1-43 Dimension d'un s.e,v, rang d’un système de 
vecteurs 


THÉORÈME 1-4.7 Si Fest un sous-espace vectoriel d'un espace de dimen- 
sion finie E, F est de dimension finie avec dimF < dimE. Il y a égalité ssi 
F=-E. 


Démonstration : Si F est réduit à {0e} il n’y a rien à faire. Sinon 
on considère dans F une famille libre de cardinal maximal. Une telle 
famille existe car une famille libre de F est aussi libre dans E, donc est 
de cardinal inférieur ou égal à dimE. Cette famille est libre maximale 
dans F. C'est donc une base de FF, qui est de dimension finie. On a 
bien dimF <dimE. S’il y a égalité, une base de F est libre dans E et 
de cardinal égal à dimE. C’est donc une base de Eet E=F. 


DÉFINITION 1-4.8 Si A est une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E (pas 
nécessairement de dimension finie), on dit que À esl de rang fini ssi vect( A) est 
un sous-cspace vectoriel de dimension finie. Dans ce cas, on définit le rang de A 
comme étant 


rang (A) = dim vect (.4) 


Si E est de dimension finie on à évidemment, pour toute famille de vecteurs 


de E, 
rang (A) < dimE 


Il y à égalité ssi vect(A) = E, c'est-à-dire si À engendre E. 
Si À est de cardinal fini, À étant génératrice de vect(A), on a évidemment 


rang (À) < card (A4) 


avec égalité ssi A est libre. 

Si À est de rang fini, on peut appliquer à vect{.A) le résultat du corollaire 
1-43. Si À n'est pas de rang fini, il n'existe pas de sous-famille finie extraite 
de À engendrant vect(A), el il est possible de construire de proche en proche, 
en utilisant la remarque à la base de la démonstration du théorème de la base 
incomplète 1-4.2, une suite infinie de vecteurs indépendants extraite de À. On a 
donc la caractérisation du rang : 


THÉORÈME 1-4.9 Si A est de rang fini r > 0, r est le cardinal maximal 
d'une famille libre extraite de À. Une telle famille de cardinal r est une base 
de vect{.A}, on dit que c'est une famille principale extraite de A. Si À n'est 
pas de rang fini, il existe une suite de vecteurs libres extraite de A. 


Comme le rang d'un système de vecteurs ne dépend que du sous-espace en- 
gendré par ces vecteurs, deux familles équivalentes (cf. la section 1-2.3) ont 
même rang. En particulier, on ne change pas le rang d'un système de vecteurs 
en transformant celui-ci par manipulations élémentaires. 

La notion de famille triangulaire par rapport à une suite libre est derrière l'al- 
gorithme de recherche du rang par pivot de Gauss qu’on reverra dans le chapitre 
sur le calcul matriciel. 
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DÉFINITION 1-4.10 Si F = (ue, est une famille libre de vecteurs de E, 
une famille de p vecteurs {p Sn) G = Ghigigp est dite triangulaire par rapport 
à la famille F ssi 


vw cst non nul et colinéuire à u, et 
Vje{2...,p} ve vect(u,...,u 


vect(u,...,uj-1) 


Il revient à la même chose de supposer l'existence de scalaires (a. 


pour tout j &;,; 7 0 tels que 
i 

Vie{n..,p}) où = ÿ au 
FT 


THÉORÈME 1-4.11 Si G = (hic est triangulaire par rapport à une fa- 
mille libre a 


F= (uhigien 
(avec p < n) alors G est libre (donc de rang p) et 


Vie {lp} vecl(u,.…,v;)= vect(iu,.… ,u;) 


Démonstration : On a évidemment 
vect (u1,... 9) € vect(ur,...,uy) 
I suffit de démontrer que G est libre pour avoir 
dimvect (v1,... ,v,) = p = dimvect(a,...,u,) 
et avoir l'égalité de ces sev. En remplaçant ensuite dans le raison- 


nement p par j, le résultat en découle. Il est facile de voir que ta 
résolution du système d’inconnues À,...,X, 


» 
> À0, = dE 
ee 


amène à l'écriture d’un système triangulaire dont la seule solution 
est la solution triviale (regarder d’abord la composante sur u, pour 
obtenir À, = 0etc...). M 


EXERCICE 1-4.12 Si A=(P,),en est une suite de polynômes de K[X], avec 
Vr d'P,=nr 


montrer que À est une basc de K[X] 
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1-4.4 Application aux sous-espaces supplémentaires 


THÉORÈME 1-4.13 Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout 
sous-espace vectoriel possède au moins un supplémentaire. 


Démonstration : Notons F un sous-cspacc de E. Si F est réduit à 
{0r},S = E est l'unique supplémentaire de F. Le cas F = E est symé- 
trique. Sinon, si B est une base de F, on peut (d’après le théorème de 
la base incomplète) compléter Bi (à l’aide de vecteurs d’une famille 
génératrice quelconque de E) en une base de E, soit B = BU B. Le 
sous-cspace $ =vect(B) est un supplémentaire de F d'après le théo- 
rème 1-3.25. M 


Lorsqu'on résout un problème d’algèbre linéaire, on est (parfois) amené à faire 
des calculs dans unc base. Il est bien évident que le choix de cette base condi- 
tionne très souvent la lourdeur de ces calculs. C'est pourquoi il est indispensable 
de choisir judicieusement la base, pour qu’elle soit géométriquement adaptée au 
problème. Lorsque des sous-espaces interviennent de manière naturelle, on utili- 
sera souvent les notions suivantes : 


DÉFINITION 1-4.14 (bases adaptées) Si F est un sous-espace vectoriel de E, 
une base B de E est dite adaptée à F ssi B peut s’écrire Bi U Ba où Bi est une 
base de F. De même, si 


E-M@:.:@F, 


une base de E adaptée à cette décomposition de E en somme directe de sous- 
espaces indépendants est une base B = Bi 0... U B, où chacune des B; est une 
base de F; (on suppose bien évidemment qu'aucun des sous-espaces n'est réduit 
au vecteur nul). 


En dimension finie, le théorème de la base incomplète assure toujours l'exis- 
tence de telles bases. En dimension infinie, ce résultat esl encore vrai pour peu 
que l’on admette l'existence de bases pour tout espace vectoriel non réduit au 
vecteur nul et le théorème 1-3.29. 


1-4.5 Dimension d'une somme, d’un produit 


THÉORÈME 1-4.15 Si F et G sont deux sous-espaces d’un espace E, F + G 
est de dimension finie si et seulement si F et G le sont et on a alors 


dim(F+G)= dimF + dimG — dim(FAG) 


Démonstration : F et G sont deux sous-espaces vectoriels de F + G, 
et la réunion d’une base de F et d’une base de G engendrant F + G, 
il est clair que F + G est de dimension finie si el seulement si F et G 
le sont. Si c'est le cas, la formule donnant la dimension de F + G est 
évidente si F et G sont indépendants (théorème 1-3.25). Si ce n'est 
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pas le cas, on considère un supplémentaire F de FN G dans F (existe 
bien puisque F est de dimension finie). On à alors 


F+G-(F+FNG)+G-F+(FNG+G) =F0OG 
la dernière somme étant directe, puisque 
FAG=(FAPNG=FN(FNG) = {0} 
On à donc 
dim(F + G) = dimF + dimG 
et on en déduit le résultat puisque dimF = dimF+dim(FNG). 


COROLLAIRE 1-4.16 Si E et F sont deux espaces vectoriels, E x F est de 
dimension finie ssi E et F le sont et on a alors 


dim(E x F} = dimE + dimF 
Démonstration : Il suffit de remarquer que 
E x F=(Ex {0r}) @ ({0E} x F) 


Îl'est clair que, si (w;),e, et (v;);e, sont des bases respectives de E et 
F, la famille 


B = ((ui,0r));ez U (0, v5))jes 
est une base de ExF. D 


Du théorème précédent découle une caractérisation intéressante des sous- 
espaces supplémentaires en dimension finie : 


COROLLAIRE 1-4.17 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, F et 
G sous-espaces de E sont supplémentaires ssi 


E=F+G et dimE=dimF+dimG 
ou encore si et seulement si 
FNG={0r} et dimE = dim + dimG 
On a également la généralisation suivante de ce corollaire : 


THÉORÈME 1-4.18 Si (F.),<<, sont » sous-espaces de dimension finie d'un 
espace vectoriel E, ces sous-espaces sont indépendants si et seulement si 


in Ÿ F; = À dim; 
1 in 
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Démonstration : Remarquons d’abord que les hypothèses assurent 
que la somme des F, est de dimension finie. La condition est évidem- 
ment nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Si les sous-espaces 
n'étaient pas indépendants, il existerait un indice pour lequel 


FA (5x) À {0e} 


“4 


On aurait alors 


dim SE dim ( + (55) = 


1 #j 


dimF, + dim (£*) — dim ( n (£°)) 


ce qui donne 


? 
dim D F;<dimF, + dim (£ c) < dim; + 32 dim(F) 


il 4j fé 


puisque la dimension d’une somme est toujours inférieure ou égale à 
la somme des dimensions (la réunion des bases des sev est génératrice 
de la somme des sev). Ce qui nie la propriété supposée. M 


1-4.6 Restriction du corps des scalaires 


EXERCICE 1-4.19 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie nou réduit à {05} 
et Ki un sous-corps de K. Pour que, par restriction du corps des scalaires, E soit un 
K-ev de dimension finie, il faut et il suffit que K soit un Ki-ev de dimension finie et 
on a alors 


dimk, E = dimx E x dimx, R 


Indication : Considérer d’abord le cas (le plus important pour 
nous) K = Cet K= R. Montrer qu’alors, si (u1,... ,u,) est une base 
du C-ev E, (w,iw,... ,u,,iu,) est une base de E considéré comme 
R-ev : la dimension d’un espace réel déduit d'un espace complexe est 
en particulier toujours paire. Dans le cas général, si (u,),<x et (@;)jes 
sont des bases respectives de E sur K et de K sur Ki, montrer que 
ou) jjekxs est une base de E sur Ki. 
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1-5 Exercices 


n 


EXERCICE 1-5.1 Soit (xi)1<ien une famille libre d’un K-ev et y = y 


“æ;. Condition 


nécessaire et suffisante sur les a; pour que (y + 2;)1gien soit libre. 


EXERCICE 1-5.2 Soient 21 < 22 < ++. < #n des réels. On pose 0 = oo et 
Zngi = +00. Æ est l'ensemble des fonctions R — R, de classe C', dont la restric- 
tion à chaque }x;,241[ est un polynôme de degré & 2. Montrer que Æ est un espace 
vectoriel. En donner la dimension et une base. 


EXERCICE 1-5.3 Soit E un ev de dimension n. On considère une famille de vecteurs 
non nuls {z1,---,2,} de rang r. On en extrait 4 > 1 vecteurs et on obtient une famille 
de rang r’. Trouver un minorant de r'. 


EXERCICE 1-5.4 Dans RÜ] le système ( Je),ege+ défini par fa(t) = Va FT est-il 


ibre? Mé sti =. 
fibre? Même question avec fu(t) = 77 


EXERCICE 1-5.5 Soit n € N tel que # ne soit le carré d’aucun entier. 


1. Montrer que Q[/7] = {a+ bn, (a,b) € @*} est un Q-ev. En donner la 
dimension. 


2. De même, on considère E = {a + bV2+ cV3, (a,b,c) € Q}. Montrer que c'est 
un Q-ev et en donner la dimension. Déterminer le plus petit sous-corps (pour 
l'inclusion) de € contenant 12 et V3. 


Chapitre 2 


Applications linéaires 


2-1 Généralités 


2-1.1 Définition, exemples 


DÉFINITION 2-11 SiE et F sont deux espaces vectoriels sur le même corps 
commutatif K, une application u :E —+ F est dite linéaire ssi elle vérifie : 


Va,yeE u(x+y)=u(x) +u(y) 
VzeE VAEK u(Ar)= au(x) 


On dit alors de manière équivalente que u est un morphisme (d’espaces vectoriels). 


Il est parfois nécessaire de préciser les structures d'espaces vectoriels interve- 
nant. Par exemple, l’application € — € définie par z ++ z est R-linéaire, mais 
elle n’est pas C-linéaire. 

Lorsque u est de plus bijective, on dit que c’est un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. Lorsque E = F, on parle d'endomorphisme de l’espace vectoriel E. 
Un endomorphisme bijectif de E est appelé automorphisme de E 

On note £(E,F) l’ensemble des morphismes de E vers F et £(E) l'ensemble 
des endomorphismes de E. On notera ces ensembles respectivement £x (E, F) et 
£x (E) s’il risque d'y avoir ambiguité sur le corps de base. 


EXEMPLE 2-1.2 Si E = F, @ FF est décomposé en somme de deux sous-espaces 
supplémentaires, le projecteur sur F, parallèlement à F2 est un endomorphisme 
de E. 
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EXEMPLE 2-1.3 Si E possède une base (u;),., et si K{/} est l’espace vectoriel 
des familles de scalaires (a;),e presque tous nuls, l'application 


ROSE (ae Dai 
iel 
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En particulier si E est de dimension 
finie n, le choix d'une base de E permet de construire un isomorphisme K° — E. 


PROPOSITION 2-14 Si u € L(E,F) et si E est un sous-espace vectoriel, 
la restriction u}r, de u à E, définit un élément de L(E:,F). 


Attention! Si u € £(E), on aura ue, € £(E1,E). On ne pourra considérer 
qu'il s’agit d’un endomorphisme de E, que dans le cas très particulier où 
u(E) C E, donc dans le cas où le sous-espace E, est stable par u. 


2-1.2 Espaces isomorphes 


THÉORÈME 2-1.5 Si u € L(E,F) et v € £(F,G), le composé  o u est 
un morphisme de Æ vers G. Si u est un isomorphisme E —> F, la bijection 
réciproque u! : F — E est un isomorphisme. Le composé de deux isomor- 
phismes d'espaces vectoriels est encore un isomorphisme. 


COROLLAIRE 2-1.6 L'ensemble des automorphismes d’un espace vectoriel 
E est un groupe pour la composition des applications. 


Démonstration : C'est évidemment, d’après ce qui précède, un 
sous-groupe du groupe (£r,v) des permutations de l'ensemble E 
L'élément neutre est ide. 0 


DÉFINITION 2-1.7 Deur espaces vectoriels E et F sont dits isomorphes s'il 
existe (au moins) un isomorphisme u :E —F. 


Cette relation est évidemment réflexive, symétrique et transitive (théorème 
2-15). Il est clair que si u : E —+ F est un isomorphisme, tous les isomorphismes 
u’:E — F peuvent s'écrire #’ = wo v où v est un automorphisme de E, ou encore 
w ou où w est un automorphisme de F. 


EXEMPLE 2-18 Si (F.),cie, est une famille finie de sev d’un espace E, dire que 
ces sous-espaces sont indépendants équivaut à affirmer que 


est un isomorphisme. 


EXEMPLE 2-19 Si $; et $2 sont deux supplémentaires d’un sous-espace Ex de 
E, Si et S2 sont isomorphes. En dimension finie, on pourrait utiliser le fait que 
S1 et S2 ont mère dimension. Mais, si on réfléchit un peu à cet argument, 
on s’aperçoit qu’il n'est pas totalement satisfaisant : l'isomorphisme que l'on 
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considère dépend du choix de bases de $; et S2 (voir le corollaire 2-1.23) et n’est 
donc pas ”’intrinsèque”, pas géométrique”. La solution suivante est préférable, 
et valable sans hypothèse de dimension : pour ”envoyer” de manière bijective (et 
linéaire!) Si sur S», il est naturel de considérer la restriction à S; du projecteur 
p sur S2 parallèlement à E. On peut, par un petit abus de langage, considérer 
que l’espace d'arrivée est $2 et on définit ainsi un morphisme 


ue ple, : Si + S2 


Ce morphisme est injectif : si z et y € Si vérifient u(z) = u(y), on a alors 
px - y) = Ov, ce qui signifie x — y € E NS et donc z = y puisque E, ct Si 
sont supplémentaires. Vérifions enfin que u est surjectif : si z est un vecteur 
quelconque de S$;, il se décompose de manière unique sous la forme z = x +y 
dans la somme directe E = $ & E. On a alors 


z2=p(z)=p(x+y)=p(x) = u(x) 
ce qui prouve bien la surjectivité de u. 


EXEMPLE 2-1.10 Si K est un corps fini, sa caractéristique (c’est-à-dire le 
plus petit entier p > 0 vérifiant p: 1 = 0) est un nombre premier. On montre 
alors (voir chapitre 17) que Ki = {0,1,2.1,... ,(p— 1).1} est un sous-corps de 
K (isomorphe à Z/pZ), de cardinal p. K peut être considéré comme un Ki-espace 
vectoriel. Il est évidemment de dimension finie, et si n est cette dimension, K 
est isomorphe (en tant qu’espace vectoriel) à K* et est donc de cardinal p". Le 
cardinal d’un corps fini est donc une puissance de sa caractéristique. 
Il n’existe donc pas de corps fini de cardinal 24 par exemple. On démontre par 
contre (c'est un peu plus difficile) que si p est un nombre premier et n un entier 
non nul, il existe effectivement un corps fini de cardinal p”, et que deux corps 
ayant ce cardinal sont isomorphes. 


2-1.3 Définition d’un morphisme 


Lorsqu'on connaît une base de l’espace de départ, le théorème suivant est un 
moyen commode de définir ou de caractériser un morphisme d'espaces vectoriels. 


THÉORÈME 2-1.11 Si 8 = (cle est une base de E et (y:)., est une 
famille quelconque de vecteurs de F, il existe un unique morphisme z : E — F 
vérifiant 


Vie! u(e;) = y 


Un morphisme est donc entièrement caractérisé par la donnée des images 
des vecteurs d'une base de l’espace de départ. 


Démonstration : Si u : E — F répond à la question et si x est un 
vecteur de E qui admet l'écriture 


æ= > @ie; 


ie 
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dans Ja base B (les a; sont presque tous nuls), on à nécessairement 


u(z)= D œu (es) = Y ay 
el sel 
Réciproquement, on vérifie aisément que cette ”formule” permet de 
définir sans ambiguïté une application E —+ F, qui est linéaire et ré- 
pond à la question. # 


EXERCICE 2-1.12 On note (e,.… ,ep) la base canonique de KP. Si F7 = (21,...,2) 
est nne famille quelconque d’un espace vectoriel E, il existe, d’après le théorème précé- 
dent, un unique morphisme 


v:K DE avec v(e)=7; 


Montrer que v est injectif ssi F est libre, surjectif ssi F est une famille génératrice de 
E. Quelle est la condition pour que » soit un isomorphisme ? 


2-1.4 "Recollement” linéaire d'applications linéaires 


Lorsque l’espace E de départ est décomposé en somme directe de droites vecto- 
rielles (ce qui correspond en fait à Ja donnée d'une base de E), la section pré- 
cédente nous a montré comment caractériser un morphisme u : EF. Nous 
généralisons ce résultat à une décomposition E = E,@---@F,. Il suffit en fait 
d'étudier la cas où E est décomposé en somme directe de deux sous-espaces sup- 
plémentaires. 

Si E = E,@E; et u € L(E,F), u est entièrement déterminé lorsqu'on connaît 
ses restrictions u, = ule, € L(En,F) et u2 = ulg, € L(E2,F), puisque si x € E se 
décompose dans la somme directe sous la forme x = x1 +, on a nécessairement 


u{ 


On à la réciproque : 


Sue) +u(r) = ur (mi) +u2(2) 


THÉORÈME 2-1.13 Si E = E @ EÆ et si l'on se donne deux morphismes 
ui € L(E,F) et v, € L(E,F). il existe un unique morphisme u € L(E,F) tel 
que 1 = ul, et v, = uls,. 


Démonstration : On raisonne par analyse-synthèse : si u existe et 
six = T1 + 22 est comme précédemment, on a forcément 


u(r) = vi (x) + v2 (2) 


On vérifie que réciproquement, cette ”formule” définit bien un mor- 
phisme u de E vers F qui répond bien à la question. M 


On dit que u est obtenu en recollant linéairement les morphismes v et 2, et il 
nous arrivera de noter u = v, @ v2 (bien que cette notation ne soit pas standard). 
Par exemple, le projecteur sur Æ1 parallèlement à E> peut être représenté par 
ide, @ 0 (avec un petit abus d'écriture, puisqu'on considère ici ide, comme un 
morphisme de E; dans E. 0 représente ici le morphisme nul E; - E). 
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Ce théorème 2-1.13 est peut-être à Porigine de la confusion (pour les débu- 
tants!) entre supplémentaire et complémentaire. Pour définir ke morphisme & 
sur le vecteur x € E, on étudie d’abord le cas où x € Ei puis celui où z € 2. 
Si on connaît « sur & UE, , en raisonnant par linéarité (en ”recollant” les 
morphismes) on connaît u sur E, @ E, bien que E UE; # E @ E. 

La construction précédente se généralise évidemment au cas où E se décom- 
pose en E@---@E,. On pourra ainsi recoller (sous-entendu ”’linéairement”) des 
morphismes v, € L(E;, F) en un morphisme u = v @--@v, € L(E,F) 


2-15 Images directes et réciproques 


La linéarité d’une application u : E —+ F entraine évidemment que l’image d’une 
combinaison linéaire (à coefficients presque tous nuls) d'une famille de E est la 
combinaison linéaire des images : 


u (5 ) = Yau(z) 


ser ser 
Comme on a de plus 


u (0e) = Or 


(u est déjà un morphisme de groupes additifs), l’image d’un système lié est évi- 
demment un système lié, et une application linéaire ”transporte” les rela- 
tions de liaison. L'objet principal de cette section est de voir à quelle condition 
on est assuré que l’image d’un système libre est libre. De manière équivalente, à 
quelle condition une application linéaire ne crée-t-elle pas de relations de liaison ? 


2-1.5.1 Images de sous-espaces vectoriels 


THÉORÈME 2-1.14 Si « : E — F est un morphisme, l'image directe par u 
d'un sous-espace de E est un sous-espace de F, l'image réciproque d'un 
sous-espace de F est un sous-espace de E. 


Démonstration : Prouvons le pour les images réciproques. Si F 
est un sous-espace vectoriel de F 


E=u !(F)={reElu(:)€eM} 


n'est pas vide puisque  (0r) = Op € M. Sixety € E,etacKon 
a 


u(r+ay) =u(x) +au(y) 
Ce vecteur est combinaison linéaire de deux éléments de F; et est donc 
dans F;. On a donc bien r+ay € FE. 8 


DÉFINITION 2-1.15 (Noyau, image) Si u : E > F est un morphisme, on ap- 
pelle noyau de u, et on note keru le sous-espace de E 


keru = u"1 (0e) = {x CE | u(x) = 0r} 
L'image de uw est le sous-espace de F 


Imu=u(E)={yecF|32€eE u(x)=v} 
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THÉORÈME 2-1.16 Si u : E — Fest un morphisme, u est injectif ssi 
keru = {0e} 
La surjectivité de u équivaut évidemment à l'égalité Imu = F. 


Démonstration : Si u est injectif, OF ne possède que l’antécédent 
0e. Réciproquement, si keru = {0e} et x,y € E 


u(x) = u(y) & u (x = y) = 07 © 2 — y € keru 
montre injectivité de 4. M 


Attention! Pour que cette caractérisation de l’injectivité soit utilisable, il 
faut avoir au préalable vérifié la linéarité de u. 


EXERCICE 2-1.17 Montrer qu'un morphisme a : E + F permet de définir une bijec- 
tion Sr u (S) entre l'ensemble des sev de E contenant keru et l’ensemble des sev de 
Im u. Quelle est la bijection réciproque ? 


2-1.5.2 Image directe d’une famille 


Commençons par la définition de l’image d’une famille : 


DÉFINITION 2-1.18 Si f est une application d’un ensemble X vers un ensemble 
Y, et si (xi);er est une famille d'éléments de X, la famille (f (zi));er d'éléments 
de Y, indexée elle aussi par Î, est appelée image de cette famille par l'application 


d 


On a déjà vu que, par un morphisme, l’image directe d’une famille liée est 
une famille liée, et qu'un morphisme transporte les relations de liaison. 


THÉORÈME 2-1.19 Un morphisme « : E —+ F est injectif ssi l'image de 
tout système libre de E est un système libre de F. En d'autres termes, les 
morphismes injectifs sont exactement ceux qui ne créent pas de relations 
de liaison. 


Démonstration : Si u € L(IE,F) est injectif et si (æi),e, est une 
famille libre de vecteurs de E, on à : 


D Au(ri) = Op & u (5 =) = Op + D isi = 0e 


ie il ie] 


car le noyau de u est réduit à {0e}. Compte tenu de l'indépendance 
linéaire des r;, tous les coefficients sont nuls, ce qui prouve l’indépen- 
dance des (u{r;})e,. Réciproquement, si tout système libre a une 
image libre, un vecteur non nul a pour image un vecteur non nul, ce 
qui prouve que keru = {05}. M 


COROLLAIRE 2-1.20 Une application linéaire est injective si et seulement 
si elle conserve le rang de tout système de vecteurs. 
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PROPOSITION 2-1.21 Si F est une famille génératrice de E et u € L(E,F), 
u(F) est une famille génératrice de Imu. En particulier, pour vérifier que u 
est surjective, il suffit de vérifier que l'image d'une famille génératrice de E 
engendre F. 


THÉORÈME 2-1.22 € L(E,F) est un isomorphisme d'espaces vectoriels 
si et seulement si l’image d'une base de E est une base de F. 


Démonstration : Soit B = (e;); est une base de E. Supposons 
d’abord que w(B} soit une base de F. D'après la proposition précé- 
dente, u est surjective. De plus, si à = Ÿ[ ae; est un vecteur de 


iel 
keru, on a 


S œu(e:) = 0r 


il 
ce qui entraîne, par indépendance de u(B), 
ViEeT a=0 etdonc zx=0E 


ce qui prouve l’injectivité de u. Réciproquement, si u est un isomor- 
phisme, une base B est libre donc (u injective) u(B) est libre. B est 
génératrice de E donc (u surjective) u (B) engendre F. u (B) est donc 
libre et génératrice de F, c'est une base de F. M 


COROLLAIRE 2-1.23 Si E est un K-ev de dimension finie n, un K-ev F est 
isomorphe à E si et seulement s'il est également de dimension n. 


Démonstration : La condition est évidemment nécessaire puis- 
qu’un isomorphisme # : E — F transforme une base de E en une base 
de F. Elle est suffisante, puisque l'existence d’une base de cardinal n 
dans E et F permet, en utilisant le théorème 2-1.11, de construire un 
isomorphisme entre E et F. M 


2-1.6 Codimension d'un sous-espace. Hyperplan 


L'exemple 2-1.9 permet de donner la définition suivante : 


DÉFINITION 2-1.24 Si un sous-espace E1 d'un espace E possède un supplémen- 
taire de dimension finie, tous ses supplémentaires ont la même dimension. Cette 
dimension sera appelée codimension du sous-espace E; (dans E) et sera notée 
codimlE. On dira que Æ est de codimension infinie si E ne possède pas de 
supplémentaire de dimension finie. 


DÉFINITION 2-1.25 Un sous-espace H de E est dit hyperplan de E ssi H est de 
codimension 1, ce qui signifie que H possède un supplémentaire qui est une droite 
vectorielle. 


Nous reviendrons sur ces définitions dans le chapitre sur la dualité. En atten- 
dant, quelques exercices : 
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EXERCICE 2-1.26 Si H est un hyperplan de E et si a est un vecteur de E qui n'est 
pas daus montrer que 


H@ vect (a) = E 
EXERCICE 2-1.27 Si H est un hyperplan de E et F un sev de E, montrer que 
FOH=F où FNH est un hyperplan de F 


EXERCICE 2-1.28 Montrer qu'un sous-espace Ex de E est de codimension finie ssi 
l'ensemble des dimensions des sous-espaces (de dimension finie) de E indépendants de 
Ej est majoré. Montrer que ceci équivaut aussi à dire que tout sons-espace indépendant 
de En est de dimension finie. 


EXERCICE 2-1.29 Déduire de l'exercice précédent que, si F et G sont deux sous- 
espaces de codimension finie dans E, il en est de même de F+ G et FNG et 


codim {F] + codim (6) = codim (F + G) + codim (FN G) 


2-1.7 Equation linéaire. Sous-espace affine 
DÉFINITION 2-1.30 On appelle équation linéaire toute équation de la forme 
a(x) = b 


où a est une application linéaire d'un espace vectoriel E vers un espace F, b est 
un vecteur donné de F (on dit souvent que b est le second membre de l'équation) 
el x est un vecteur inconnu dans F. 


DÉFINITION 2-1.31 L'équation homogène associée à l'équation précédente (on 
dit aussi équation sans second membre) est l'équation 


a(x) = Ur 


L'ensemble de ses solutions est le sous-espace de E égal à kera. Le vecteur nul 
0 est en particulier Loujours solution de l'équation homogëne. 


La résolution théorique d’une équation linéaire est fort simple : 


e Sib & Ima (ce qui n’est évidemment possible que lorsque « n’est pas sur- 
jectif) l'équation n’a pas de solution. 


« Sinon, si on connaît une solution particulière 79, on a : 
a(x)=b= a (to) & a (x — ro) = Or € x — 10 € kera 
et l'ensemble des solutions est alors 
S = 20+kera = {ro+y, y € kera} 


On dit alors que la solution générale de l'équation avec second membre 
est somme d’une solution particulière de cette équation et de la solution 
générale de l'équation homogène associéc. En particulier, la différence de 
deux solutions de l'équation avec second membre est solution de l'équation 
homogence. 
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On notera que la linéarité de « est fondamentale dans ce qui précède. Re- 
marquons que cette propriété de linéarité est une traduction du "principe de 
superposition des solutions” : si æo est solution de a (z) = bo et za est solution 
de a(x) = bi, x + ax est solution de a (x) = by + ab. 


DÉFINITION 2-1.32 Si D est un sous-espare vectoriel de E et x est un vecteur 
quelconque de E, on appelle sous-espace affine de E passant par x et de direction 
D le sous-ensemble de E 


ro+D={zo+d, deD} 
Il est alors facile de voir que, pour tout z € +0 + Don a aussi 
z+D-z+D 


EXERCICE 2-1.33 Montrer qu’une partie A de E est un sous-espace affine si et seule- 
ment si 


{:-ylzeAetye A} 


est un sous-espace vectoriel de E, et que ce sous-espace est alors exactement la direction 
de A. 


Un sous-espace affine est donc caractérisé par la donnée d’un élément quel- 
conque lui appartenant et par sa direction, qui est un sous-espace vectoriel de 
E. Un sous-espace vectoriel est un sous-espace affine passant par ”l’origine” Og. 
Avec ce vocabulaire, l’ensemble des solutions d’une équation linéaire a(x) = b 
est soit réduite à @, soit un sous-espace affine de l’espace de départ, de direction 
égale à kera. 


EXERCICE 2-1.34 Montrer que deux sous-espaces affines x + D et z’ + D’ ont une 
intersection non vide ssi 


r-xeD+D 


et que l'intersection est alors un sous-espace affine de direction DAD/. En particulier, 
deux sous-espaces affines dont les directions sont supplémentaires ont toujours une 
intersection réduite à un point. 


EXERCICE 2-1.35 On dit que le sous-espace affine x + D est parallèle à x’ + D' ssi D 
est inclus dans D’. Montrer qu'on définit ainsi une relation réflexive et transitive dans 
l’ensemble des sous-espaces affines de E et que la relation symétrique associée (deux 
sous-espaces affines sont dits parallèles s'ils ont mêmes directions) est une relation 
d’équivalence. 


Bien évidemment, on appelle hyperplan affine tout sous-espace affine dont 
la direction est un hyperplan vectoriel, notion sur laquelle nous reviendrons dans 
le chapitre suivant. 
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2-1.8 Théorème fondamental d'isomorphisme 


Lorsqu'on fait opérer une application linéaire # non injective sur un espace vec- 
toriel E, on peut considérer qu'à l’arrivée, on a perdu de l’information sur les 
vecteurs de E puisque deux vecteurs de E différant d’un vecteur de keru sont 
indiscernables si on ne regarde que les images. Le théorème suivant montre que, 
en se restreignant à un supplémentaire de keru dans E, il n’y a pas de perte 
d’information : 


THÉORÈME 2-1.36 Si u € L(E,F) et si S est un supplémentaire de keru 
dans E, la restriction de « à $ induit un isomorphisme de S vers Imu. 


Démonstration : On à évidemment 
keruls =kerunS 


et donc, puisque keru et $ sont indépendants, uls : S — Imu est 
injective. De plus, si y est un vecteur quelconque de Imu, il admet 
au moins un antécédent æ par u, qui se décompose dans la somme 
E =S@ keru sous la forme x = xs + x4, et on à alors 


y=u(z)=u(zs+æ) = u(rs) = uls(zs) 


ce qui prouve la surjectivité de us : S-+Imu. M 


2-2 Calculs sur les morphismes 


On a déja vu (théorème 2-1.5) que, lorsqu'il est défini, le composé de deux mor- 
phismes d’espaces vectoriels est aussi une application linéaire. Le fait que les 
espaces d'arrivée sont des espaces vectoriels va permettre de définir d’autres opé- 
rations sur les morphismes, qui vont avoir l'avantage de bien se comporter par 
rapport à la composition. 


2-2.1 Structure d'espace vectoriel de £x (EF) 


Si E et F sont deux K-ev, rappelons (exemple 1-1.5) que l’ensemble FÊ des ap- 
plications de E dans F est muni d’une structure naturelle de K-ev, les opérations 
sur les applications étant définies à partir des opérations sur les images. 


THÉORÈME 2-2.1 Si E et F sont deux K-ev, £x (E,F) est un sous-espace 
vectoriel de FË. 


Démonstration : £K(E,F) n’est pas vide, puisqu'il contient au 
moins l'application identiquement nulle de E dans F (qui est le vecteur 
nul de F). On vérifie ensuite très aisément que, si u et v sont des 
morphismes de E vers F, il en est de même de u+av pour a quelconque 
dans K 


Avec cette structure, le théorème 2-1.13 pent se ré-écrire : 
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THÉORÈME 2-22 SiE=EÆ@...@E,, l'application 


p 
Lr(EF) + []£x(E,F 
ist 
ur (ue... ,ule,) 
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 


Considérer l’isomorphisme réciproque, c’est recoller linéairement des applica- 
tions linéaires. 


2-2.2 Propriétés de la composition des morphismes 


La composition des applications est associative. Elle le reste bien évidemment 
lorsqu'on se restreint à travailler sur des morphismes d’espaces vectoriels. On a 
de plus les propriétés de distributivité et d'exportativité des scalaires : 


THÉORÈME 2-2.3 La composition des morphismes est distributive à droite 
et à gauche par rapport à l'addition. 


De manière plus précise, cela signifie que, si E,F et G sont trois espaces 
vectoriels 


ue L(F,G),vetwe L(E,F) + uo(v+w)=uov+uow 
ue L(E,F) ,vet w € L(F,G) + (v+w)ou=vou+wou 


La démonstration est évidente. Il est à noter que seule la première propriété 
utilise la linéarité. 


THÉORÈME 2-2.4 Pour multiplier un composé de morphismes par un sca- 
laire, à suffit de multiplier un des facteurs par ce scalaire. 


Soit, pour u € L(E,F), v € L(FG)eta€K 
a- (vou) = (av) o u = vo (au) 


Ici encore, seule la deuxième égalité utilise une propriété de linéarité. On peut 
résumer Les deux théorèmes précédents par l'énoncé suivant : 


PROPOSITION 2-2.5 Si u € L(IE,F), les applications 


L(F.G)— L(EG) vrivou 
L(GE) — L(GF) vruov 


sont linéaires. 


Etant donné ce comportement sympathique de la composition des morphismes, 
la composée v o u sera souvent appelée "produit” de # par u et sera simplement 
notée vu, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible avec un autre produit qui serait 
défini entre les objets manipulés. 
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2-2.3 Structure d'algèbre de £K (E) 


Il résulte des théorèmes précédents que, si E est un K-ev : 


e (£x(E) ,+,-) est un K-espace vectoriel. 


e (£x(E) ,+,0) possède une structure d'anneau, puisque (£x (E) ,+) est un 
groupe commutatif, que o est associative, est distributive par rapport à 
l’addition et possède un élément neutre idg. 


« Ilexiste une relation entre multiplication interne (c'est ici la composition) 
et multiplication externe. C’est l’exportativité des scalaires : 


Vu,ve Lx(E) VatkK a(uv)=(au)v=u(av) 


Pour ces trois raisons, on dit que (£x (I) ,+,,0) est une K-algèbre!, confor- 
mément à la définition suivante : 


DÉFINITION 2-2.6 Une structure de K-algèbre sur un ensemble A est la donnée 
de deux lois de composition internes {notées habituellement + et x) et d'une 
multiplication externe à domaine d'opérateurs égal à K telles que 


e (A,+,:) est un K-ev 
e (A,+,x) est un anneau, l'élément neutre pour X étant noté la 
eVa,beA VaekK  a(axb}={aa) xb= a x (ab) 


Par définition, les anneaux (donc aussi les algèbres) sont supposés posséder un 
élément neutre pour la multiplication. La définition donnée ci-dessus correspond 
à ce qu’on appelait autrefois une algèbre unitaire. 

Les termes ”’algèbre commutative”, ’algèbre intègre” se rapportent aux pro- 
priétés de l'anneau (A,+, x}. Dans le premier cas, la multiplication est commu- 
tative, dans le second cas il n'y a pas de diviseurs de zéro ce qui signifie 


Va,be À ab=0—=a=0oub=0 


Ceci équivaut en fait à dire que tout élément non nul est régulier (on dit aussi 
simplifiable) à droite et à gauche, puisque 


er = ay & a(x—y)=0 


DÉFINITION 2-2.7 Si (A,+, x,.} et (B,+, x,.) sont deux K-algébres, une ap- 
plication  : À —+]B est un morphisme d'’algébres si & est à la fois un morphisme 
d'espaces vectoriels et un morphisme d’anneaur, c'est-à-dire 


plr+y)=v(r)+v(u), par) = av(x) 
pay) = vou) et 6(l)=+6 (Is) 
Lorsque l’espace E est réduit à {0e}, l’espace £w(E) est réduit au seul morphisme nul. 
Si on respecte strictement les définitions du programme, on ne peut plus vraiment dire que 


c’est une algèbre, puisque l'élément neutre pour la multiplication dans un anneau est toujours 
supposé distinct de l'élément neutre pour l'addition 
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On parlera d’isomorphisme d’algèbres si de plus est bijective. 

Le noyau d’un morphisme d'algèbres 4 : À — B est évidemment un 
sous-espace vectoriel de À. Il possède une propriété plus forte que la 
stabilité pour la multiplication (voir chapitre sur les anneaux) : 


VaeA VreEkery  aretraekerg 


DÉFINITION 2-2.8 Une sous-algèbre d'une algèbre (A,+, x,.) est une partie 
A C À qui est à la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau, c’est-à-dire 


Vz,yE A, VackK T+y, ar, ry € À et la € À 


(A,+, x,.) est alors évidemment elle-même une K-algèbre. 


EXEMPLE 2-2.9 Si L est un corps commutatif contenant K, L peut être consi- 
déré comme une K-algèbre, qui est alors évidemment commutative et intègre. 


EXEMPLE 2-2.10 Un autre exemple (très important) d’algèbre (intègre et com- 
mutative) est donné par (K[X],+, x,-), algèbre des polynômes à une indétermi- 
née sur le corps K. 


Si E est un K-espace vectoriel de dimension 1, un endomorphisme de E 
est nécessairement une homothétie c’est-à-dire est de la forme Àidg. En effet, si €; 
est un vecteur non nul de E, il forme à lui seul une base de E. Si u € L(E), il existe 
un scalaire a tel que u (c1) = &t1, et par linéarité on a forcément u = aidg (cf. 
théorème 2-1.11). En dimension 1, l'algèbre £ (E) est isomorphe au corps K, par 
la correspondance K —£L{E), À ++ Aide. Elle est donc dans ce cas commutative 
et intègre. 

Dès que E contient deux vecteurs indépendants, (£K (E) ,+,.,0) n’est 
plus intègre ni commutative : 

Si e1 et €2 sont deux vecteurs indépendants, en admettant que vect(es,€} 
possède un supplémentaire S dans E, les endomorphismes x et v caractérisés par 


ue) = ei, u(e2) = &1 + er, v(er) = er et ver) = er, uls = vs = ids 
(voir le théorème 2-1.13) ne commutent pas puisque 
uv(e)æeites et vue) = 6€ 


De même, les projecteurs p sur vect(e:) parallèlement à vect(c2) @ S et q sur 
vect(e2) & $ parallèlement à vect(e,) sont non nuls et vérifient pq = gp = Op. 
Ils forment donc un couple de diviseurs de 0. Bien sûr dans ce cas, (£x (IE) ,+,.,0) 
contient strictement l’ensemble K:1dg des homothéties, qui forme une sous-algèbre 
isomorphe à K 
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2-2.4 Exercice : centre de l'algèbre L(E) 


Si (A,+, x) est un anneau, on appelle centre de A l’ensemble C (A) des éléments 
de À qui commutent avec tous les éléments de A (cette notion n'a évidemment 
d’intérêt que dans le cas où À n’est pas commutatif). On vérifie aisément que 
€ (A) est un sous-anneau de A. Si A a de plus une structure d’algèbre, C (A) en 
est une sous-algèbre. 

On se propose de démontrer que, si E est un espace vectoriel, le centre de 
£(E) est exactement la sous-algèbre des homothéties K - id. Nous reverrons 
ultérieurement une démonstration matricielle de ce résultat lorsque E est de di- 
mension finie. On en propose ici une démonstration géométrique, en admettant 
que, dans E, tout sous-espace possède au moins un supplémentaire. 


» Vérifier d’abord que K- ide C C(L(E)). 
e Montrer ensuite que, si u € L(E) est tel que 
VzeE {ru (x)} est liée 
alors « est une homothétie. 


+ Il suffit alors, pour conclure, de montrer que, si u € C (£(E)}, toute droite 
vectorielle de E est stable par u. On pourra pour cela utiliser le lemme sui- 
vant, sur lequel nous reviendrons en détail dans le chapitre sur la réduction 
des endomorphismes : 


LEMME 2-2.11 Si v et v sont deux endomorphismes de E qui commutent, 
le noyau (et l'image) de » sont stables par x. 


2-2.5 Groupe linéaire G£L(E) 


Nous avons déjà vu (corollaire 2-1.6) que l’ensemble des automorphismes d’un 
espace vectoriel forme un groupe pour la composition des morphismes. C’est 
en fait le groupe des éléments inversibles (pour la multiplication) dans l’algèbre 
£(E) (on dit aussi parfois le groupe des unités de l'algèbre L(E)). Ce groupe est 
appelé groupe linéaire de l’espace vectoriel E et on le note (G£(E) ,o) ou 
(Aut (E) ,0). 

En dimension 1, ce groupe est isomorphe à (K°, x), puisqu'une homothétie 
est bijective ssi son rapport est non nul. Il est donc commutatif dans ce cas. 

Par contre, dès que la dimension de l’espace est supérieure à 2, (G£(IE) ,o) 
n'est pas commutatif. Pour le prouver, on peut utiliser l'exemple donné pour 
prouver la non commutativité de £(E). ; 


EXERCICE 2-2.12 Si E = E; @ E2, si ui € £ (Er) et u2 € L'(E2), montrer que l'endo- 
morphisme de E u = u1 @ u2 obtenu en recollant u1 et u2 est un automorphisme de E 
ssi 4 € GL (Er) et u2 € GL (E2). Montrer qu'on a alors 

ul ul @u;! 

Montrer que l'application 


SLR) x GL(E)—6L(E) (uw) ueu 
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est un morphisme de groupes injectif. (Attention : ce n'est pas en général un isomor- 
phisme. Un automorphisme quelconque de E ne laisse pas forcément E et E2 stables). 


2-2.6 Projecteurs et involutions 


2-2.6.1 Caractérisation des projecteurs 


Nous avons vu à la section 1-3.8 la définition géométrique d'un projecteur. En 
particulier , si E = E @-.-@E,, est une écriture de E comme somme directe de 
sous-espaces indépendants, on sait qu’on peut associer à cette décomposition une 
famille de projecteurs (p:); ciems Où 


pi est le projecteur sur E; parallèlement à DE; 
Jéi 
On a dans l'algèbre L'(E) 


ren  pr=0sifji et  Ÿ[n=idr 
rer 
la dernière égalité signifiant simplement que l’on reconstitue tout vecteur x de E 
à partir de ses projections x; = p; (x) sur les sous-espaces E, par x = r1+---+7m. 
Il est remarquable de constater que, dans l'algèbre £ (E), les projecteurs sont 
caractérisés par une condition algébrique très simple : ce sont les solutions de 
l'équation 


THÉORÈME 2-2.13 Soit « un endomorphisme d'un espace vectoriel E. u 
est un projecteur si et seulement si u? = u. Lorsque cette égalité est véri- 
fiée, ker u et Imu sont deux sous-espaces supplémentaires de E et x est le 
projecteur sur Im parallèlement à keru. 


Démonstration : La condition u? 


pour que « soit un projecteur. Réciproquement, si u? = «, montrons 
que keru et Imu sont deux sous-espaces supplémentaires de E Si 
x € keru N Imu, il existe y € E avec z = u(y). On a 


= u est évidemment nécessaire 


u(z) = 0e = w° (y) = u(y)=z 


Ces deux sev sont indépendants. De plus, tout vecteur de E peut 
s’écrire 


=u(z)+(x-—u(x)) 


qui est une décomposition de x dans Imw @ keru. Les deux espaces 
sont supplémentaires, et la composante de x selon Imu est égale à 
u(x). & est donc bien le projecteur sur Imu parallèlement à keru. 
L 


EXERCICE 2-2.14 Si pest un projecteur d'un espace vectoriel E, donner une condition 
nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme v de E commute avec p. 
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2-2.6.2 Symétries et involutions 


On suppose, dans cette section, que K est un corps de caractéristique diffé- 
rente de 2. Dans ce cas, si x est un vecteur non nul de E, les vecteurs x et x 
sont distincts. 


DÉFINITION 2-2.15 Si E = Ei @E, on appelle symétrie par rapport à E pa- 
rallèlement à E; l’endomorphisme s de E défini par 
s= ide, ®(-ide,) 
Il s’agit donc du morphisme qui, à un vecteur décomposé dans E & E> 
Tete 
associe le vecteur 
s(r)=ri 2 
Il s’agit clairement d’un automorphisme de E qui est involutif, c’est-à-dire vérifie 
s0s = idg, soit encore s = s7!. Dans £L(E), s s'exprime à l’aide du projecteur p 
sur E; parallèlement à E : 


s=2p- ide 


Ici encore, les symétries, définies géométriquement, sont caractérisées par 
l'égalité s? = ide. Ce sont les solutions de l'équation 


X?=1 
dans l’algèbre £ (E). 
THÉORÈME 2-2.16 Un endomorphisme u d’un espace vectoriel E sur un 


corps de caractéristique différente de 2 est une symétrie ssi u? = ide. Lorsque 
cette équation est vérifiée, E est somme directe des sous-espaces 


E = ker(u—idg) et E = ker(u + ide) 
u est alors la symétrie par rapport à E; parallèlement à E. 


Démonstration : Si u? = id, on essaie d’écrire comme précédem- 
ment 


u=2p—idg 


avec p projecteur. Comme la caractéristique de K est différente de 2, 
on pose 


L ; 
p= ju +ide) 


On vérifie que p est un projecteur : 


L 1 5 1 : 
P gt ide) = Auf + 2u + de) = 3 (u ide) = p 
puisque «? = ide. u est donc bien la symétrie par rapport à Imp 
parallèlement à kerp = ker(u + dr) = E. Un vecteur x est dans 
Amp ssi p(æ) = x, soit u (x) = z. On a donc bien Imp = ker(u — id). 
L 
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Nous reviendrons sur ce genre d’équation polynomiale dans £(E) dans le 
chapitre sur la réduction des endomorphismes. Remarquons que, dans l’étude 
précédente, on a aussi 


E =Im(u+ide) et E = Im(u — ide) 


et que la décomposition d’un vecteur dans la somme directe E @ E> est tout 
simplement 


1 


1 
s=j(+ulz)) +5 (e-u(x) 


2-2.7 Exercices : ”théorèmes” de factorisation 


Les exercices qui suivent sont assez instructifs, car ils illustrent bien la manière 
dont on peut utiliser le recollement d'applications linéaires pour construire des 
morphismes vérifiant des conditions imposées. 


EXERCICE 2-2.17 On se donne trois espaces vectoriels E,F et G, et des morphismes 
u € L(E,F) et v € L(E,G). On recherche une condition nécessaire et suffisante pour 
que l’on puisse factoriser v par u à droite, c'est-à-dire pour que l'on puisse trouver un 
morphisme w : F + G rendant le diagramme 


E + F 
ul /w 
G 


commutatif, donc pour que l'on ait v = wow. On admet ici que tout sous-espace 
vectoriel admet au moins un supplémentaire. 


Indication : une condition nécessaire est évidemment keru € kerv. On 
montre par analyse-synthèse que cette condition est suffisante. Si & répond à 
la question, la restriction de w à Imw est imposée : à un vecteur de la forme 
u (x), w doit nécessairement associer le vecteur v (x). Montrer que la condition 
d’inclusion des noyaux permet de définir sans ambiguïté un morphisme w, de 
Imu dans Imv. Pour définir un morphisme w de F vers G, considérer ensuite 
une décomposition 


F=Imues 


et recoller w, avec ce qui tombe sous la main (et qui soit linéaire quand même! 
l'application nulle est toujours un bon candidat). On peut montrer que w est 
unique ssi u est surjectif. 


EXERCICE 2-2.18 On se donne trois espaces vectoriels E, F et G, et des morphismes 
u € L(E,F} et v € £(G,F). On recherche une condition nécessaire et suffisante pour 
que l’on puisse factoriser v par u à gauche, c'est-à-dire pour que l’on puisse trouver un 
morphisme w : G — E rendant le diagramme 


E + F 
uw Vo 
& 


commutatif, soit v = uv 0 w. 
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Indication : La condition est ici Imv € Imu. Si l'on réfléchit au problème 
posé, il s’agit de trouver un antécédent y par u à un vecteur de la forme v (x) pour 
æ € G, telle que la correspondance x ++ y soit linéaire (et c'est cette exigence de 
linéarité qui nécessite réflexion). Si S est un supplémentaire de keru dans E, on 
sait que u induit un isomorphisme # : S —+ Imu. #7! ov n'est-il pas un candidat 
sympathique? Ici encore, on peut montrer que w est unique ssi u est injectif. 

Une fois ces résultats acquis, utilisons les pour caractériser les éléments inver- 
sibles à droite ou à gauche dans une algèbre L (E) : 


EXERCICE 2-2.19 Si u est un endomorphisme d'un espace vectoriel E montrer l'équi- 
valence des propriétés : 


1. u est injectif. 

2. u est régulier à gauche (c'est-à-dire pour v et w € L(E) uv = uw + v =) 
3. u n’est pas diviseur de zéro à gauche (uv = 0 = v = 0) 

4. u est inversible à gauche (Au € L(E) vu = ide) 


On remarquera que chercher un inverse à gauche revient à essayer de factoriser 
idg à droite par u. On pourra montrer de plus que, si ces conditions sont vérifiées 
et si l'inverse à gauche est unique, alors « est un automorphisme. 


EXERCICE 2-2.20 Donner l’énoncé d’un exercice caractérisant les endomorphismes 
surjectifs d’un espace vectoriel E. 


EXERCICE 2-2.21 Résoudre l'exercice précédent. 


Fort heureusement, lorsque l'espace E est de dimension finie, les distinctions 
subtiles entre la droite et la gauche ne sont plus de mise. C’est en partie l’objet 
de la section qui suit. 


2-3 Morphismes et dimension finie 


2-3.1 Rang d'un morphisme 


DÉFINITION 2-3.1 On dit qu’un morphisme u : E —+ F est de rang fini si et 
seulement si lmu est un espace vectoriel de dimension finie. On pose alors, par 
définition 


rangu = dimimu 


Par convention, on posera rangu = 400 dans le cas où u n’est pas de rang fini. 


Les propriétés suivantes résultent immédiatement de la définition du rang d’un 
morphisme et d’un système de vecteurs. 


e Si Fest un famille génératrice de E, u(F) engendre Imu et donc 
tangu = rangu(F) 


Ceci est en particulier vrai si F est une base de E. 
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e SiE ou F est de dimension finie, tout morphisme u € £(E, F) est de rang 
fini et 


rangu < dimE rangu <dimF 
Si E est de dimension finie, la première inégalité est une égalité ssi u est 
injectif. Si F est de dimension finie, la deuxième inégalité est une égalité ssi 


u est surjectif. 


e Comme conséquence du corollaire 2-1.23, si l'un des espaces E ou F est de 
dimension finie, un morphisme u : E -+ F est un isomorphisme ssi 


rangu = dimE = dimF 
THÉORÈME 2-3.2 Si u € L(E,F) et ve L(F,G), on a 
rang(vou) <inf(rangu, rangu) 


Démonstration : cette majoration n’a évidemment d'intérêt que 
si l’un au moins des morphismes u ou v est de rang fini. Si u est de 
rang fini, si B est une base de Imu, v(B) engendre Im(vou) (car 
Im(vou) = v{Imu))} et donc 


rang (vo u) & card (B) = rangu 


De même, si v est de rang fini, comme Im(v o u) est un sous-espace 
vectoriel de Imv 


rang{vou) <rangv M 


COROLLAIRE 2-3.3 Si l'un au moins des facteurs d’un composé de mor- 
phismes est de rang fini, ce composé lui-même est de rang fini. 


COROLLAIRE 2-3.4 On ne change pas le rang d’un morphisme en le com- 
posant (à droite ou à gauche) par un isomorphisme d'espaces vectoriels. 


Démonstration : Par exemple, si v est un isomorphismie qu’on peut 
composer à gauche par u 


rang(u 0 v) < rangu 
d’après ce qui précède. Maïs comme u = (u o v) o v-! on à aussi 
rang(u) Srang{uov) 


Enfin, le théorème fondamental d’isomorphisme 2-1.36 peut se ré-écrire (de 
façon bien compliquée) : 


THÉORÈME 2-3.5 Si u est un endomorphisme de E vers F, u est de rang 
fini si et seulement si ker u est de codimension finie dans E et on a alors 


rang u = codim ker u 


50 Chapitre 2 : Applications linéaires 


Démonstration : Si ker u est de codimension finie dans E, il possède 
un supplémentaire de dimension finie $ et on sait que « induit un 
isomorphisme de $ vers Im u, qui est donc de dimension finie égale à 
dimS = codimkeru. Réciproquement, si « est de rang fini égal à p, 
il n'y a rien à dire si u est nul. Sinon, on choisit une base (ui), «ic, 
de Im u et des vecteurs (e;), <<, de E tels que u(e;) = wi. Le système 
(eiigiep est libre (car son image par u l’est) et engendre un sous- 
espace $ de E qui est un supplémentaire de keru : en effet, comme 
l’image d'une base de S est une base de Imu, w induit un isomorphisme 
de $ vers Imu donc SN keru = {0ÿ}. De plus, si + est un vecteur 
quelconque de E, « (x) possède un (unique) antécédent dans $ qu'on 
note y. L'écriture x = y + (x — y) décompose x dans S Gkeru. On a 
donc E =S @ keru et keru est bien de codimension finie. 


2-3.2 Théorème du rang 


Le théorème fondamental d’isomorphisme entraîne le résultat très important sui- 
vant, qui est la réécriture en langage basique du théorème précédent, lorsque 
l’espace vectoriel de départ est de dimension finie : 


THÉORÈME 2-3.6 Si E est un espace de dimension finie et u : E > F est 
un morphisme 


dim keru + rangu = dimE 


Tout supplémentaire de keru dans E est en effet de dimension égale à la 
différence dim E — dim ker u. 


COROLLAIRE 2-3.7 Si E et F sont deux espaces de même dimension finie, 
un morphisme x de E dans F est injectif si et seulement s’il est surjectif. 


Démonstration : u est injectif ssi dim ker u = 0, ce qui équivaut à 
rangu = dimE = dimF < +00 


soit dim Imu = dim F ou encore Imu = F, ce qui traduit la surjectivité 
deu. D 


Pour prouver que u : E — F est un isomorphisme, après avoir montré que 
dimE = dimF < +oo (et bien évidemment en invoquant la linéarité de u), 
il suffira donc de prouver l’injectivité (ou la surjectivité) de u. Ceci s'applique 
évidemment aux endomorphismes d'un espace de dimension finie. 

Attention! Lorsque E  F, il ne suffit pas de dire ’on est en dimension 
finie donc ..” ! Si on ne précise pas qu’espace de départ et d’arrivée ont même 
dimension finie, on ne prouve rien. 

En dimension infinie, un endomorphisme injectif n'est pas surjectif en général. 
De même la surjectivité n'entraîne pas l'injectivité. Considérer par exemple les 
morphismes u et v : R[X}-> R[X] définis par u(P) = P'et v(P}= XP. 
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COROLLAIRE 2-3.8 Si un endomorphisme « d'un espace vectoriel E de di- 
mension finie est inversible à droite (ou à gauche) dans l'algèbre L(E), u 
est un automorphisme et l'inverse à droite (ou à gauche) est égal à 47! 


Démonstration : L’inversibilité à droite entraîne évidemment la 
surjectivité, l'inversibilité à gauche entraînant l'injectivité. Si de plus 
uov = id, en composant à gauche par u-! (dont l'existence est assurée 
par le corollaire 2-3.7) on obtient immédiatement v = u-!'. M 


Ici encore, ce corollaire n’est pas valable en dimension infinie. Avec le contre- 
exemple donné au-dessus dans l’espace R {X], si & est un réel quelconque, l’appli- 
= 


cation R[X]-+ R[X] définie par P ++ Q avec Q(z) = Î P (t) dt est linéaire et 


inverse à droite de l'endomorphisme & : P ++ P'. u n'est cependant pas bijectif, 
il n’y à de plus pas unicité de l'inverse à droite. 


EXERCICE 2-3.9 Si u est un morphisme-de E vers F, espaces vectoriels de dimension 
finie, démontrer que, pour Ej et F: sous-espaces respectifs de E et F, on a 


dimu(Er) = dim — dim (E1 Nkeru) 
dimul(F;) = dim (Fi Nm u}+ dim keru 


(il suffit d’appliquer le théorème du rang à des restrictions bien choisies de u) 


EXERCICE 2-3.10 Si u € L(E,F) et v € L(F,G) où E F et G sont de dimensions 


finies, montrer que 


rangou > rangu + rang - dimF 


2-3.3 Dimension de £L(E,F) 


Si E où F est réduit au vecteur nul, l’espace £(E, F) est évidemment réduit à la 
fonction nulle. On suppose donc dans ce qui suit que ce n'est pas le cas. 


THÉORÈME 2-3.11 Si E et F sont deux espaces de dimension finie, il en 
est de même de L(E,F) et on a 


dim£(E,F) = dimE x dimF 


Démonstration : Si B = (e;), jen 65t une base de E, le théorème 
2-1.11 dit en substance que l'application 


6e: L(E,F) — F' définie par u ++ (u(e1),... ,u(en}} 
est un isomorphisme d'espaces vectoriels (la linéarité de cette appli- 


cation est une évidence). Comme la dimension de F” est n x dimF, 
le théorème en découle. M 


52 Chapitre 2 : Applications linéaires 


Le choix d’une base 8’ = (ci); <<, de F permet d'obtenir une base de IF" : il 
suffit de considérer les np vecteurs (;;)igg définis par 
16e 


ai =(0r,... ,0r,ei, Or, ,0r) 


4 
jmeplace 


En ’remontant” cette base par l’isomorphisme 4%!, on obtiendra une base de 


L(E,F) : 


THÉORÈME 2-3.12 Si B = (ehigien et B' = (éhigie, sont des bases res- 
pectives de E et F, les np morphismes (u;;) sg de Ë vers F caractérisés par 
les images des vecteurs de B : " 


+ 
meet SEE 


forment une base de L(E,F). 


Cette base dépend du choix des bases de E et F. Il n’y a pas de base ”cano- 
nique” dans £(E,F). On dit cependant souvent que la base des LR est 


la base de L(E,F) canoniquement associée aux bases B de E et B' de F. 
En utilisant le symbole de Kronecker 8, = 0 si k # {, = 1 sinon, on a 


ui; (ex) = és 


Que signifie pratiquement le théorème 2-3.11 ? Qu'il faut np scalaires ”indé- 
pendants” pour repérer un élément de £ (E, F). Si les bases de E et F sont choisies 
comme précédemment, un morphisme u € £(E,F) est caractérisé en effet par la 
donnée des images des vecteurs de B, c'est-à-dire par np scalaires (a:;) 1e qui 

198 
donnent les coordonnées de ces images dans B’: 


VjE{l..n} u(e;)= Yael 


Il est alors facile de vérifier (toujours en raisonnant sur les images des vecteurs 
de base) que l’on a : 


u= 3 Gijuiÿ 


été 
1érn 


Tout est prêt pour faire le lien entre matrices et morphismes en dimension finie. 
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2-3.4 Cas particulier de l’espace dual 


L'étude de la dualité est l’objet du chapitre suivant. Nous pouvons cependant 
déjà appliquer le résultat de la section précédente dans le cas où F = K. La base 
naturelle” de F est alors B' = {1}. 


DÉFINITION 2-3.13 Si E est ur K-espace vectoriel, on appelle espace dual de 
E l’espace L(E,K). On note habituellement cet espace E*. Un élément de E* est 
appelé forme linéaire sur l'espace E. 

Une forme linéaire est donc une application linéaire qui à un vecteur associe 


un scalaire : l'espace d'arrivée est dans ce cas Le plus ”simple” possible puisqu'il 
est de dimension 1. 


EXEMPLE 2-3.14 Si a et # sont deux scalaires, l’application de K? dans K 


(cy)e ax + By 


est évidemment une forme linéaire sur K?. 


EXEMPLE 2-3.15 Pour travailler (fort provisoirement) en dimension infinie, 
deux exemples : 


1 
fe L J{4) dt sur l'espace des fonctions réelles continues sur [0,1]. 
Pr+Pla) sur K(X], si a € K est fixé. 


Le théorème 2-3.12 appliqué dans le cas particulier F = K et B' = {1} donne 
immédiatement : 


THÉORÈME 2-3.16 Si E est un espace de dimension finie n, l'espace dual 
E* est aussi de dimension n. Plus précisément, si B = (e;),.;<, est une base 


de E, les n formes Enéaires (Bhigien sur E caractérisées par : 


g5(er) = & 
forment une base de E°. 


Si = D rie: est un vecteur de Eon a : 


5) = D ap, (es) = 3, 
i=l 


Les formes (ÿ,), <ign S0nt donc les formes coordonnées dans la base B. 
Elles forment une base de E* qu’on appelle base duale de la base B et qu’on 
note parfois B°. Toute forme linéaire sur l'espace E s’écrit (de manière unique} 
comme combinaison linéaire de ces formes coordonnées. Si 4 est une forme linéaire 
quelconque sur E, il existe donc des scalaires (uniques) (a;), <<, tels que 
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a 


SE aie est dans E, on aura alors 


= 


Siz 


e()= aus; 


3=1 


Telle est l'expression générale d’une forme linéaire sur un espace de dimension 
n, une fois choisie une base B de E, choix qui permet d’identifier un vecteur 


æ € E avec le n-uplet (x1,...,z4) de ses coordonnées dans B. On a l'habitude 
d'écrire (x) = Ÿ ax; comme le produit 
51 
La 
P(2)= (a. an) 
En 


de la tigne des coordonnées de & dans la base B” par la colonne des coordonnées 
de x dans la base B. 

Bien entendu, » et x étant donnés, si on change de base B, les x; changent et 
bien évidemment aussi les &;. Comment se transforment-ils ? On le verra dans le 
chapitre consacré au calcul matriciel. 


2-4 Exercices 

EXERCICE 2-4.1 Soit E=R,[X], Aet BEF, BÆ#0et ®:E -+E définie par 
{P) = Reste de la division euclidienne de PA par B 

Montrer que & € £ (E) et déterminer Ker d et 1m ®. 


EXERCICE 2-4.2 Soit E un R-ev. On dit que E est précomplexe s’il existe sur E une 
structure de C-ev qui, par restriction du corps des scalaires, induit la structure de R-ev. 


L. Montrer que : E précomplexe <= (14€ Lr(E)) 6? =-—idg 


2. Montrer que si E est de dimension finie, il est précomplexe ssi sa dimension est 
paire. 


EXERCICE 2-4.3 Soit E un K-ev et f € L(E) : 
1. Montrer que : ((Hge L(E)) fg=idr) — f eGL(E). 
2. Trouver une CNS pour qu'il existe g et h € L(E) avec f = gh et hg = 0. 


8. Montrer que si dimE < +o, f peut se factoriser sous la forme f — gp avec 
g € G£(E) et p projecteur. 


4. Montrer que E = Kerf + Imf = Imf = Imf2. Caractériser de même la 
condition d'indépendance linéaire du noyau et de l'image de f. Qu’obtient-on en 
dimension finie ? 
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EXERCICE 2-4.4 Soit E un K-ev et f,g € L(E) avec fg — gf = idg. 
1. Montrer que pour P € K[X] on a P(f}g - gP(f) = P(f). 
2. Montrer que cela n’est pas possible si E est de dimension finie. 
3. Donner un exemple, en dimension infinie, d’un tel couple d'endomorphismes. 
EXERCICE 2-4.5 Soit E = R,[X] et ho, h1,...,h4 n + 1 réels deux à deux distincts. 
1. Montrer que [(X + >]. est une base de E. 


2. Montrer que l'ensemble des w € £ (E) commutant aux translations, c'est à dire 
vérifiant : 


VhER VPEE (APMX+h) = p(P(X +k)) 
est une sous-algèbre de L (E) de dimension # + L. 
EXERCICE 2-4.6 Soient u,u,w € L(F). Montrer que : 
Ker(u}NKer(v) © Ker(w) += 3abe£L(E) w=au+be 
Enoncer et démontrer un résultat analogue concernant les images. 


EXERCICE 2-4.7 Soit E un espace vectoriel de dimension n et f et g deux endomor- 
phismes de E tels que 


f+9= ide et re(f)+ reg) <r 
Montrer que f et g sont deux projecteurs. Généralisation : si 
fit += idee Yre(f) <r 


alors les f sont des projecteurs, vérifient fi f; = 0 si à j et E = @ Im f. Montrer que 
si le corps de base est de caractéristique nulle, une somme de projecteurs p1 +---+ pr 
est un projecteur 

Vikj mp;=0 


(On remarquera que la trace d'un projecteur est égal à son rang). 


EXERCICE 2-4.8 idéaux de £(E): Soit E un K-ev de dimension finie. On note 
P le sous-ensemble de £ (E) formé des projecteurs. Si Fest un sev de E, on pose 


g(F)={ue L(E)| FC Ker(u)} 
Si H est un sous-ensemble de £(E) on uote 


SH) = (1 Ker(u) 


ue 


1. Montrer que, pour F sev de E, g(F) est un idéal à gauche de L(E) et que 
fle(F)]= F. On désigne par la suite par Z un idéal à gauche de L(E). 


2. Montrer que Vu € L(E) Vpe P Ker(u)= Ker(p) = 20€ GL(E) p=vou. 
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3. Si p et q sont deux projecteurs appartenant à 7, montrer qu’il existe r € PNTZ 
tel que 
Ker(r) = Ker(p) N Ker(g) 


4. Montrer qu'il existe un projecteur p € Z avec Ker(p) = f(Z). 


5. En déduire un caractérisation des idéaux à gauche de £ (E). Déterminer de même 
les idéaux à droite de £(E). 


EXERCICE 2-4.9 Soient E un Kev de dimension finie et f € £ (E); pour tout n € N, 
on définit MN, = ker f", £, =Imf" et d, = dim Ny41 — dim Na. 

Montrer que la suite (Na)A»0 est croissante pour l'inclusion, que (/}h>0, elle, est 
décroissante et enfin que la suite d'entiers (dy) est décroissante. 


EXERCICE 2-4.10 E étant un Rev de dimension finie, montrer que £ {E) admet une 
base formée de projecteurs. 


EXERCICE 2-4.11 Soit E un R-ev et u € L(E). Trouver une condition nécessaire et 
suffisante sur u pour qu'il existe un projecteur p tel que u=pou—uop. 


Chapitre 3 


Dualité 


3-1 Espace dual, formes linéaires 
3-1.1 Crochet de dualité 


Rappelons les définitions données à la fin du chapitre précédent : 


DÉFINITION 3-1.1 Si E est K-un espace vectoriel, l’espace E* = L(E,K) est 
appelé espace dual de l'espace E. Ses éléments sont appelés formes linéaires sur 
Pespace E. 


En dimension #, si une base B = (eiigien est fixée, et si 4 € E* est donnée, 
il existe des scalaires (a1,.… ,@,) tels que 


Va VreeE Eee 
i=1 


sl 
On représente alors, lorsqu’on travaille dans la base B, la forme linéaire $ 
par la ligne (ai, ,@s). 
En particulier, en ramenant K" à sa base canonique, on obtient la 
proposition : 


PROPOSITION 3-1.2 Toute forme linéaire sur K° est de la forme 
a 


Carre ra) D asi = (ou, ,an) 
it 


Ta 
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où (a1,... ,a,) est une ligne de scalaires fixés, 


Une forme linéaire sur K”° est donc assimilable à une fonction poly- 
nôme homogène de degré 1 de n variables. 


DÉFINITION 3-1.3 SiE est un K-ev, l'application de E x E° vers K définie par 
(618 (0) E 6) 


est appelée crochet de dualité (canonique) sur E x E°. 


Cette application est bilinéaire, ce qui signifie que les applications partielles 
{obtenues en fixant un des arguments x ou 4 et en faisant varier le second) sont des 
applications linéaires de E* — K et de E — K. (Les linéarités de ces applications 
provenant de la définition des opérations d'espace vectoriel dans E* pour l’une, 
et du fait que l’on travaille avec des formes linéaires pour l’autre). 


REMARQUE 3-1.4 En dimension finie, nous venons de rappeler le théorème 
2-3.16 : toute forme linéaire est combinaison linéaire des formes coordonnées 
dans une base. C’est la notion de base duale. En dimension infinie, ce n’est 
plus le cas. Si B = (e;),., est une base (avec J infini), une forme linéaire $ 
est caractérisée (théorème 2-1.11) par la donnée d’une famille quelconque de 
scalaires (œ),e, avec ai = g(e;). Si un vecteur x est décomposé dans la base B 


sous la forme 
2= Due 
il 


avec les x; presque tous nuls, ou aura bien 


p(r)= Dax 


er 


{presque tous les termes de cette somme sont nuls). Il est bien sûr toujours 
possible de définir les formes coordonnées w; : 5 ++ x;. Mais si Ÿ est une forme 
combinaison linéaire des formes coordonnées (ÿ;);., dans la base B, une telle 
combinaison ne fait intervenir qu'un nombre fini de ces formes, c'est-à-dire s’écrit 


= x; 


3er 


avec les 8; presque tous nuls. On a alors évidemment #(e;) = ;. La forme 
& considérée plus haut n'est donc dans vect (Pibier que si les coefficients a; sont 
presque tous nuls. Autrement dit, le choix de la base B permet d'identifier l’espace 
E* avec l’espace K/ des familles quelconques de scalaires indexées par /. Dans 
cette identification, vect(4;).., est le sous-espace K(1) des familles de scalaires 
presque tous nuls (cf. corollaire 1-3.13). 

Par exemple, dans K[X], qu'on rapporte à la base canonique B = (X”) es 
la forme 


pe: Pr P(1) 


3-1 Espace dual, formes linéaires 59 


vérifie, pour tout n, ÿ(X") = 1. Elle n’est donc pas combinaison linéaire de la 
famille des formes coordonnées (4,),en. Si un polynôme donné s'écrit 


P=Y ax" 


neN 


on aura 


e(P= Dan =) nt?) 


neN neN 


(il s’agit en fait d'une somme finie). Il n'est pas correct d'écrire = D 4, car 


rEN 
il s’agit là d’une somme d’une famille infinie de formes non nulles, ce qui n’a pas 


de sens. 


EXERCICE 3-15 Dans la remarque précédente, il est implicite que les formes coor- 
données dans une base de E forment toujours nne famille libre de E*. Prouver ce 
résultat. 


3-1.2 Equation d’un hyperplan vectoriel 


Dans le plan rapporté à un repère (o,7,7), donc identifié à R?, il est bien 
connu qu’une droite passant par l’origine a une équation de la forme 


ax + Ou = 0 


où (a, 8) # (0,0) est un couple donné de R2. On sait également qu’une autre 
équation linéaire Àr+yy = 0 représente la même droite ssi le couple non nul (À,4) 
est proportionnel à (a, B). De même dans RŸ, ax + Sy + y: = 0 est l’équation 
d’un plan passant par l'origine (si le triplet («, f,y} est non nul). 

Nous avons défini géométriquement un hyperplan d'un espace vectoriel E (voir 
définition 2-1.25) comme étant un sous-espace vectoriel de codimension 1. En 
particulier, si E est de dimension finie #, un hyperplan est un sous-espace de 
dimension n — 1. On va voir dans ce paragraphe comment on peut aussi définir 
analytiquement” (par une équation linéaire) un hyperplan. On suppose dans ce 
qui suit que E est un espace vectoriel non réduit au vecteur nul. 


THÉORÈME 3-1.6 Si 4 est une forme linéaire non identiquement nulle sur 
un espace vectoriel E, son noyau kers est un hyperplan de E. Réciproque- 
ment, si H est un hyperplan de E, il existe une forme linéaire non nulle de 
E- telle que H =kers. 


Démonstration : Soit € E* —{0r}. Im est un sous-espace non 
réduit à {0} de K. C’est donc K, et il existe a € E avec (a) = 1. 
Les sous-espaces ker& et vect (a) sont alors clairement indépendants. 
SireE, l'écriture 


æ=v(x)a+(r-v(x)a) 
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est une décomposition de x dans vect{a) @ kers, ce qui montre que 
ces deux sous-espaces sont supplémentaires et que kerw est bien de 
codimension 1. C'est donc un hyperplan de E. 

Réciproquement, si Hl est un hyperplan, il existe un vecteur a non 
nul avec 


E = vect (a) ® H 


ce qui signifie que, pour tout x € E, il existe un scalaire À; unique et 
un vecteur À, € H tels que 


z=hath 


L'application & : E > K définie par æ ++ À, est clairement une forme 
linéaire sur E dont le noyau est exactement H. C’est en fait la forme 
obtenue en recollant linéairement la forme Àa ++ À sur vect (a) avec 
la forme nulle sur H_ 8 


Les vecteurs de l’hyperplan H = kerç sont caractérisés par l'équation 


e(x)= 


Le théorème suivant montre que cette équation (linéaire et scalaire) est unique 
à un scalaire multiplicatif non nul près”!. 


THÉORÈME 3-1.7 Si 4 et 4 sont deux formes linéaires sur E, il y a équi- 
valence entre les propriétés : 


4) H existe un scalaire non nul À tel que # = }ÿ 
ii) kerg = kerŸ 


Démonstration : Prouvons ü) = i), l'implication réciproque étant 
évidente. Si ÿ est nulle, il en est évidemment de même de # et À = 1 
convient. Sinon H = kerç = kery est un hyperplan de E et il existe 


ae EH avec 
E = vect (a) @ H 
L'égalité 
, - YU) 
L OM 


se vérifie alors en ”recollant” ce qui se passe sur vect (a) et sur H. M 


Les éléments de H = kerÿ sont caractérisés par l'équation (x) = 0, mais comme K est 
un corps, ceci équivaut aussi, par exemple, à [w{x)}? = 0. L’unicité (à un scalaire près) de 
l'équation d'un hyperplan s'entend comme unicité de l'équation linéaire scalaire. C'est ainsi 
que nous retrouverons, lorsque nous étudierons les surfaces du second degré dans un espace 
affine euclidien de dimension 3, les plans comme as particuliers de surfaces du second degré 
alors qu’un plan est en général représenté par une équation du premier degré (une équation 
affine). 
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REMARQUE 3-1.8 Le théorème précédent réalise donc une bijection entre l’en- 
semble # des hyperplans d'un espace vectoriel E et l’ensemble D des droites 
vectorielles de l'espace dual E*. A un hyperplan H de E correspond la droite 
vectorielle K.@ où 4 est une forme linéaire telle que kers = H 


Les exercices suivants ont des solutions très simples en dimension finie (es- 
sentiellement à l’aide du théorème de la base incomplète). Pour les résoudre en 
toute généralité, on admettra le théorème d'existence de supplémentaires. 


EXERCICE 3-19 Montrer qu'un sous-espace vectoriel strict d'un sous-espace E est 
toujours inclus dans un hyperplan. En déduire une autre définition des hyperplans 
d’un espace vectoriel : les hyperplans de E sont les sous-espaces maximaux {pour la 
relation d’inclusion) dans l’ensemble des sous-espaces stricts de E. 


EXERCICE 3-1.10 Montrer que le vecteur nul est le seul vecteur de E sur lequel toutes 
les formes linéaires s'annulent. En particulier, si x et y sont deux vecteurs distincts 
de E, on peut trouver une forme linéaire 4 vérifiant 


va) #v() 


(on dit que les formes linéaires séparent les vecteurs de E). 


3-2 Etude du rang d'une famille finie de 
formes 


L'idée de base de cette section est la suivante : pour étudier simultanément p 
formes linéaires (4), ;<, Sur un espace E, on les ”rassemble” en une application 
(évidemment linéaire) à valeurs dans KP 


V:E+K om V(r)= (ÿ(x),...,v,(x)) 


C’est simple et très efficace! 


3-2.1 Condition d'indépendance de » formes linéaires 
THÉORÈME 3-2.1 La famille (4), <<, est libre dans E si et seulement si 
l'application 

VE K rm V(r) = (pilx),...,4,(x)) 


est surjective. 


Démonstration : Si la famille est liée, il existe une forme combinai- 
son linéaire des autres. Sans nuire à la généralité, on peut supposer 
que cest #,. (Remarquons que renuméroter les 4, revient en fait à 
composer Ÿ avec un automorphisme de K? qui permute les coordon- 
nées) : 


p-1 
D, = D ait 
pt 
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Il est alors clair que Y n’est pas surjective, puisque par exemple le 
p-uplet (0,...,0,1} ne possède pas d'antécédent par Y. 
Réciproquement, si Ÿ n'est pas surjective, son image est un sous- 
espace vectoriel strict de K?. Le théorème de la base incomplète per- 
met alors de prouver l'existence d’un hyperplan H de K? contenant 
Im. D’après le théorème 3-1.6, H peut être défini par une équation 
linéaire. Il existe des scalaires (o,... ,a,) non tous nuls tels que 


» 
(202.29) € Hé D aix: = 0 


CommeIlmY CH,ona 
F 
Vz€E Ÿ_avi(z}=0 
ai 
ce qui donne la relation de liaison 


» 
Da, =0e M 


Avant d’aller plus loin, voyons la signification de ce théorème lorsqu'on tra- 
vaille avec E = K”. En travaillant dans la base duale de la base canonique, on 
représente une forme linéaire par une ligne de n scalaires. La donnée des p formes 
linéaires #; correspond donc à celle de p vecteurs ”lignes” de K : 


Pouri=1,...,p dit Li= (ou... ,@i,... ain) 


Ces p lignes sont indépendantes si et seulement si, quelle que soit la donnée des 


scalaires 8,, B3 le système d'équations linéaires d’inconnues (z1,...,rn) 
Onri+ + ot; + +ommEn = Pi 
CR = f. 
dise dr eo, = 8, 


possède au moins une solution. Cela correspond bien à l’idée intuitive d'équations 
indépendantes, chaque ligne, c'est-à-dire chaque forme linéaire, correspondant à 
une équation. 

En toute généralité, l’utilisation du théorème du rang va permettre de déter- 
miner le rang d’une famille finie de formes linéaires. Traitons d’abord un exemple. 
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3-2.2 Interpolation de Lagrange 


Le problème est le suivant : si on se donne p scalaires distincts x1,...,z, et p 
scalaires &,...,4,, trouver un polynôme P de K[X] tel que 


Vi=1,...,p P(xi}= a@ 


C'est un problème d'interpolation : dans le plan K?, on essaie de faire passer 
une courbe d’équation polynomiale y = P(x) par les p points M; de coordonnées 
(x, a). Le rapport avec ce qui précède est clair si on remarque que l’application 


# : K[X] — K définie par Q + Q(xi) 


est une forme linéaire sur K[X]. On est donc en présence d’une équation linéaire 
et on recherche un antécédent par l'application Ÿ (construite comme précédem- 
ment) pour le p-uplet (&1,...,a,). 
Si le problème possède une solution, celle-ci n’est pas unique, puisque le noyau 
de l'application Ÿ est l’ensemble des polynômes ayant les x; comme racines, donc 
d 


divisibles par le polynôme x (X) = [[(X— x). Deux polynômes solutions dif- 


fèrent d’un multiple de +, et par division euclidienne, on peut rechercher les 
solutions de degré inférieur ou égal à p — 1. (Une autre raison, plus intuitive 
mais beaucoup moins précise qui pourrait amener à travailler dans K,_; [X] se- 
rait qu'on a à résoudre un système de p équations scalaires, et qu’il est naturel de 
travailler dans K,_, [X}, qui est de dimension p : en travaillant dans cet espace, 
on cherche à résoudre un problème à p inconnues). 

On considère donc la restriction Y,, de Y à K,-1 [X] : 


V1 Ki (X] + K définie par Q + (Q (1), ,Q(xs)) 


Cette application est linéaire, injective (déterminer son noyau) et les espaces de 
départ et d'arrivée sont de mème dimension finie. Il en découle que Y, est un 
isomorphisme d’espaces vectoriels et on en déduit 


THÉORÈME 3-2.2 Si z1,... ,, sont p éléments distincts de K et a, ,0, 
sont quelconques dans K, il existe un unique polynôme P de K,_, [X] tel 
que 


Vief{l,...,p} Prij=a 


COROLLAIRE 3-2.3 Sous les hypothèses précédentes, les p formes linéaires 
sur K,-1 [X] 


Qn Q(x) 
forment une base de l'espace dual (K,-; [X]}° 


COROLLAIRE 3-2.4 Sous les hypothèses précédentes, les p formes linéaires 
sur K[X] 


Q Q(x) 


sont indépendantes. 
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Cominent trouver explicitement le polynôme P donné par le théorème précé- 
dent ? On pourrait utiliser la méthode ”des coefficients indéterminés”, c’est-à-dire 
chercher & priori P sous la forme 


pi 


P= ÿ ax" 


i=0 


et essayer de résoudre le système d'équations correspondant au problème. Il n’est 
pas impossible de s’en tirer comme cela, mais au prix de calculs complexes. Ce 
n’est pas la bonne méthode. Pourquoi? Parce que, ce faisant, on essaie d'exprimer 
le polynôme P dans la base canonique de K,_1 [X] alors que cette base n’est 
pas adaptée au problème traité! 

Pour trouver l’antécédent P = V5! (a... ,4,), il est plus simple de décom- 
poser 


(a... ,a) 


P 
> Giér 
il 


dans la base canonique de K? et de remonter” cette base par l'isomorphisme 
Yo en une base de K,-1 [X] soit (Lihjcie, avec Li = Vi! (e;). On aura alors, 
par linéarité 


P= SE DL 
#=1 =: 


L'expression de L; est fort simple : c’est le polynôme (unique) de K,_1 [X] ad- 
mettant pour racines les (r,);,; et vérifiant Li(x:) = 1. Il est proportionnel à 


lé — 2j) et vaut donc 
ii 


COROLLAIRE 3-2.5 Le polynôme P dont l'existence et l'unicité sont assu- 
rés par Le théorème 3-2.2 est donné par 
P 
{X= x;) 
(x ÉCRE )-E & Ë (ri GIE) 


DÉFINITION 3-2.6 Les polynômes Li explicités plus haut sont appelés poly- 
nômes interpolateurs de Lagrange pour les points (x; hicics. ls forment donc 
une base de K,-1 (X]. 


EXERCICE 3-2.7 Résoudre le problème d'’interpolation de Hermite : trouver les poly- 
nômes P vérifiant 


Vie{l,...,p}  P(r)=æet P'(x) =b6; 


où les a; et b; sont 2p scalaires arbitraires. 
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3-2.3 Rang d’une famille finie de formes linéaires 


Les notations sont celles de la section 3-2,1. Lorsque les formes (4), <<, sont 
indépendantes, l'application W : E — K? est surjective, donc de rang p. Nous 
généralisons ici ce résultat. Le théorème qui suit aura une traduction matricielle 
remarquable : le rang du système de vecteurs colonnes d’une matrice est égal au 
rang du système des vecteurs lignes, ce qu’on écrira aussi 


VAE MynK) rang A= rang'A 
voir la démonstration du théorème 4-1.16). 


THÉORÈME 3-2.8 Le rang de ta famille (#;),<<, dans E* est égal au rang 
de l'application 


VE DK ce V(r)=(fi(z),..,v, (x) 


Démonstration : Appelons r le rang de la famille (#}ce,. Si 
r = 0, l’application Y est identiquement nulle et est aussi de rang 0. 
Sinon, nous déterminons le rang de 4 à l’aide du théorème 2-3.5. On 
extrait de la famille (d;}cie, une famille principale, qu'on suppose, 
sans nuire à la généralité, égale à (die, On a alors 


kerŸ = Pret, = (erv, 


isl ii 
puisqu’en effet, chaque #; pour j > r étant combinaison linéaire de 
(Bdige. est identiquement nulle sur (Jker#,. On a donc l'égalité 


ker Y = ker Y’ avec 
VER mm (dir)... (x) 


Mais on sait (section 3-2.1} que cette application est surjective, donc 
de rang r. Son noyau, égal à kerY, est donc (théorème 2-3.5) de 
codimension r, ce qui montre (c'est toujours le même théorème) que 
V'est de rangr. M 


3-2.4 Intersection d’une famille finie d’hyperplans 


Par abus de langage, on dira que des hyperplans (H;),.;<, sont indépendants ssi 
ces hyperplans s'écrivent 


H; = kerŸ, 


où les formes linéaires (4), <<, Sont indépendantes. Le théorème du paragraphe 
précédent a alors la traduction géométrique suivante : 


THÉORÈME 3-2.9 L'intersection d’une famille de r hyperplans indépen- 
dants est un sous-espace vectoriel de codimension r. Plus généralement, 
l'intersection d’une famille de p hyperplans H; = ker4, est un sous-espace 
vectoriel de codimension r, où r est le rang de la famille de formes (4), ,<,. 
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COROLLAIRE 3-2.10 Dans un espace vectoriel de dimension finie #, une 
intersection de r hyperplans indépendants est un sous-espace vectoriel de 
dimension n — 


L'exercice suivant est une généralisation de la remarque 3-1.8 relative à une 
identification entre les droites vectorielles de E* et les hyperplans de E. On va 
ici identifier les sous-espaces de dimension finie du dual avec les sous-espaces de 
codimension finie de l'espace : 


EXERCICE 3-2.11 On considère un espace vectoriel E et E° son dual. 


e Soit F un sous-espace de dimension finie p > 0 de E* et (ÿ,,... ,#,) une base 
de F. On note 


SF={zeE{|VoerF v(z)=0} 
Montrer que °F est un sous-espace de codimension p de E, et donc que 
codim°F = dimF 
+ Soit G un sous-espace de codimension finie p > 0 de E Il existe donc une 
famille libre de p vecteurs de E tels que 
E — G @ vect (e1,...,€p) 
On note 
G={peE |[VreG (x) =0} 
Montrer que G° est un sous-espace vectoriel de E* de dimension p et donc que 
dim G° = codim G | 


{on remarquera qu'une forme linéaire générale sur E s'obtient en recollant une 
forme sur G et une forme sur un supplémentaire). 


+ On note €, l'ensemble des sous-espaces de E de codimension p et D, l’ensemble 
des sous-espaces de E* de dimension p. Montrer que l'application 


Dh —+ C, définie par Fr °F 


est bijective et que G > G° est la bijection réciproque. 


(Une partie de ce qui se cache derrière cet exercice est le fait qu’un sous-espace 
& de E de codimension finie p est entièrement caractérisé par la donnée d'une 
base (finie) de @°, soit (di)1gins c'est-à-dire que 


Yi(e)=0 
reGe : 

v le) =0 
Les éléments de G sont caractérisés par un système de p équations linéaires 


indépendantes. Nous reviendrons ultérieurement sur ce résultat, en nous plaçant 
dans le cadre plus confortable d’un espace vectoriel E de dimension finie). 


+ Avec cette nouvelle vision de la codimension finie, essayer de reprendre l'exercice 
2-1.29. 
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3-2.5 Faisceau (linéaires) d’hyperplans 


Nous avons étudié, dans la section précédente, l'intersection d’une famille finie 
d'hyperplans. Il est simple de caractériser les hyperplans qui contiennent alors 
cette intersection : 


THÉORÈME 3-2.12 Si (hihigie, est une famille finie de formes linéaires sur 
un espace vectoriel E et si € E*, on a : 


» 
p € vect{ihicies > (Mkerdi C kerg 


i=1 


ce qui revient à dire que :> est nulle à où toutes les +; s’annulent. 


Démonstration : L'implication directe est évidente. On suppose à 
présent que l'intersection des noyaux des 4; est incluse dans le noyau 
de 4. En posant #,,, = w, on a alors 


p+l 


» 
Mers: = N kerw, 
ist ist 
Le théorème 3-2.9 montre alors que 
rang (d1,... ,9,) = rang (ds, ,40,,6) 
ce qui montre que ÿ € vect(#,,...,4,). 


En laissant de côté le cas où l’on travaille avec des formes nulles, le théorème 
précédent s’énonce de manière plus géométrique : 


COROLLAIRE 3-2.13 Si (H;),<<, est une famille finie d'hyperplans d'un 
espace vectoriel E, un hyperplan H passe par l'intersection des H, si et 
seulement si une équation de H est combinaison linéaire des équations des 


EH. 


EXEMPLE 3-2.14 Recherche de l'équation générale d’un plan passant 
par une droite donnée. Faisceau de plan d’arête D. 

Pour illustrer le résultat précédent, plaçons nous dans un espace affine réel de 
dimension 3 rapporté à un repère R = (0, T, FF). Deux plans affines non 
paralléles P; et P ont pour intersection une droite D. En travaillant dans le 
repère R, on se donne des équations des P, : 


0 


(): { Pi): @r+by+az+d ô 


(Pa)? os + by + © + di 


[M] 


En considérant les formes linéaires 4, et 4, sur l’espace vectoriel sous-jacent 
identifié avec R% par le choix de la base (P, ré R) : 


pis, 4,2) = (7 + vŸ + :R) = ae + by + cz 
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le non parallélisme des plans se traduit par l'indépendance des formes linéaires 
ÿi et #2 (donc des lignes (a;,b1,c1) et (a2,b2,c2)). Remarquons en passant que 
le théorème 3-2.1 assure l'existence de solutions au système (S), et que l’en- 
semble des solutions de (S) est alors un sous-espace affine de R° de direction 
ker, N kery, (voir la section 2-1.7) qui représente bien la droite D dans le 
repère R. 

Si M est le point générique de l’espace, de coordonnées (x, y, z) dans le repère 
R, un système d'équations définissant D s'écrit 


es (Pi): w(0M)+4 
— 
(Pa): (OM) + 


0 
0 


Si Mo est un point quelconque de D, on a donc d, = -ÿ, (0) et les équations 
de D s'écrivent aussi : 


f 
so 


Pi}: bay + ee + di = ga (Mot 
mena e [1 1)5 ae + by + az + 2 =) 


Mo 


(l 
e 


(Pa): ax + boy + oz + dd = y 
soit 

Mol € kergi Nkerg, 
Si P est un plan quelconque dont une équation, dans le repère R est 
(P) : az + By +2 +6 =0 


on cherche une condition nécessaire et suffisante portant sur cette équation pour 
que P contienne D. Si & est la forme linéaire définie par 


plz y,z)=% (sT+v9 + :R) = ar + By +7z 
et si le plan passe par Mo, son équation peut s’écrire de même 
(P}s ax + By + +6 = (Mo) =0 
Si de plus P contient D, sa direction contient la direction de la droite P soit 
kerw, Nkerg, € kerg 


Le théorème précédent assure l'existence de deux scalaires À1 et À2 (non tous 
nuls) tels que 


= Mgr + hr 
ce qui traduit exactement le fait qu'une équation de P est combinaison linéaire 
des équations de P; et P : 


= M@ + a 
Mdr + Abz 
= M +he 
Audi + id 


Cette condition est aussi évidemment suffisante pour que P D P1NP,. Résumons 
cette étude : 


3 (A, À) € R?- {(0,0)} 


CER SE 
ll 


# 
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DÉFINITION 3-2.15 (et théorème) Si D est une droite d’un espace affine de 
dimension 3, on appelle faisceau de plans d’arête D l’ensemble des plans 
contenant D. Si P, et PA sont deux plans distincts de ce faisceau, on dit qu'ils 
forment une base de ce faisceau. L’équation générale d’un plan du faisceau est 
alors combinaison linéaire des équations de P et P2. 


On aurait des résultats analogues en travaillant avec l’ensemble des plans pas- 
sant par un point fixe. Il faudrait alors travailler avec les combinaisons linéaires 
des équations de 3 plans particuliers. De même, en dimension 2, deux droites 
concourantes définissent le faisceau des droites passant par leur intersection. 


EXERCICE 3-2.16 Dans un espace affine de dimension 3, si deux plans non parallèles 
d'équations 
(Pr): (M) 
(Pr): &:(M) 
out pour intersection une droite D et si My est un point de l’espace pris hors de D, 
quelle est l'équation du plan défini par D et Mo? 


(0 
(0 


WoH 


Figure 3.1 -— Faisceau de plans d’arête D 


EXERCICE 3-2.17 Dans un espace affine euclidien de dimension 3 rapporté à un re- 
père orthonormé, si deux plans non parallèles ont des équations normales (voir le 
chapitre 22 de rappels de géométrie). 


(Pi: (M) 
(Pr): da(M) 


les plans bissecteurs ont pour équations : 
di(M)-Br(M)=0 et di(M)+d2(M)=0 


{penser à l'expression de la distance d'un point à un plan). 


HI 
e 
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3-2.6 Bases duales 


Attention! Qui dit base duale dit espace vectoriel de dimension finie (voir 
remarque 3-14). Rappelons la définition de la base duale donnée à la fin du 
chapitre précédent : 


DÉFINITION 3-2.18 5i B = (cihigien est une base d’un espace E de dimension 
n, les formes coordonnées dans B forment une base B° de l’espace dual, qu’on 
appelle base duale de la base B. 


Le théorème qui suit montre qu’en fait toute base de E* est de ce type : 


THÉORÈME 3-2.19 Si E est un espace de dimension finie n et D est une 
base de E', il existe une unique base B de E dont ? soit base duale. 


Démonstration : Soit D = (#;},.;<, une base de E". L'application 
Y associée de E vers K* est de rang n, c'est donc un isomorphisme 
d’espaces vectoriels. L'image réciproque par Ÿ de la base canonique 
de K” est donc une base de E, soit B = (e;),.;c,, et la condition 
B = Y-! (D) traduit exactement les conditions 


Vi(e;) = & 


ce qui donne donc D = B". L’unicité de B est conséquence de la 
traduction du problème avec 8 = Y-!(P). 


On dit parfois que B est la base ”’préduale” de D 


Attention! Le théorème précédent montre que la correspondance B +> B° 
réalise une bijection entre les bases de E et celles de E*. Il ne faudrait pas croire 
qu’elle permet de réaliser une correspondance entre vecteurs de ÆE et formes de 
E : si B = (e;),<;<, est une base, la première forme coordonnée dépend de tous 
les vecteurs de la base, et pas seulement de é;! Par exemple, si on ramène 
l’espace K? à sa base canonique (e1, e2), la première forme coordonnée est 


KK (nm) n 
Si on travaille dans la base (e1,€1 + e2), la première forme coordonnée est 
K —=K (au %2) m3 ri — 22 
ct pourtant, dans les deux cas, le premier vecteur de base est €. 


EXEMPLE 3-2.20 L'étude du paragraphe 3-2.2 montre que, si r1,... ,?A sont 
n scalaires distincts, les formes linéaires P ++ P(x;) forment une base de l’espace 
dual de K,.-1 [X], qui est base duale de la base des polynômes interpolateurs de 
Lagrange : 


u == 
B=(Lihge avec Li= Il (are) 
di 
EXERCICE 3-2.21 Montrer que les formes linéaires 
Pr PH) (a) pour0<i<n 


forment une base du dual de R,[X], et trouver la base dont elle est duale. 
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3-3 Dimension finie : Rang d’une famille 
et équations d’un s.e.v 


3-3.1 Rang d'un système fini de vecteurs et dualité 


Nous supposerons ici que l'espace vectoriel E est de dimension finie, ce qui sim- 
plifiera les démonstrations avec notamment la possibilité d'utiliser la notion de 
base duale (et le théorème du rang). Les résultats de cette section sont cepen- 
dant valables en dimension infinie, pour peu que l’on admette que le vecteur nul 
de E est le seul sur lequel s’annulent toutes les formes linéaires (voir l'exer- 
cice 3-1.10) ce qui revient en fait à supposer que toute droite vectorielle possède 
au moins un (hyperplan) supplémentaire, C'est un bon exercice de reconstruire 
les démonstrations dans le cas général (sans lire la remarque qui termine cette 
section !). 

L'idée est celle développée en 3-2.1, en permutant les rôles joués par les formes 
linéaires et les vecteurs. 


THÉORÈME 3-3.1 Si (éihige est une famille finie de vecteurs d'un espace 
E (de dimension finie »} l'application 


Z:E" — K définie par 4 + (w(e1),... ,ç(e)) 


est surjective si et seulement si la famille (e;) est libre. 


igigr 


Démonstration : Cette application est évidémment linéaire. Si la 
famille (ei), ce, est liée, il existe une relation de liaison non triviale 


» 
D ait; = ÜE 
it 


Il est alors immédiat de vérifier que l’image de E est incluse dans 
lPhyperplan H de K d’équation 


(H) : Sas =0 


et E n'est pas surjective. 

Si la famille (ei), cc, est libre, on peut la compléter en une base de 
E soit B = (eh; On note B° = (i)icie, la base duale. L'image 
par E de la famille (<<, est la base canonique de K?, ce qui prouve 
la surjectivité de Z. 


COROLLAIRE 3-3.2 Sous les hypothèse précédentes, 


rang (éihigigp = rang Ë 
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Démonstration : Rien à dire si ce rang est nul. Sinon, on extrait 


une famille principale de la famille, qu’on suppose sans nuire à la 
généralité, égale à (e),.;<,. Il est alors clair que 


ker£={peE [Viel,..,p we) =0} 
={peE |Viel,...;r y(c)=0} 
C’est donc le noyau d’un morphisme surjectif 
E —K 


donc de dimension # — r. Le théorème du rang montre alors que 
l'application E est effectivement de rang r. 


COROLLAIRE 3-3.3 Si (c:),.<, est une famille finie de vecteurs d'un es- 
pace E (de dimension finie n) un vecteur x € E est dans le sous-espace 
vect(ci)ici<, Si et seulement si toutes les formes linéaires s’annulant sur 
tous les e; s'annulent aussi sur +. 


Démonstration : Cette condition est évidemment nécessaire. Mon- 
trons qu'elle est suffisante : dire que toutes les formes linéaires s’an- 
nulant sur tous les e; s’annulent aussi sur + revient à dire que le noyau 
de l'application © associée à (ei), est égal au noyau de l'applica- 
tion Z associée à (e1,... ,e,,r). D'après le corollaire précédent, cela 
donne 


rang (e1,... ,€p 


= rang (é1,... ,e,,æ) 
ce qui traduit bien 
ze vect(es,...,e,) M 


REMARQUE 3-3.4 Nous avons refait les démonstrations de cette section dans 
un souci pédagogique. En fait, il n'y a pratiquement rien à démontrer, si on 
accepte de monter d’un étage dans l'édifice : 

Si E est un espace vectoriel, on à défini son espace dual E°*. C’est certes 
un espace dont les éléments sont des objets compliqués” (des formes linéaires). 
Considérons-le cependant comme un espace ’ordinaire” et pour ce faire, donnons 
lui un nom ordinaire” F=E*. On peut alors considérer son dual F° (qu'on 
appelle bidual de E, et qu’on note en général E“*). Dans ce dual, considérons 
des applications d’un type particulier? : on se donne un vecteur x de E et on 
considère l'application 


F — K définie par 4 ++ (x) 


28i l'espace E est de dimension finie n, il eu est de même du bidual F* = E*. L'application 
injective z ++ F est donc un isomorphismc entre E et E**, isomorphisme qu'on dit *canonique” 
car il est indépendant du choix de toute base. Si on choisit cependant une base B de E et qu'on 
utilise la base duale 8° pour décomposer les formes linéaires, il est d'usage de représenter les 
vecteurs de E par des colonnes et les formes par des lignes. ”Identifier” par x ++ ? l'espace et 
son bidual revient à écrire les coordonnées de z dans & en lignes et les coordonnées des formes 
linéaires sur E en colonnes : les vecteurs deviennent des formes et les formes des vecteurs ! 
Remarquons que nous venons de redémoutrer le théorème 3-2.19. Lorsque E est de dimension 
infinie, l'application z ++ # n'est jamais surjective (exercice en supposant que E possède une 
base). Le bidual est "beaucoup plus gros” que l’espace. 
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C'est évidemment un élément de É“et il est facile de voir que la correspondance 
EF 05% 


est linéaire. Le fait d’admettre que pour un vecteur non nul donné il existe une 
forme prenant une valeur non nulle sur ce vecteur (résultat clair en dimension 
finie) revient à admettre l’injectivité de cette application (l’espace peut donc 
s'identifier à un sous-espace du bidual)! . Avec les notations du théorème pré- 
cédent, le rang de (e;), <<, est le rang de (&),<c,, et le théorème (resp. ses 
corollaires) est un cas particulier du théorème 3-2.1 (resp. des théorèmes 3-2.8 
et 3-2.12) 


3-3.2 Equations d’un s-e.v., d’un sous-espace affine 


L'espace vectoriel E est de dimension n. Nous précisons ici le théorème 3-2.9 
dans cette situation particulière. Pour caractériser les vecteurs d’un sous-espace 
F de E, de dimension p, nous obtenons deux moyens : 


# Soit se donner une famille libre (u:),.<, de F (en fait une base de F). Les 
vecteurs de F sont les combinaisons linéaires des (ui), <;c, 


e Soit se donner r — p formes linéaires indépendantes (4), c:e,. sur E, iden- 
tiquement nulles sur F (un "système d'équations linéaires” de F). Les vec- 
teurs de F sont exactement les vecteurs de E sur lesquels ces formes sont 
toutes nulles. 


THÉORÈME 3-3.5 Si F est un sous-espace de dimension p d'un espace vec- 
toriel E de dimension n, F est intersection de x — p hyperplans indépendants. 
Plus précisément, il existe n — p formes linéaires indépendantes (4) <<, 
sur E telles que 


#1) =0 
VzeE zeF î 


fun () =0 


Tout système d'équations linéaires scalaires indépendantes caractérisant F 
est un système “équivalent” : si 


Hlæ)=0 


ÿ (x) =0 


est un système d'équations définissant F, avec les +, formes linéaires indé- 
pendantes, alors 


er=n-p 
e Chaque #, est combinaison linéaire des (;), <<, _, - 


« Chaque ÿ; est combinaison linéaire des (4)... - 
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Démonstration : Cet énoncé ne fait que paraphraser les résultats 
énoncés plus haut. Si l’on complète une base (uihicis de F en une 
base B = (ui), <<, de E, et qu’on note B” = (#,),<;<, la base duale, 
il est clair que 


F= a ker #, 


isp#i 


Il suffit de poser, pour 1 € {1 ;m—p}, &i = 4,4: pour obtenir un 
système d'équations de F. Si, à présent, 


#1(æ)=0 
: avec les #; formes linéaires indépendantes 
Ÿ, (x) =0 


est un autre système d'équations de F, la dimension de l’espace des 

solutions étant n — r (théorème 3-2.9) on a forcément r = n — p. 
ap 

Chaque Ÿ; s’annule sur F = {"] kers, donc (théorème 3-2.12) #, € 
ist 


vect(@ihigien-, De même chaque 4, … 1 


Le résultat précédent possède évidemment un traduction ”affine” : 


COROLLAIRE 3-3.6 Si À est un sous-espace affine de dimension p d'un 
espace vectoriel E de dimension n, A est intersection de n — p hyperplans 
affines indépendants. Plus précisément, il existe n — p formes linéaires indé- 
pendantes (4), <;<,-, sur E et des scalaires (b),.<,_, telles que 


COST 
VzcE zEA<—(S) 
Pa-p (x) = bnp 
Tout autre système d'équations affines indépendantes définissant À est un 
système équivalent : ses équations sont combinaisons linéaires des équations 
de (S) et réciproquement. 


Démonstration : On dit bien sûr que des hyperplans affines sont 
indépendants si et seulement si leurs directions le sont. Il est clair 
ensuite que si $ est une forme linéaire non nulle sur E et b est un 
scalaire quelconque, 


elx)=b 
est l'équation d’un hyperplan affine de direction ker&. Si À passe par 


np 
a et a pour direction F avec F = N ker,; comme dans le théorème 
at 
précédent, on a bien ‘ 
(x) = br = gra) 
rEA&r-acF4#(s) î L] 


Pas (&) = bu = Pn-p (a) 
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Remarquons pour terminer que, réciproquement, si les formes (4); cie, Sont 


indépendantes, quels que soient les scalaires (bi); ce, le système 


CROERT 

(S) : 

Pn-p Ge) = ba 

possède toujours au moins une solution (théorème 3-2.1) et définit donc bien un 
n=P 

sous-espace affine de direction {") kerg,, de dimension p (cf. section 2-1.7). 


3-4 Exercices 


EXERCICE 3-4.1 Soit E = R,[X] et ro < #1 <-:<ax n+1 réels distincts. 


1. Soit y, € E* définie par w:(P) = P(&i). Montrer que (4;)ocign est une base de 
E*. 

2. Soit (9,),eN une suite d'éléments de E convergeant simplement sur R vers une 
fonction g. Montrer que g est un polynôme. Ce résultat est-il encore vrai avec 
E=R{xX]? 

EXERCICE 3-4.2 Dans (RA[X])”, trouver le rang de {4,,42, 3} avec 
elP)= Pa). pfP)= PU) et wlP)= Pc) (a#b#c#a) 
Même question dans (R3[X1]}" avec 
gilP)= P(a), gP)= PG), 6s(P) = P(e) et va(P) = [ro 
EXERCICE 3-4.3 Soit E un K-ev et w,ÿ € E" avec 
VreE v(e).#r) = 0 

Que peut-on dire de et #? 
EXERCICE 3-44 K est un corps commutatif et n € N° : 

1. Montrer que V À,B,C € M,(K}: Trace(ABC) = Trace{BC'A). 

2. Siype (M,.(K)}", montrer que 

MAEM(K) VXEM(K) p(X)= TraceltAX) 


3. Si, de plus, V 4,B (AB) = (BA), montrer que est proportionnelle à la 
trace. 


EXERCICE 3-4.5 Etudier le rang de la famille de formes définies sur R* par : 


2 + by + cz + dt Pilat) 
ar — y + ec + dt = pia,yat) 
az + by — 2 + dt = plan) 
ax + by + 7 — tt = palaviat) 
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EXERCICE 3-4.6 Dans E = C®([-1,+1], R), soit 44 : f ++ fÜ#)(0) pour tout 
k € N. Montrer que la famille (#4)xpo est libre dans E*. 


EXERCICE 3-4.7 Soient (ai)igign et (Gi)igign deux familles de complexes distincts 
deux à deux avec 


ViVi œ+h #0 
Résoudre le système d'équations 


2 æ 
Vie{l,...,n) > 121 
er œ+h; 


EXERCICE 3-4.8 Soit E un sous-espace de dimension # de RÊ. Pour z € R on définit 
€x € E* par 
est) = f(x) 


1. Montrer que (£;)..8 est une famille génératrice de E*. 


2. Montrer qu'on peut trouver (ti}igign € R° telle que (zx ligien soit une base de 
l'espace dual F”. 


3. Montrer qu'on peut trouver (fi)igign € E" avec fi(x;) = 0 pour ti # j et 
fe)=t. 


4. Soit f une fonction de classe C® de R dans R. On suppose que 
vect(æ = f(x +a)).er 


est de dimension finie. Montrer que toutes les dérivées de f appartiennent à ce 
sous-espace. Que peut-on en déduire ? 


EXERCICE 3-4.9 Soient X et y réels et a,b, c les racines complexes de 
PX)= XŸ- XX +1- y 


Discuter le système 


z+ y+ z=i 
az + by + oc = 2 
dx + by + 2 = 1 


EXERCICE 3-4.10 Suivant les valeurs du réel a, résoudre les systèmes : 


at +y +2 =] (a+ l)r+y+z = a+3e 
æ +ay +2 =1 æ+(a+l}y+z = a+ 3e 
æ +y +ar =1 æ+y+(a+l)z = at+ 30° 


2r +3y +2 +2 3 
Az +ôy +32 +44 
Gr +9y +5: +6t 


8e +l2y +72 +at 
EXERCICE 3-4.11 Résoudre dans R° : 


aitarte tan = 1 ati+aote + tn 
aire tnen = 0  Jrs+arrtaste+e, 


5 
7 
9 


il 
on 


il 


a +2 lepteentles 


IE 


0 titarteste pan = be 
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Calcul matriciel 


4-1 Opérations sur les matrices. Matrice 
d'un morphisme 


4-11 Espace M,, (K) 


DÉFINITION 4-1.1 On appelle matrice à p lignes et n colonnes à coefficients 
dans K tout tableau rectangulaire de scalaires de K à p lignes et n colonnes : 


M = (his 
Plus précisément, un tel tableau est une famille de scalaires indexée par l'ensemble 
{1,...,p}x{1,... ,n} : par convention, le coefficient a;; est situé à l'intersection 
de la i°"* ligne et de la 5°" colonne. On dit aussi que M est une matrice de type 
{p,n). L'ensemble de ces matrices est noté M,a(K). Lorsque p = n, on parle 
de matrices carrées, et on note M, (K) l’ensemble des matrices carrées de type 
(n,n). 


Un élément M,,1 (K) n’est pas autre chose qu’un np-uplet de scalaires, un 
élément de K”?, avec ré-indexation des coordonnées. On en déduit évidemment 
le théorème : 


THÉORÈME 4-1.2 M, (K) est un K-ev de dimension np, pour les lois : 


(ai) 1gigr + (his) séren = (ai + bi) reg 


Aaidiger = (Anar 
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De même la base canonique de K"? à une traduction matricielle : 


COROLLAIRE 4-13 Pour 1 < i < pet 1 £ j < n, on note E}”, ou tout 
simplement E;; s'il n'y a pas d'ambiguïté sur les valeurs de p et n, la matrice 
de M,,1 (K) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la i*"* ligne et 
la 5°" colonne qui vaut 1. La famille (E;;) A forme une base de M,,, (K), 


qu'on appelle base canonique de M, (K). 


Dans cette base, on a simplement : 
pn 
(ashrggr = L » ai Ei 
Il est aussi possible de se représenter de manière plus compacte” un élément 


M = G)ige de Myn(K). Deux visions sont possibles et ”duales” l’une de 
l’autre : si on note 


&ij 


C=l ay |ek et Li= (an, a. an) eK° 


respectivement la j*"*° colonne et la i"* ligne de M, on peut considérer que M 
est un n-uplet de vecteurs colonnes ou un p-uplet de vecteurs lignes : 


li 


L 
Cela revient en fait à identifier M,. (K) avec (K°)" ou (K”}. 


4-12 Matrice associée à un morphisme 


Soient E, et F, deux espaces vectoriels de dimensions respectives n et p. On en 
choisit des bases respectives B = (e;) ce, et B' = (e!)icicp. 


DÉFINITION 4-14 Siu € Lx (En, F,), on appelle matrice de u dans les bases B 
et B', la matrice de Myn(K) dont lu j°"* colonne est la colonne des coordonnées 
de u(e;) dans le base B'. On note cette matrice 


M = Mu, B,B') 


On notera que la matrice d’un morphisme se remplit et se lit (en général) par 
colonnes. Si M (u,B,B') = (ai;) gg» On à alors 
16ên 


» 


VjE{ln) ufe;)= Daÿe 


it 
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Lorsque u est un endomorphisme d’un espace E,, on travaille en général avec la 
même base au départ et à l’arrivée (ce n’est cependant pas toujours le cas, et il 
est parfois astucieux de bien choisir 8’ # B. Voir par exemple la section 4-2). 
On note alors 


M (u,B) = M (u,B,B)E MA(K) 


et on parle de matrice de l’endomorphisme u dans la base B. 

Le théorème 2-3.12 et la remarque qui le suit montrent qu’un morphisme 
entre espaces de dimensions finies est entièrement caractérisé par la donnée de 
sa matrice dans un couple de bases des espaces de départ et d'arrivée. Plus 
précisément : 


THÉORÈME 4-15 Le choix d'une base B de E, et d'une base B' de F, 


détermine un isomorphisme 
Fsw:iur M(u,B,B) 
entre les espaces vectoriels Lx (E,,F,) et M, (K). 
Démonstration : On vérifie en effet immédiatement que 


M (u,B, 8°) + M (v,B,8) = M (u + v,8,B") 
et ÀM(u,B,B') = M (Au,B,B') 


pour u et v € Lx (E,,F,) et À € K. Par le morphisme 64% la base 
canonique de M, : (K) est image de la base obtenue dans le théorème 
2-3.12. 9 


4-13 Coordonnées de l’image d’un vecteur 


Les notations sont celles de la section précédente. On considère la matrice d’un 
morphisme u € L(E,,F,) comme un n-uplet de vecteurs colonnes : 


M = (aige = M(u,B,B") = (C1,...,C;,...,Cx) 
et on se donne un vecteur + par la colonne de ses coordonnées dans B : 


n La 
Drie=rex= : ek 


j=1 Zn 


Son image par u est alors 
n 
y=u()= )asu(e;) 
si 
La colonne Y des coordonnées de y dans B’ est alors évidemment 


F=mCit-.+aCn = 0; € K° 


jai 
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On notera tout simplement 
Y=MX 
conformément à la règle opératoire suivante : 


DÉFINITION 4-16 Si M € Mn (K), le produit MX de M par une colonne 
X appartenant à K" (ou plus précisément à Mu (K}, ayant donc autant de 
coordonnées que M a de colonnes) est la colonne combinaison linéaire 
des colonnes de M affectées des coefficients apparaissant dans X. 


Cette définition est conforme à celle donnée pour le produit d’une ligne 
LE Min(K) et d’une colonne X € Mu (K) à la section 3-1.1. On remarque 
d’ailleurs que, si M et X sont comme précédemment et si on considère cette fois 
M comme matrice des vecteurs lignes, on a aussi 


L LX 


£, L,X 
4-1.4 Morphisme canoniquement associé à une ma- 


trice 


Dans ce paragraphe, on identifie l’espace K° à M, (K) et on fait de même pour 
K, ce qui revient à écrire les vecteurs de ces espaces sous forme de vecteurs 
colonnes. 


DÉFINITION 4-1.7 Si À = (ais € Myn(K), le morphisme canonique- 
ment associé à À est l'application ®a € Lx (K°, KP) définie par 
D4:K-K Xr AX 


IL est évident que ®4 est un morphisme. On a d’ailleurs clairement, si Be et 
B% sont les bases canoniques respectives de K° et K : 


A=M($4,B.,B:) 
Le théorème 4-1.5 s'écrit dans ce cas particulier 


THÉORÈME 4-1.8 L'application À ++ d4 est un isomorphisme de Min (K) 
dans Lx (K”',K). 


Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité, il nous arrivera de "confondre" À et le 
morphisme ®4. On parlera alors du noyau de À (ensemble des vecteurs colonnes 
X de K° vérifiant AX = 0) et de l'image de À (sous-espace de K? engendré par 
les colonnes de la matrice À). 
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4-15 Produit matriciel 


4-1.5.1 Matrice d’un composé de morphismes 
On se donne trois espaces vectoriels E, , F, et G,, rapportés à des bases respectives 
B = (cihigien B°= (dhigie, et B" = ('higiem et des morphismes 
u € LK(E,F,) et v € LKk(F,,Gm) 
qu’on suppose déterminés par leurs matrices 
A= Mi{u,B,B')e M,A(K) et B= M(v,B',8") € Mn (K) 


On est bien sûr cohérent dans le choix des bases, c’est-à-dire que la base de F, 
considéré comme espace d'arrivée de u est aussi celle de l’espace de départ de v. 
Le nombre de lignes de À est égal au nombre de colonnes de B. On 
cherche à déterminer 


C = M(vou,B,B") € Mn (K) 


Pour ce faire, on écrit la matrice À sous forme de matrice de vecteurs colonnes 
et B sous forme de matrice de vecteurs lignes : 


Li 

A=(C,...,C,...,0Cn) et B= | Li 

En 
Si j € {1,... ,n} la j"® colonne de la matrice C représente les coordonnées de 
vout(e;) = v[uw(e;)] dans B". Or les coordonnées de u(e;) dans B’ sont, par 


définition de À, données par C;. La jè° colonne de C est donc, conformément 
au résultat de la section 4-1.3, égale à BC;. Le coefficient de la ligne et de 
la jè% colonne de la matrice € est donc égal au produit LC; : 
» 
SA (arhiger et B= (bx)iger on à C = (ashigen avec ci = Ztuen 


Ce calcul amène à la définition du paragraphe suivant. 


4-1.5.2 Produit matriciel 


DÉFINITION 41.9 Si A € M,a(K) et B € Mno(K) on appelle produit BA 
la matrice de Mn (K) dont le coefficient de la iè"* ligne et la jŸ" colonne est 
égal au produit de la i°"* ligne de B par la j*" colonne de la matrice À. 


THÉORÈME 4-1.10 Avec les notations du paragraphe précédent, on a 


M{vou,B,B")= M(v,B',B") M (u,B,B) 
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COROLLAIRE 4-1.11 En particulier, en travaillant avec les morphismes ca- 
noniquement associés aux matrices, on a pour À € M, (K) et B € M (K) 


DB 0 Da = pa 


Le produit n’est évidemment défini que si le nombre de lignes de À est 
égal au nombre de colonnes de B. Le produit ainsi défini est parfois appelé 
"produit ligne-colonne” pour des raisons évidentes. Il est important d’avoir une 
vision un peu plus globale du produit matriciel, et ne pas se limiter à la formule 


> 
Gi = LC; = Ybxar; 


k=1 


Le calcul effectué dans la section précédente montre que la j*"° colonne du 
produit BA est le produit de B par la 5" colonne de À, c’est-à-dire 
une combinaison linéaire des colonnes de B affectées des coefficients de 
la je colonne de À. 

Lorsque l’opération est possible, POST-MULTIPLIER une matrice 
B, c'est opérer des combinaisons sur les COLONNES de B en utilisant 
les coefficients des COLONNES de la matrice multiplicatrice. 


4-1.5.3 Propriétés du produit matriciel 


Le corollaire 4-1.11 montre que les propriétés du produit matriciel sont celles 
de la composition des morphismes : "associativité”, distributivité à droite et à 
gauche par rapport à l'addition, exportativité des scalaires, non commutativité 
en général (lorsque les produits sont définis). Les résultats de la section 2-2.2 
ont tous une traduction matricielle. En particulier : 


THÉORÈME 4-1.12 L'application 
Map (K) X Mn (K) + Mnn(K) (B,4)r BA 


est büinéaire. 


4-16 Transposition 


Pour l'instant, les matrices ont plutôt été remplies par colonnes et les produits 
calculés en raisonnant sur les colonnes. La transposition permet de raisonner 
aussi sur les lignes. 


DÉFINITION 4-1.13 Si À = (ai) 16e € Myn (K), on appelle transposée de A 
en 
et on note ‘A la matrice 


TA = (biigien € May (K) avec bij = aÿ 
1&ér 


obtenue en permutant les rôles joués par les indices de lignes et de colonnes. 
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Il est clair que la transposition réalise un isomorphisme d'espaces vectoriels 
entre Myn(K) et Map(K). Si À est considérée comme matrice de vecteurs 
colonnes, ‘À est une matrice de vecteurs lignes et réciproquement : 


L='Ci 


A=(Ci...,Cj,..,Cn) dome 'A= | L;='C; 


La transposition permute les facteurs d’un produit : 
THÉORÈME 4-1.14 Si 4€ M, (K) et Be M, (K), on a 
(BA) = "AB 


Démonstration : Si 


le coefficient de la 3è"° ligne et de la "* colonne de ‘ (BA) vaut L;C;, 
celui de ‘AtB vaut ‘C;'L:. Ils sont évidemment égaux. M 


On peut donc traduire sur les lignes les résultats énoncés précédemment sur 
les colonnes : 

La ligne du produit BA est le produit #"° ligne de B par À, c’est- 
à-dire une combinaison linéaire des lignes de À affectées des coefficients 
de la à" ligne de B. 

Lorsque l’opération est possible, PRE-MULTIPLIER une matrice 
À, c’est opérer des combinaisons sur les LIGNES de À en utilisant les 
coefficients des LIGNES de la matrice multiplicatrice. 


4-1.7 Rang d’une matrice 


DÉFINITION 4-L.15 Si A € Mon (K), on appelle rang de À le rang de la famille 
de ses vecteurs colonnes dans KP. 


Le rang de À est donc le nombre maximal de colonnes indépendantes que l'on 
peut extraire de la matrice À. On a évidemment rang À < n et rang À < p. 

Si A = M (u,B,B') (notations de la section 4-1.2), les colonnes de À représentent 
les coordonnées des vecteurs de u (B) dans B'. Les relations de liaison éventuelles 
entre vecteurs de n (B) se lisent donc sur ces colonnes, et on à 


rang M (u, B,B') = rangu (B) = rangu 


84 Chapitre 4 : Calcul matriciel 


En particulier 
pour AE M,»(K) rang À = rang d4 
Le rang d'un matrice peut également se lire sur ses lignes : 


THÉORÈME 4-1.16 Pour A € M,,1 (K) le rang de l'A est égal au rang de la 


matrice À. 


Démonstration : On détermine le rang de $4 : K* — K par 
application du théorème du rang. Si la matrice À est nulle, il n’y a 
rien à faire. Sinon on appelle r le rang du système des vecteurs lignes 
(L1,... ,L,) de À. Le noyau de À est formé des vecteurs X de K° 
vérifiant le système d'équations linéaires : 


LiX =0 


L,X = 0 
La ligne L; définit une forme linéaire #, sur K" et on recherche en fait 
ñ ker#,. Le théorème 3-2.9 nous dit que cet espace est de dimension 
Her. Par application du théorème du rang on obtient bien 
rang 4 =r M 
Le théorème 2-3.2 et la propriété Ÿg o D4 = Dp4 donnent immédiatement : 
THÉORÈME 4-1.17 Si A € M, (K) et B € Mn (K) 
rang (BA) < inf (rang À, rang B) 


On pourrait aussi remarquer que les colonnes de BA appartiennent toutes à 
l’espace engendré par les colonnes de B, et que les lignes de BA sont combinaisons 
linéaires des lignes de À. 


4-18 Algèbre des matrices carrées M, (K) 
4-18.1 Structure d'’algèbre de M, (K) 


La multiplication est une loi de composition interne dans M, (K). Elle est asso- 
ciative, distributive à droite et à gauche par rapport à l'addition, vérifie 


VACK VABEM,(K) ÀA(AB}=(X4)B = A(ÀB) 


Elle possède un élément neutre, la matrice unité d'ordre n (canoniquement 
associée à l'identité de K*) : 
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THÉORÈME 4-1.18 (M, (K),+,:, x) est une K-algèbre. L'application défi- 
nie par À ®, est isomorphisme d'algèbres de M, (K) dans Lx (K'). Plus 
généralement, si E, est un K-ev de dimension n, le choix d'une base B de 
E, détermine un isomorphisme 


u++ M{u,B) 
entre les algèbres (Lx (E,),+,-,0) et (M, (K) ,+,:, x). 
Les propriétés des algèbres (Lx (K"),+,:,0) et (MA (K),+,:, x) sont donc 
identiques. En particulier, dès que n > 2, ces algèbres ne sont ni commutatives, 


ni intègres (cf. section 2-2.3). Ces algèbres sont de dimension n°, et si on note 
{Eij)igen la base canonique de M, (K) on a : 
Den 


PROPOSITION 4-1.19 E;;E = ét En 


Démonstration : La vérification est immédiate : on post-multiplie 
Æ;; par un matrice dont toutes les colonnes sont nulles, sauf la (ème. 
La matrice produit a loutes ses colonnes nulles, sauf (peut-être) la 
{ème qui est la kè"e colonne de E;; (les coefficients de la ère colonne 
de Ex sont tous nuls, sauf un 1 à la k?* ligne). Le produit vaut donc 
0 sij £ket Eu sinon. M 


EXERCICE 4-1.20 Montrer que le centre de l’algèbre M, (K} (cf. 2-2.4) est formé de 
la droite vectorielle K:/, des matrices dites ”’scalaires”. On retrouve ainsi le résultat 
de 2-2.4 dans le cas de la dimension finie. Indication : pour qu’une matrice 


M=YYaE; 


ii j=l 
commute avec toute matrice de M, (K), il faut et il suffit qu’elle commute avec toute 
matrice d’une base de M, (K). 
4-1.8.2 Groupe linéaire G£, (K) 
On traduit ici matriciellement les résultats des sections 2-2.5 et 2-3.2 : 


THÉORÈME 4-1.21 L'ensemble des matrices carrées d'ordre n inversibles 
pour la multiplication forme un groupe multiplicatif qu'on appelle groupe 
linéaire d'ordre » du corps K. Ce groupe (G£, (K) , x) est non commutatif 
dès que n > 2. Le choix d'une base B d'un K-ev E, de dimension n détermine 
un isomorphisme de groupes u +> M(u,B) de G£x(E,) vers C£, (K). 


THÉORÈME 4-1.22 Si 4 € M (K), les propriétés suivantes sont équiva- 
lentes : 


+ AEGL,(K) 
+ Le rang de À est égal à n 


+ Les » colonnes de À sont indépendantes 
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Les » lignes de À sont indépendantes 

«+ A est inversible à droite pour x dans M, (K) 
+ A est inversible à gauche pour x dans M, (K) 
+ A est régulière à droite pour x dans M, (K) 

«+ A est régulière à gauche pour x dans M, (K) 
e ‘A est inversible (et on a alors (A)! = (4-1) 


e La seule solution dans K° de l'équation AX = 0 est la colonne nulle. 
{résoudre AX = 0 revient d'ailleurs à chercher les relations de liaison 
entre les colonnes de À) 


La seule affirmation à démontrer est peut-être (‘A)7' = ‘(A-1). Elle découle 
immédiatement du calcul : 


(AA) = te m=t(4T)tA 
THÉORÈME 4-1.23 Si est un isomorphisme de E, vers E,, et si À est 


égale à M (u,B,B'), cette matrice est inversible et A7! — M(u-!,B',B). En 
particulier, si u € GL(E,) 


A=M(u,B)— A7! = M (u°!,8) 
Ce théorème résulte immédiatement du théorème 4-1.10. 


THÉORÈME 4-1.24 On ne change pas le rang d'une matrice de Mon (K) 
en la prémuitipliant par une matrice de GC, (K) ou en la postmultipliant par 
une matrice de G£, (K). 


EXERCICE 4-1.25 Déterminer le centre du groupe (G£A (K) , x). 


4-1.8.3 Sous algèbres remarquables de M, (K) 
+ Matrices scalaires : 


Nous avons déja rencontré la sous-algèbre K:/, des matrices scalaires qui 
ont la particularité de commuter avec toutes les matrices de M, (K). 


Matrices diagonales : 


On appelle diagonale principale d’une matrice carrée M = (aij)igien la 
1Sèn 
diagonale des coefficients (ai), Une matrice carrée est dite diagonale si 
et seulement si les coefficients hors de la diagonale principale sont tous nuls. 
En travaillant dans la base canonique de M, (K), l'ensemble des matrices 


diagonales est exactement vect (FE), ge, et on note 
&a 0 
5 CS 
Diag(a,.….,an)= DuEi= | ! 0 à 0 
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On a clairement 
Diag(a,... ,an) x Diag(ln,... ,b4) = Diag(aibi,... ,aub,) 


et on en déduit que les matrices diagonales forment une sous-algèbre com- 
mutative D, de M,(K). Il est de plus clair qu’une matrice diagonale 
Diag(a1,...,a,) est inversible si et seulement si tous les a; sont non nuls 
et on a alors 


Diag(a,... ,an)" = Diag(a;!,...,a! 


QE 


+ Matrices triangutaires supérieures. 
On dit qu’une matrice carrée M = (ais) rsig est triangulaire supérieure si 
1jèn 
et seulement si, pour i > j, on a a;; = Ü, ce qui signifie que les coefficients 
sous la diagonale principale sont tous nuls. La matrice est dite triangulaire 


supérieure stricte si &;; = 0 est vérifié pour tous i et j avec i > j. L'ensemble 
Ts des matices triangulaires supérieures est donc le sous-espace de M, (K) 


T, = vect(£;;) 
(n+1) 


: . nf 
Il est de dimension 


igigien 


. T, est stable pour le produit : si À et B sont 
deux matrices triangulaires supérieures, la jè"* colonne du produit AB est 
combinaison linéaire des j premières colonnes de À (car les coefficients de la 
3% colonne de B sont nuls à partir de l'indice j + 1). Comme ces colonnes 
sont toutes dans le sous-espace vect (e,,... ,e;) de K° rapporté à sa base 
canonique, il en résulte clairement que AB est triangulaire supérieure. 7, 
est donc une sous-algèbre de M, (K). De plus, le produit de la ième ligne 
de A et de la i*"° colonne de B est égal au produit a;b;; des éléments 
diagonaux. 


La caractérisation géométrique des endomorphismes d’un espace de dimen- 


sion r possèdant, dans une base B, une matrice triangulaire supérieure est 
simple. Commençons par la définition : 


DÉFINITION 4-1.26 Si E, est un espace vectoriel de dimension n, on 
appelle drapeau de sous-espaces vectoriels de E, toute famille (Æ,... ,E.) 
de sous-espaces de E,, avec 


EÇBÇ..-CE 


Il est alors clair que E; est de dimension à, Une base de E, adaptée à ce 
drapeau est une base (ei), ce, avec 


vi E; = vect(es,... ,e;) 


Il est clair qu’inversement, toute base de E, permet de définir un unique 
drapeau qui lui soit adapté. La notion de drapeau est alors liée à celle 
de matrice triangulaire supérieure par la proposition (évidente pour qui a 
compris la définition de la matrice d'un endomorphisme) : 
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PROPOSITION 4-1.27 Si u est un endomorphisme d'un espace E, de 
dimension n et si B est une base de E,, la matrice de u dans la base 
B est triangulaire supérieure ssi les sous-espaces du drapeau associé à 
B sont tous stables par 1 : 


Vi u(vect(es,... ,e)) € vect(e1,... ,ei) 


On peut bien sûr en déduire une autre démonstration du fait que l'ensemble 
des matrices triangulaires supérieures forment une sous-algèbre de M, (K). 
H suffit de montrer que, E, et B étant fixés, l'ensemble des endomorphismes 
de E, vérifiant la condition précédente est une sous-algèbre de £x (E,). 


EXERCICE 4-1.28 Avec les notations précédentes, montrer que la matrice de u 
est triangulaire supérieure stricte ssi 


u(e)=0r, et Vi>2 m(vect(e,.…,ei))C vect{er,.… ei) 


En déduire qw’alors 4” = 04e,). 


Si la matrice À = (a;)igign de à dans la base B est triangulaire supérieure, 
1ièn 

dire que ai + 0 revient à écrire u(vect(e1,... ,e;)} € vect(er,... ,e;). 

Comme un automorphisme d’un espace vectoriel conserve les dimensions 

des sous-espaces, il est clair que : 


PROPOSITION 4-1.29 Une matrice triangulaire supérieure T est in- 
vérsible si et seulement si tous sés coeflicients diagonaux sont non 
nuis . Son inverse est alors triañgulaire supérieure et les coefficients 
diagonaux de T-! sont alors les inverses des coefficients diagonaux de 
T. 


La dernière affirmation provient du fait que, dans un produit de matrices 
de 7,, les coefficients diagonaux se calculent très facilement. Le fait que 
l'inverse d’une matrice de 7, NL, (K) est dans 7, (et la même propriété 
pour les matrices diagonales) est un cas particulier de l’exercice suivant : 


EXERCICE 4-1.30 Si A est une K-algèbre et B en est une sous-algèbre de dimension 
finie, montrer que tout élément de B inversible dans À à son inverse dans B. (Indication : 
considérer l'application B—+B x bz) 


4-1.8.4 Caractérisation du rang à l’aide de matrices extraites 


DÉFINITION 4-1.31 Si À = (ai)iges € Myn (K) et pet n' sont deux entiers 
10 


vérifiant 1 < p <pet1<n'< n, on appelle matrice de type (p',n') extraite de 
À toute matrice de M; (K) obtenue en rayant p — p' lignes et n — n’ colonnes 
de À. 


Le résultat qui suit est une caractérisation théorique du rang d’une matrice. 


Dans la pratique, il est extrêmement rare qu'on l'utilise pour calculer effective- 
ment le rang d’une matrice. 
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THÉORÈME 4-1.32 Soit À € M, (K) une matrice non nulle, Les proprié- 
tés suivantes sont équivalentes : 


1) Le rang de À est égal à r. 


ä) Il existe une matrice carrée d'ordre r extraite de À inversible, toute 
matrice extraite d'ordre > r (s'il en existe) étant non inversible. 


iii) Il existe une matrice carrée d'ordre r extraite de A inversible, toute 
matrice extraite d'ordre r + 1 (s'il en existe) étant non inversible. 


Démonstration : Si À est de rang r, elle possède r colonnes in- 
dépendantes. La matrice 4’ € M,,,(K) extraite en ne conservant 
que ces r colonnes est encore de rang r et possède donc r lignes in- 
dépendantes. La matrice 4" extraite de À’ en ne conservant que ces 
r lignes est donc dans G£, (K). De plus, si B est une matrice carrée 
d'ordre q > r, les q colonnes de À dont elle provient sont nécessaire. 
ment liées (puisque rang À = r) et une relation de liaison entre ces 
colonnes donne a fortiori une relation de liaison entre les colonnes 
de B. B est donc non inversible. On a prouvé :) = it). Il reste à 
prouver 111) = 1}. S'il existe une matrice carrée d'ordre r inversible 
extraite de À, les r colonnes de À dont elle provient sont indépen- 
dantes donc rang À > r. Si on avait rang À > r, on pourrait extraire 
r + 1 colonnes indépendantes de À et donc, comme précédemment, 
une matrice carrée d'ordre r + 1 inversible. 


Le rang de À est donc la taille maximale d'une matrice carrée inversible que 
l’on peut extraire de À. 


4-2 Changements de bases 


4-2.1 Matrice de passage 


DÉFINITION 421 Si B = (eh, est une base de E, et si F = (uj)c, est 
une famille finie de vecteurs de E,, on appelle matrice représentative de F dans 
la base B la matrice M = M5 (7) € Map (K) dont la j°"* colonne est formée des 
coordonnées du vecteur u; dans B. Le rang de cette matrice est donc évidemment 
égal au rang de F. 


DÉFINITION 4-22 Si B = (cha, et B' = (ethigie sont deur bases d'un 
espace vectoriel E,, on appelle matrice de passage de la base B à la base B' la 
matrice représentative des vecteurs de B' dans B. 


Cette matrice carrée est inversible puisque ses colonnes sont indépendantes. 
Elle se remplit (en général) par colonnes, chaque colonne représentant un vec- 
teur de B' (la "nouvelle base”) exprimé par ses coordonnées dans B (”l’ancienne 
base”). Si 


P= Ma(B) 
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est cette matrice, la définition de la matrice d’une application linéaire par rapport 
à un couple de bases permet aussi d'écrire 


P = Mg(B') = M(ide,B',B) attention à l'ordre des bases! 


THÉORÈME 4-2.3 Si P € GL, (K) est la matrice de passage d'une base B 
à une base B’ et Q est la matrice de passage de B’ à une base B” on a : 


+ La matrice de passage de B’ à B est égale à P-'. 
+ La matrice de passage de B à B" est égale au produit PQ. 
Démonstration : On à en effet : 
M (ide, 8,8)" = M (idp},B,B) = M (ide, B,B') 
M (ide, B",B) = M (ide, ,B',B) x M (ide,, B", B') 
puisque ide, = ide, oide,. 0 


Attention à l’ordre dans lequel on multiplie les matrices de passage! On 
multiplie de la gauche vers la droite au fur et à mesure des changements. C'est 
l'inverse de ce qu'on fait lorsqu'on calcule la matrice d’un composé de morphismes, 
quand la multiplication des matrices se lit plutôt de droite à gauche. 


REMARQUE 4-2.4 Il est à noter que, réciproquement, toute matrice 
de G£,;(K) peut être considérée comme une matrice de passage (par 
exemple de la base canonique de K" à la base de ses vecteurs colonnes). 
Une matrice inversible gagne parfois à être considérée sous cet angle, plutôt que 
comme matrice d’un automorphisme. Voir notamment ce qui sera dit plus loin 
sur les matrices orthogonales (chapitre sur les espaces euclidiens). 


4-2.2 Changement de coordonnées d’un vecteur 


THÉORÈME 4-2.5 Un vecteur x € E, peut être représenté par le vecteur 
colonne X de ses coordonnées par rapport à B et par la colonne X' des ses 
coordonnées dans B’. Si P = M3(B'),on a 


X= PX' 
Démonstration : On traduit matriciellement l'égalité 
æ = ide, (x) 


comme on l’a vu au paragraphe 4-1.3, en travaillant avec la base B° 
au départ et B à l’arrivée. Œ 


Se souvenir que cette formule donne les anciennes” coordonnées en fonction 
des nouvelles”. Pour trouver X”, on est contraint à résoudre le système d'incon- 
nue X’, dont la solution théorique est bien évidemment 


X'=PUX 
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La formule de changement de base est donc une ” mauvaise” formule pour déter- 
miner effectivement les coordonnées d’un vecteur. C’est au contraire une ”bonne” 
formule quand il s’agit de transformer un problème par changement de variables 
linéaire” : une expression &{(X) dépendant des coordonnées de x dans B s’ex- 
prime ® (PX') si on décide de travailler dans B". 


EXERCICE 4-2.6 (Changement de bases duales) Montrer que, si P est matrice de 
passage de B à B', la matrice de passage de B* à (8’)" est égale à ‘P-!. (Remarquer 


que la relation X = PX' donne une expression des formes coordonnées dans & en 
fonctions des formes coordonnées dans B'). 


4-2.3 Changement de la matrice d’un morphisme. 
Matrices équivalentes 


THÉORÈME 4-2.7 Soit un morphisme u € Lx(E,,F,) caractérisé par ses 
matrices 


A= Mu,B,B!) et B=M(u,B:,B:) 
par rapport à des couples de bases (B;,B;) et (B,B;). On note 
P = Ma (B:) € GL, (K) et Q = My (B:) € GL, (K) 
les matrices de passage de B, à B; et de B{ à B;. On a alors 
B=Q"'AP 


Démonstration : L'égalité u = idp,owoidr, possède la traduction 
matricielle : 


M (u,B2, 8!) = M (ide, 1,85) x M (us, Bi, 8!) x M (ide, B2, Bi) 
ce qui donne le résultat escompté. 
Ceci amène à la définition suivante : 


DÉFINITION 4-28 Si À et BE Myn(K), on dit que B est équivalente à À si 
et seulement si il existe un couple de matrices inversibles 


3(M,N)E GL,(K) x GLi(K) B=MAN 


Comme une matrice inversible peut toujours être interprélée comme matrice de 
passage, il est équivalent de dire que À et B représentent le même morphisme 
u € L(K",K?} (ou plus généralement d'un K-ev de dimension n vers un K-ev de 
dimension p) pour des couples de bases (en général) différents. 


Il s’agit clairement d’une relation d’équivalence dans M,.: (K). Le problème 
de la classification des matrices de M, (K) à équivalence près est entièrement 
résolu par le théorème suivant : 
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THÉORÈME 4-2.9 Deux matrices de M, (K) sont équivalentes si et seule- 
ment si elles ont même rang. Plus précisément, une matrice de type (p,n) 
et de rang r > 0 est équivalente à la matrice ”’canonique" de type (p,n) et 


de rang r 
L 0,n- 
np = {+ nr 
FT= ( Dr Du) 


(notée simplement J, s'il n'y a pas d'ambiguïté). 


Démonstration : Il est clair que deux matrices équivalentes ont 
même rang (à cause de l'interprétation géométrique de l’équivalence, 
ou à cause du théorème 4-1.24). Réciproquement, si on montre que 
toute matrice de rang r est équivalente à J,, on aura prouvé, par 
transitivité, que deux matrices de même rang (et de mémetypel} sont 
équivalentes. Nous donnons ici une démonstration "géométrique”, et 
reverrons sans doute une démonstration plus ”algorithmique” dans la 
section relative aux manipulations élémentaires. Soit À € M,,, (K) 
de rang r. On peut interpréter À comme matrice, par rapport aux 
bases canoniques, du morphisme ®4 € £k(K",K?} canoniquement 
associé. La recherche d’un couple de bases où la matrice de ®4 soit 
égale à J, n’est pas difficile (d’un point de vue théorique) si on regarde 
la matrice J, attentivement : 

Au départ, les n — r dernières colonnes de J, étant nulles, on 
choisit une base B de K” adaptée à la décomposition 


K° =$S,@kerd4 


où $, est un supplémentaire (de dimension r : théorème du rang) de 
ker ®4. Notons (u;),<;<, les r premiers vecteurs de cette base. 

A l'arrivée, il n’y a pas le choix pour les r premiers vecteurs de 
la base de K : ce sont les vecteurs v; = ®4 (u;) (voir les r premières 
colonnes de J,). Ces vecteurs formant un système libre (théorème 
fondamental d’isomorphisme 2-1.36) peuvent effectivement être com- 
plétés en une base B’ de KP. On à alors clairement 


J, = M($4,8,B) M 


Il y a donc dans M, (K) exactement inf (p,n) + 1 classes d'équivalence pour la 
relation … d'équivalence. 


EXERCICE 4-2.10 Soient À et B € Mn (K) tels qu'il existe des matrices carrées 
P,P',Q et Q telles que B = QAP et À = Q'BP'. Montrer que À et B sont équiva- 
lentes. 


EXERCICE 4-2.11 Retrouver ainsi le fait qu'une matrice et sa transposée ont toujours 
même rang. 
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4-2.4 Changement de la matrice d'un endomorphis- 
me. Matrices semblables 


On applique ici les résultats du paragraphe précédent lorsqu'on travaille avec les 
matrices d’un endomorphisme u € Lx (E,), donc avec les mêmes bases au départ 
et à l’arrivée. 


THÉORÈME 4-2.12 Soit un endomorphisme u € £K (E,) caractérisé par ses 
matrices 


A=Mu,B) et B=M(u,B) 
par rapport à des bases respectives B, et B. On note 
P = Mo, (Bi) € G£a (K} 
la matrice de passage de B, à B;. On à alors 
B=P71'AP 


DÉFINITION 4-2.13 Si À et B € M,(K)}, on dit que B est semblable à À si et 
seulement si il existe une matrice inversible P € G£, (K) telle que 


B= PAP 


I est équivalent de dire que À et B représentent le même morphisme u € L(K”) 
(ou plus généralement d'un K-eu de dimension n) dans des bases (en général) 
différentes. 


Là encore, il s'agit clairement d’une relation d'équivalence sur M, (K). Une 
classe d'équivalence est appelée classe de similitude. La classification des matrices 
de M, (K) à une similitude près, c’est-à-dire la recherche des différentes classes 
de similitude, est un problème plus compliqué que pour la relation d'équivalence. 
Ce sera en partie l’objet du chapitre sur la réduction des endomorphismes, et 
nous n’en donnerons qu’une solution partielle. 

S’il est clair que deux matrices semblables ont même rang, la réci- 


proque est fausse : par exemple dans AM2(K), les matrices 2 = ( à , ) et 
11 


M = ù 1 ) sont de rang 2 mais ne sont pas semblables, puisque la classe de 


similitude de {2 est clairement réduite à {4}. 


EXERCICE 4-2.14 Déterminer dans M, (K) les classes de similitude réduites à 1 élé- 
ment. (il y a au moins les classes des matrices scalaires, parce que notamment la matrice 
de l’homothétie Àidg,, est, dans toute base de E,, égale à A,). Voir les exercices 
4-1.20 et 4-1.25. 


DÉFINITION 4-2.15 On appelle invariant de similitude dans M: (K) toute ap- 
plication de M, (K} dans un ensemble X quelconque, constante sur chaque classe 
de similitude. 


94 Chapitre 4 : Calcul matriciel 


Le rang est, par exemple, un tel invariant. Pour montrer que deux matrices 
de M, (K) ne sont pas semblables, il suffit parfois de trouver un invariant de 
similitude prenant des valeurs distinctes sur ces deux matrices. C’est ainsi qu’on 
peut dire au premier coup d'oeil que les matrices de M3 (R) 


LT 1 121 
021 et 241 
003 005 


ne sont pas semblables. C’est ici le rang qui permet de les départager. Nous 
verrons ultérieurement que le déterminant, le polynôme caractéristique sont des 
invariants de similitude. Il est clair en tout cas qu’un invariant de similitude sur 


M, (K)} 
5: MK) = X 

permet de définir une application (qu’on notera encore s par abus d’écriture) 
5 : Lx (Ex) + X 


où, pour u endomorphisme de E,, s(u) sera simplement défini comme étant 
l’image par s d’une matrice représentative de u dans une base arbitraire de E, 
(puisque le résultat de l'opération ne dépend pas de la base choisie). C’est ainsi 
que le rang d’un endomorphisme est lié au rang d’une de ses matrices. 

Un autre invariant simple est la trace : 


DÉFINITION 4-2.16 Si A € M, (K), on appelle trace de A la somme des coef- 
ficients de la diagonale principale de À : 


A= (ahiggs + trace (4) = Y 


La trace est évidemment une forme linéaire sur M: (K). 
THÉORÈME 4-2.17 Si 4 et B € M, (K) on a 
trace(AB) = trace (BA) 


Démonstration : Si À = (ais) 1gien et B = (bj)1grgn, le coefficient 
diagonal d'indice à du produit AB vaut 


" 
Gi = D aibei 
k=t 


et donc 


trace(4B) = DS nb = SE ben =trace(BA) 5 


= ki k=t it 
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On a en fait un résultat analogue si À € Mn (K) et BE Mr, (K) de manière 
à ce que les produits AB et BA oient définis et appartiennent respectivement à 


M,(K) et Ma (K). 
COROLLAIRE 4-2.18 La trace est un invariant de similitude sur M, (K). 
Démonstration : Si P € GL, (K) et M € M, (K), on a en eflet 
trace (P-!MP) = trace(P'(MP)) 
=trace((MP)P7') =trace(M) M 


On peut donc, conformément à ce qui a été vu plus haut, définir la trace d’un 
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie : 


DÉFINITION 4-2.19 Si u € LK(Eh), on appelle trace de u la trace d'une ma- 
trice représentative de u dans une base quelconque de E,. La trace est une forme 
linéaire sue LKk (E,) et on a : 


Vu,ue £K(E) trace(uv) = trace(vu) 
REMARQUE 4-2.20 Si p est un projecteur sur un sous-espace E, parallèlement 


à un supplémentaire E,.,, l'écriture de la matrice de p dans une base adaptée à 
la décomposition E = E, @ E,., est très simple : 


“8)= (6 0,) 


et on obtient trace (p} = r.lk. En particulier, si K est un sous-corps de €, ”le 
rang d’un projecteur est égal à sa trace”. 


REMARQUE 4-2.21 De la propriété trace (AB) = trace{ BA) résulte immédia- 
tement, si À,B et C € M, (K) le fait que trace (ABC) = trace(C AB) et plus 
généralement qu’une permutation circulaire ne change pas la trace d'un produit 
de matrices carrées. Cependant une permutation quelconque change cette trace 
en général et il est facile de construire un exemple pour lequel 
trace (ABC) # trace( BAC) 

EXERCICE 4-2.22 Pour A € M, (K), on note 4 l'application 

Pa: MalK)K Mi trace (AM) 


Montrer que l'application A ++ 4 est un isomorphisme entre M, (K) et son dual. En 
déduire qu’une forme linéaire # sur M, (K) qui vérifie 


Y(AB) = # (BA) 


est proportionnelle à la trace. 
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4-3 Calcul matriciel par blocs 


Les notations que nous utilisons dans cette section sont différentes de celles uti- 
lisées précédemment. En particulier, le fait de nommer E; un espace vectoriel ne 
signifie plus que cet espace soit de dimension ?. 


4-3.1 Matrice d'applications linéaires 
On se donne deux espaces vectoriels E et F décomposés en sommes directes de 
sous-espaces : 


E=E@-.@E@...@08, et F=F@--0R@-.66F, 


et on considère un morphisme u € L(E,F). On sait déjà (c’est le théorème 
de recollement linéaire de morphismes) que ü est caractérisé par la donnée des 
morphismes (u,), <<, avec u; = ule, € L(E;,F). Dans cette section, nous allons 
tenir compte également de la décomposition de l' espace d'arrivée. Pour ce faire, 
on considère la famille de projecteurs (p:),<;<, associée à la décomposition 


R@e--FR@..-E@F-=F 
et on considère les morphismes 
Cu)ige avec ui; = pi ou; = pi Oo Ule, 


Comme l’image de u;; est incluse dans F;, on peut, par un abus de langage 
habituel, considérer que 


uÿ € L(E,F) 
DÉFINITION 4-3.1 La famille (ut;)1grge définie précédemment est appelée ma- 


trice d “applications rennes: associée É, À € L(E,F) et aux décompositions des 


espaces E = de a&F= dr. 


i=1 


On obtient aisément le raffinement du théorème de recollement : 


THÉORÈME 4-3.2 Avec les notations précédentes, la correspondance 


L(EF) + I L(EF) ur (u)icér 
Ion 
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 


On reconstitue en effet. sans ambiguïté le morphisme u à partir des (us)igge : si 
+4 
æ€E est décomposé en x =x1+:-4+27;4+:::47, avec r; € E; on a clairement 


utr)= Dur) ÿ D u(r;) 


j=t it 
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L'interprétation matricielle de cet isomorphisme est claire, si on travaille dans 
des bases 


» 
B=(J8 « 8=[J8 
ii 
adaptées aux décompositions de E et F. Si À = M (u,B,B'), la matrice À est 
décomposée par blocs” 
A = (Ai) gg 
où À;; est la matrice extraite de À correspondant aux colonnes de À relatives aux 
images des vecteurs de B; et aux lignes correspondant aux coordonnées selon les 


vecteurs de B!. On a alors clairement 


Aù = M (ui, B;,B;) 


4-3.2 Matrice d'applications linéaires associée à un 
composé de morphismes 


Si on intercale entre E et F un espace G lui-même décomposé en une somme 
directe 


on s'aperçoit que la composition de morphismes correspond à une règle opératoire 
sur les matrices d'applications linéaires analogue au produit matriciel classique : 


THÉORÈME 4-3.3 Si on se donne deux morphismes u et 


on a, avec les mêmes notations que précédemment, 
Ê 
Vie{L..,ph Vje{l..n} (ou), = D'ou; 
per 


Démonstration : Six € E;ona: 


4 LA 
vu(z) = v(u;(x)) = v (£ Uk ©) = D vus (x) 
k=1 k=t 


Comme par définition u; (x) € Gx on a aussi 


G 


vu (re) = vx (us (r)) = DT D ou (ue, (x) 


k=1 k=1 1 
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Pour obtenir ensuite (vu),; (r), il reste à projeter ce vecteur sur F; 
parallèlement à la somme directe des F; pour { # i. On obtient : 


4 
(vu), (e) = D vu (aus (2) 
k=1 


ce qui démontre la propriété souhaitée. M 


La traduction matricielle est claire : on pourra calculer simplement un produit 
VU de deux matrices V et U décomposées en blocs rectangulaires si le nombre 
et la taille des blocs apparaissant en colonnes pour V correspondent au nombre 
et à la taille des blocs apparaissant en lignes pour U. Formellement tout se passe 
comme si on manipulait des scalaires au lieu de matrices. Il faut cependant faire 
attention à ce que, le produit des matrices n'étant pas commutatif, les blocs de 
V sont à gauche et ceux de U à droite : 


a 
U= (Arhigge et V = (Bnhige © VU = (Cihiger avec Ci; = 2 Enâs 


4-3.3 Exemple d'utilisation 


Les deux exercices qui suivent peuvent se résoudre en utilisant des calculs par 
blocs : 


EXERCICE 4-3.4 Soient À et B deux matrices de G£, (K) qui commutent. Montrer 
que 


m-($ DE) EGce 1 & 414 8 € 62,8) 


On pourra chercher les vecteurs Z de K2" qui sont dans le noyau de M en les décom- 


posant, comme le suggère la forme de Af en deux blocs de taille r : Z = ( 


EXERCICE 4-3.5 Soit u € £x (E,F,) de rang r. Déterminer le rang de l’application 
linéaire 


Le (Es) Lk(EnF)  vruovou 
L'idée est probablement de déterminer le noyau de cette application. On peut travailler 
matriciellement, en choisissant un couple de bases où la donnée u s'exprime le plus 
simplement possible. On peut aussi raisonner géométriquement, en remarquant que 


dE ker Ÿ + v(Imu) C keru 


et en montrant que ce noyau est isomorphe à £(Imu, keru) x £(S,E,) où S est un 
supplémentaire de Im dans F,. 
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4-4 Déterminants 


Le déterminant est un outil théorique important pour étudier l’inversibilité 
d’une matrice carrée : il montre que les matrices non inversibles de M, (K) 
sont les solutions de l'équation polynomiale (par rapport aux n°? variables” ai; 
coefficients de la matrice A) 


det À = 0 


L'existence de cette condition polynomiale a de multiples conséquences. L'une 
d'elles est notamment, si on travaille sur R, qu'une légère perturbation sur une 
matrice inversible donne encore une matrice inversible. Nous y reviendrons dans 
le chapitre de topologie des espaces normés. Si on identifie M, (R) et R'*, on peut 
aussi interpréter l’ensemble des matrices non inversibles comme un (hyper)surface 
ayant une équation polynomiale (on parle de surface algébrique). On se rend alors 
compte que M, (R} n’est (presque) constitué que de matrices inversibles. 

Daus le cadre particulier des espaces euclidiens de dimension n orientés, nous 
interpréterons ultérieurement le produit mixte de n vecteurs (c'est-à-dire leur 
déterminant dans une base orthonormale directe) comme un volume (algébrique), 
celui du parallélépipède construit sur ces vecteurs. 


4-41 Applications mul 
tisymétriques 


éaires symétriques et an- 


Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont sur le même corps commutatif 


K 


4-4.1.1 Applications multilinéaires 


DÉFINITION 4-41 Si (E),ic, sont p espaces vectoriels, el F est lui aussi un 
espace vectoriel, une application 


$S:Ex-..xE, —F 


est die poliadaire: ssf elle ct Dnéaire-par rapport à chuéin de ses araoments, de 
qui signifie que les applications partielles 


EF di Dre int dé Tigtios En) 


obtenues en fixant p — 1 des arguments de ® sont linéaires. 


Nous avons déjà rencontré le crochet de dualité (section 3-1.1) et le produit 
matriciel (cf. théorème 4-1.12) comme exemples d'applications bilinéaires. Nous 
rencontrerons de multiples exemples ultérieurement. Disons simplement que la 
notion de multilinéarité est une généralisation de la notion de ” produit”, l’appli- 
cation p linéaire la plus simple à envisager étant l'application 


K —K (ti. ap} a: 
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Il ne faut évidemment pas confondre linéarité et p-linéarité : si 
S:Ex...xE, +F 


est linéaire, le développement de ® {1 +1,...,%9 + y) donne une somme de 
deux termes. Si ® est p-linéaire, ce développement donne 2? termes. De même 
la p linéarité entraîne 

Den Am) = (a... m9) et Das. 0e... ,2,) = Op 
THÉORÈME 4-4.2 L'ensemble des applications p linéaires de E; x... x E, 
dans F est un espace vectoriel qu'on note £, (E; x --- x E,,F). 


C’est en effet clairement un sous-espace vectoriel de FE *"*E. Lorsque tous 
les E; sont égaux à un même espace E, on note (s'il n'y a pas d'ambiguité) 
Ly(ŒF) pour L,(,F), et on parle d'application p-linéaire définie sur E (bien 
que le domaine de définition soit EH). 


4-4.1.2 Symétrie et antisymétrie 


On se place ici dans la situation où les E; sont tous égaux à un même espace E 
et on suppose que F # {Ur}. 


DÉFINITION 4-4.3 Une application ® € Ly(EF) est dite 


e symétrique si el seulement si la valeur de ®(x1,...,7,) ne change pas si 
on transpose deux vecteurs dans le p-uplet (x1,...,x,). 
e antisymétrique si et seulement si la valeur de D(x1,.… ,#,) est changée en 


son opposé si on lranspose deux vecteurs dans le p-uplet (z1,.. ,7;) 


On note L, (EF) (resp. Lo (E,F)) l’ensemble des applications p-linéaires 
symétriques (resp. antisymétriques) de E dans F. Ce sont clairement deux sous- 
espaces vectoriels de £, (E,F). 


Dans le cas très particulier où le corps K est de caractéristique 2 (c'est-à-dire 
2.1 = OK, soit 1x = —ix) ces deux sous-espaces sont confondus. Il n‘y a dans 
ce cas que la notion de symétrie qui est intéressante. Dans les autres cas (donc 
en particulier lorsque K est un sous-corps de €), les sous-espaces £,,,(E,F) et 
Lyu (EF) sont deux sous-espaces indépendants de £, (E,F). 

Rappel : On suppose que p est un entier naturel > 2. On note ($,,0) le 
groupe des permutations de l'ensemble {1,... ,p}. Il est de cardinal pl. Une 
permutation 7 € &, est appelée transposition si elle permute deux éléments dis- 
tincts : et j (on note r = (i,j) cette transposition) et laisse invariants tous les 
autres . On démontre que toute permutation o € $, peut s'écrire comme produit 
de transpositions et que la parité du nombre de transpositions apparaissant dans 
une telle décomposition de « ne dépend pas de la décomposition. On dit alors 
que o est une permutation paire si elle est produit d’un nombre pair de transpo- 
sitions et on pose € (o) = 1. Si, au contraire, a est produit d'un nombre impair 
de transpositions, a est dite impaire et on pose € (a) = —1. 


€: (Sp0) + ({—1,+1},x) 
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est un morphisme de groupes qu’on appelle signature! 

La définition d'application symétrique ou antisymétrique a été donnée en fai- 
sant opérer une transposition sur la famille de vecteurs (x;), 4. Il en résulte 
immédiatement 


PROPOSITION 4-4.4 Si ® € L, (EF), o € 5, et (riigic, sont p vecteurs 
de E : 


& symétrique = d (x,{1},.-. ,Zoty)) = P(t1,... ,2) 
® antisymétrique = ® (r,{1),... ,To(y) = (a) (ai... ,2) 


4-4.1.3 Application multilinéaire alternée 


Nous donnons ici une définition qui s’avèrera être équivalente à la notion d’an- 


tisymétrie lorsque le corps de base est de caractéristique différente de 
2. 


DÉFINITION 4-4.5 Une application ® € L,(E,F} est dite alternée ssi on a 
D(z1,...œp) = Or dès que deux fau moins) des vecteurs de la famille (x) 


1<i<p 
sont égaux. 


PROPOSITION 4-4.6 Si ® € £, (E,F) est alternée, elle est antisymétrique. 


La réciproque est vraie lorsque le corps de base est de caractéristique diffé- 
rente de 2. 


Démonstration : Si ® € L, (E,F) est alternée, et si (z:);cc, € E 
en développant par multilinéarité 


+ (s. Ti Tjsees Ti H Tjseee ,Tp 


3 n 
sèmeplace Simeplace 


(qui est nul par hypothèse), on obtient une somme de quatre termes 
dont deux sont nuls et il reste 


Dis... ti ,..., %j ,...,% 
CA 1 
place i place j 
D rois dieser Dis Ep 
4 ee 
place à place j 
ce qui montre bien que ® est antisymétrique, 
1On montre aussi que 
a()=e( 
e(o}= [TU 
= 
ii 


et vaut —1 ssi a présente un nombre impair d'inversions, c’est à dire de couples {i, j) tels que 
i< jet oi) > ei). 
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Réciproquement, si est antisymétrique et si (CIIPTPA est une 
famille de vecteurs de E avec 2; = +; pour i  j, en faisant opérer sur 
cette famille la transposition r = (i,j), on obtient 

FCO EER TC) 
ce qui donne bien ®(z:,...,æ,) = Or, lorsque la caractéristique du 
corps est différente de 2. M 


Les propriétés qui suivent sont à la base de la théorie des déterminants : 


PROPOSITION 4-4.7 Si & € L,(E,F) est alternée, on ne change pas la va- 
leur de (z1,... ,r,) en ajoutant à ur des vecteurs une combinaison linéaire 
des autres. Si (r,,... ,x,) est un système lié, alors ® (21,... ,x,) = Or. 


Démonstration : Par exemple, on à 


» 
EEE ) = 


12 
» 
LICE A) YA (x... inc dp) = Dar... ,Tp) 
i=2 
En particulier, si le système est lié, on peut faire apparaître le vec- 


teur nul en ajoutant à un des vecteurs (bien choisi) une combinaison 
linéaire des autres. On en déduit alors ®(x1,...,2,) = Or. M 


4-4.1.4 Exercice : symétrisée et antisymétrisée d’un applica- 
tion p-linéaire 

À partir d’une application ® € £, (E, F), il est facile de construire théoriquement 

des applications symétriques ou antisymétriques. Il faut cependant prendre garde 


que le résultat obtenu peut parfois être l'application identiquement nulle, ce qui 
n’a alors aucun intérêt. 


DÉFINITION 4-4.8 5i © € L, (E,F), on appelle symétrisée de & l'application 
SE DF  D'as... 2) = D (ae)... ;Tet)) 
ces 
et antisymétrisée de ® l'application 
BEF Su...) = D e(o) (ou. ;To(p)) 
2€Sp 

Vérifier que ces applications sont p-linéaires, que ®* est symétrique et ®° est 
antisymétrique. 

La seule difficulté est sans doute de montrer que &* est antisymétrique. Si r 
est une transposition, on à 


San. ve) = D (0) D (rot. Ere6)) 
DTA 


et on utilise ensuite le fait que o ++ r o & est une bijection de $, dans lui-même, 
en remarquant également que {ro a) = e(r)e(o) = —-e(o). 


4-4 Déterminants 103 


REMARQUE 4-4.9 Si & est antisymétrique, on a évidemment ® = pl&. De 
même si ® est symétrique ®* = pl ®. (Attention cependant au terme p! qui peut 
être nul en caractéristique différente de 0) 


REMARQUE 4-4.10 Si K est de caractéristique 2, il est facile de voir que ®* 
est en fait alternée, car si deux vecteurs sont égaux, chaque terme de la somme 
apparaît en fait deux fois dans celle-ci et, en regroupant les termes 2 par 2, 
le résultat est clairement nul. Ceci entraîne que la théorie des déterminants 
développée ultérieurement est en fait aussi valable en caractéristique 2. 


4-4.2 Définition et propriétés des déterminants 
4-4.2.1 Déterminant d’un système de n vecteurs dans une 
- base de E,, d'une matrice carrée 


Soit E, un espace de dimension n rapporté à une base B = (e;),;,. Une famille 
F= (tihige de n vecteurs de E, est caractérisée par sa matrice 


Me(F)= A = (aijhrge € Ma (K) 
Lèren 
L'application 
E SK (5e 3%n) + ana: @nn 


est n linéaire, à valeurs dans K. On parle alors de forme n-linéaire. Le déter- 
minant dans la base B est, par définition, l'antisymétrisée de cette application : 


THÉORÈME 4-4.11 (et définition) Avec les notations précédentes, on ap- 
pelle déterminant dans la base B l'application 


dets: ER (rm... ,m)e 2 e(o)aiti)@20(2) +: Anotn) 
dESn 
C'est une forme n-linéaire alternée sur l'espace E, de dimension n. Elle n'est 
pas identiquement nulle car 
dets(B)= 1 


Démonstration : Seule la propriété dets (B) = 1 est à voir. Lorsque 
F = B, la matrice À est égale à J,, et pour qu'un produit 


Gio(1)%20{2) * *" Eno(n) 


soit non nul, ilest clair qu'il est nécessaire d’avoir & = id{1... n), auquel 
cas ce produit vaut 1. 


Si A= (ais)igier € M,;(K), l'expression D E(a) &ro(1)220(2) : ** Ann) est donc 
jen 
ÉTTA 
le déterminant des vecteurs colonnes de À dans la base canonique de K*. Ce 
déterminant est aussi appelé déterminant de la matrice carrée À et est noté 
det À. 
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DÉFINITION 4-4.12 Le déterminant d'une matrice carrée est le déterminant 
de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de K'. On note 


TT lo 


Cette définition aurait pu être donnée sur les lignes, comme le montre la règle 
de dualité : 


THÉORÈME 4-4.13 Si 4 € M, (K) 
det À = det'A 
Démonstration : Posons À = (a) igee SioeS,,ona 
Ælo(1}@20(2) * * * Eno(n) — Go-1(1} Ao-1(2)2 * * * Co—l{nin 


à cause de la commutativité de la multiplication dans K : comme 
æ est bijective, dans le produit a10{1)226(2) :  - ano(n), il y à pour tout 
1€ {1,... ,n} un seul terme dont le second indice vaut 4, c'est a-1{i. 
Comme £ (a!) = (a), on a 


det A = D e(o7") ao-1{iao-1(2)2"" Go-1(nn 
a€Sn 


et on conclut aisément en remarquant que & — a-! est bijective de 
$; dans lui-même. 1 


Pourquoi cette expression tarabiscotée et parachutée du déterminant? Parce 
qu'elle apparaît de manière naturelle dans le calcul mené dans la section qui suit : 


4-4.2.2 Espace A, (E,) : résultat fondamental 


On note À, (E,) l'espace £, (E,, K) des formes n-linéaires alternées sur l’espace 
E, de dimension n. Les démonstrations sur les déterminants s'inspirent très 
souvent du résultat suivant : 


THÉORÈME 4-4.14 L'espace À, (E,) est un espace vectoriel de dimension 


1. Plus précisément, si B est une base arbitraire de E,, toute forme n-linéaire 
alternée sur l'espace E, est proportionnelle à dets. Si ® € A, (E,) 


& = &(B) dety 


Démonstration : On sait déjà que À, (E, ) est un espace vectoriel 
non réduit à la forme nulle, puisqu'il contient le déterminant dans 
une base arbitraire de E,. Soit B = (ci), <<, une telle base et soient 
DE A (E,) et (ri)igien une famille de n vecteurs de E, caractérisés 
par 


Morse. 195) = AS (aij)iggr € Mn (K) 
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On a alors 
n ñ 
CICR AE DES D ee) 
h=l insl 
En développant par n-linéarité, on obtient une somme de n° termes : 
Dan. san) = Dee ann ain (eu... ei) 
h=l in=l 


Mais comme Ÿ est alternée, il ne subsiste que n! termes éventuellement 
2e» vols : ceux poor Jesguels Jes jpdlises à... , à, sont disbipsts Jens 
à deux, c’est-à-dire pour lesquels il existe o € S, avec Vk ix = a (k). 
En utilisant & comme indice, on obtient : 


Blais... san) = > Got 00292 * © * Rofnjn Ÿ (Eo(1): + ++ » Ea{n)} 
0ESn 
soit enfin, puisque ® est antisymétrique 
Dri,... ,Tn) = P(e1,... ,en)dets(ti,... ,Tn) 


ce qui démontre le résultat. 


EXERCICE 44.15 Montrer que, si p < n, A,(E:) = Lo(En,K) est un espace de 
dimension Ch. Que se passe-t-il si p > n°? 


Le théorème précédent a deux conséquences immédiates : 
COROLLAIRE 4-4.16 Si B et B' sont deux bases de E, 
detyr = detyy (B) dety 


COROLLAIRE 4-4.17 Une famille de n vecteurs de E,, est libre si et seule- 
ment si son déterminant dans une base arbitraire de E, est non nul. 


Démonstration : Soit F une famille de cardinal n de E, et B une 
base. Si F est liée, on a évidemment detg(F) = 0 (cf. proposition 
4-47). Si F est libre de cardinal n, c'est une base de E, et donc 


detz (7) = det (B) detg (F) = 1 
ce qui donne évidemment detg(F) # 0. M 


Comme une matrice carrée est inversible si et seulement si ses vecteurs co- 
lonnes sont indépendants, on a aussi 


COROLLAIRE 4-4.18 Une matrice carrée est inversible si et seulement si 
son déterminant est non nul. 


Attention! Le résultat précédent est essentiellement théorique. Dans la pra- 
tique, on utilise rarement le déterminant pour montrer qu’une matrice est inver- 
sible, à cause de la difficulté engendrée par le calcul des déterminants. 
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4-42.3 Développement suivant une ligne ou une colonne 


Il faut avant tout se souvenir que, par construction, le déterminant est une forme 
n-linéaire alternée sur l’espace des vecteurs colonnes (ou lignes). Donc 


On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant 
à une colonne (ligne) une combinaison linéaire des autres 
colonnes (lignes). Le déterminant est changé en son opposé 
si on permute deux lignes au colonnes. Le déterminant est 
n-linéaire par rapport à ses colonnes (lignes). 


L'utilisation de ces propriétés va permettre un développement théorique du dé- 
terminant : 


Soit À = (ais)rgien = (Ca... , Cn} une matrice de A4, (K). On note (Fihicsca la 

188 se 
base canonique de K” (écrite sous forme de vecteurs colonnes). On a alors pour 
toutjef{l,...,n}: 


det À = det (C1, ,Cj,... ,Cn) = det (a Dal, a) 
ii 
Par linéarité du déterminant par rapport à sa j*"* colonne, on a 


» 2 
det À = YU ai; det (C5, Cy) = D aÿCi 


1 i=l 


où Ci, est le cofacteur de l’élément (1, j}) (ou cofacteur d'indices (,3)} de la 
matrice À, c'est-à-dire le déterminant de la matrice X;; obtenue en remplaçant la 
3% colonne de À par la i*"* colonne de la base canonique. Par n—i transpositions 
successives de lignes, on peut faire descendre la i"* ligne de X;; en dernière 
position, puis par r — j transpositions de colonnes amener la j*"* colonne de la 


matrice ainsi obtenue en dernière place. On obtient donc 
0 


Aÿ 


Cu = (NT (1) = (a; 


antan 1 


où À;; est la matrice de M,-1(K) extraite de À en rayant la iè"® ligne et la 
je colonne, et où ai -:- a, représente la 5" ligne de À dont on a enlevé le 
coefficient a;; d'indice 3. 

Si B= (shige est une matrice décomposée par blocs 


û 
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dans la formule 


det B = > E(o)bo()1bet2)2 * * * brin 
0€Sn 


les seuls termes éventuellement non nuls sont ceux pour lesquels o (n) = n. On 
peut donc considérer que 9’, restriction de a à {1,...,n — 1}, est dans S,_,, et 
comme une décomposition de a’ en produit de transpositions donne aussi une 
décomposition de 9, on à finalement 


detB= Ÿ[ e(o')branbe2-"bern-1n-1 = det B' 


91ESnr 


On obtient donc : 


THÉORÈME 4-4.19 Si 4 = (aishrggr € Ma (K), pour tout j € {1 ,n} on 
a l'égalité F 


det À = YaCi 


(développement suivant la j"* colanne). Dans cette formule, le cofacteur 
Ci; est égal à 


Ci =(-1* A; 
où A;; est le déterminant {d'ordre n—1) de la matrice extraite de À en rayant 
la im ligne et la j*"* colonne. Ce déterminant A;; est appelé (déterminant) 
mineur d'indices (:,j) de la matrice A. Par dualité, on a évidemment, pour 
tout ic {1,...,n} 


det À = 5 Ci 


{développement suivant la i"* ligne). 


Telle quelle, cette formule est essentiellement théorique, puisqu'elle ramène le 
calcul d’un déterminant d'ordre n à celui de n déterminants d’ordre n — 1, donc 
n{n — 1} déterminants d'ordre r — 2 … et finalement à n! déterminants d'ordre 
1, ce qui correspond exactement à la formule de définition, n! étant le cardinal 
du groupe $,. Le calcul sur ordinateur d’un déterminant d’ordre 30 par cette 
formule amènerait plus de 10% multiplications (n! > Oo } ce qui, compte tenu 
du temps requis pour une opération élémentaire donnerait un temps de calcul 
supérieur à 10? ans (évaluation grossière). 

Lorsqu'on utilise cette formule, on essaie d’abord, en utilisant les propriétés 
du déterminant, de faire apparaître un maximum de zéros sur une ligne ou une 
colonne, par des opérations de combinaisons linéaires, ce qui diminue le nombre 
de cofacteurs à calculer effectivement. 
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EXERCICE 4-4.20 Calculer le déterminant de la matrice 


a 0: 0 8 
ON 0 0 / 0 
Mme Elu 
? 0 8 a 0 : 
0 / 0 0 X 0 
8 0: .… 0 « 


4-4.2.4 Expression théorique d’une matrice inverse 


DÉFINITION 4-4.21 Si À € M,(K), on appelle comatrice de À et on note 
com À la matrice 


com À = (Cu)igier 
des cofacteurs de la matrice À. 
THÉORÈME 4-4.22 Si A € M, (K), on a 
At com À = ‘com À.A = (det A), 


Démonstration : Le coefficient de la i®* ligne et 5" colonne de 
la matrice B = A'com À vaut 


bi = S ax 
k= 


et est donc égal à det 4 (développement de det À par rapport à la ième 
ligne). Par contre, si t # j, 


bi = y GixC5h 
er 


et ce termeest nul, puisqu'il correspond au développement par rapport 
à la jè"e ligne du déterminant de la matrice obtenue à partir de A 
en remplaçant la jè ligne par Ja ie, Cette matrice ayant deux 
lignes égales à un déterminant nul. On calculerait de la même façon 
le produit ‘com 4.4. 


Comme on sait déjà qu’une matrice carrée est inversible si et seulement si son 
déterminant est non nul, on obtient : 


COROLLAIRE 4-4.23 Si A€ GL, (K) (avec n > 2}, on a 


1 
1 = t 
Rai com À 
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Dans le cas n = 2, on obtient la formule (qu’il est intéressant de retenir) 


a c\” _ _1 d —c 

d = (S a 
lorsque, bien entendu, ad — bc 0. Hormis ce cas particulier, il est extrêmement 
rare que l’on utilise cette formule pour calculer effectivement l'inverse d’une ma- 
trice. Le résultat qui précède est essentiellement théorique, et est le plus souvent 
traduit par le corollaire suivant, qui affirme l'existence d’une formule d’un type 


particulier pour expliciter A-!, alors que la formule en elle-même n’est pas fon- 
damentale. 


COROLLAIRE 4-4.24 Sur G£, (K), les coefficients de la matrice M7! sont 
des fonctions rationnelles (quotients de deux polynômes à n°? variables) des 
coefficients de la matrice M. 


En effet, tous les cofacteurs ainsi que le déterminant de f s'expriment comme 
fonctions polynomiales des coefficients de M. En particulier, lorsque K est égal 
à R ou €, cela entraînera que la matrice M7? dépend ”continâment” de M. 


EXERCICE 4-4.25 Montrer que 
det (com À) = (det A}! 


EXERCICE 4-4.26 Discuter, en fonction du rang de la matrice À, le rang de la coma- 
trice de À. (Indication : quel théorème peut-on utiliser pour déterminer le rang d’un 
morphisme ?) 


REMARQUE 4-4.27 La détermination pratique de l'inverse d’une matrice peut 
se faire en utilisant Ja méthode du pivot de Gauss. Cette méthode, efficace lorsque 
les coefficients de la matrice sont ”numériques”, c’est-à-dire ne comportent pas 
de paramètres”, à cependant un gros défaut : elle rompt parfois une ”symé- 
trie” dans la matrice, puisqu'elle fonctionne en faisant jouer un rôle à une ligne 
particulière (celle dont l'élément diagonal est choisi comme pivot). On peut par- 
fois raisonner en respectant la symétrie. Quelle que soit la méthode suivie, elle 
correspond finalement à la recherche de l'antécédent d’un vecteur Y quelconque 
de K* par le morphisme canoniquement associé à la matrice À, c'est-à-dire à la 
résolution d’un système : 


AX=Ye X = AY 


EXERCICE 4-4.28 Si les a; sont des scalaires, inverser la matrice (lorsque c'est pos 
sible) 


Zha 1 oe e  1 
1 1 
1 l+tæ 1 
1 1 
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4-4.3 Déterminant d'un endomorphisme 


Nous commencerons par donner une définition géométrique du déterminant, avant 
de le relier à la matrice dans une base quelconque. 


THÉORÈME 4-4.29 (et définition) Soit E, un espace de dimension n et 
u € L(E,). ll existe un unique scalaire, qu’on appelle déterminant de u et 
que l'on note det x tel que pour tout base B de E, et tout système (r:), 
de n vecteurs de E, on ait ma 


det(n{r1),…. ,u(ax)) = detu. dety (1, ,n) 


Démonstration : Si B et B' sont deux bases de E,, les applications 
detg et det sont proportionnelles. Il suffit clairement de faire la 
vérification pour une base particulière. On remarque que l’application 


(ane. 2n) + dets(u(ai),.… ,u(æ,)) 


est dans À, (E,) {vérification immédiate). Comme cet espace est de 
dimension 1 et est engendré par dety, le résultat en découle. M 


REMARQUE 4-4.30 Une autre manière d'énoncer le résultat précédent est de 
dire que Papplication 


AE) AE) eo Bou 


(où ® o u représente, avec un petit abus de notation, l’application définie par 
(ti... ,æn) + P(u(r:}),... ,u(æn)) } est un endomorphisme d’un espace de 
dimension 1 et ne peut donc qu'être une homothétie, dont le rapport est par 
définition le déterminant de u. 


REMARQUE 4-4.31 Avec l'interprétation géométrique que l’on donnera dans le 
cadre de la théorie des espaces euclidiens, le déterminant d’un endomorphisme ap- 
paraîtra comme le rapport de deux ”volumes” : celui du parallélépipède construit 


sur les vecteurs images (u(x1),.… ,u(z,)) et celui du parallélépipède construit 
sur les vecteurs (x1,...,z.). Si on note P ce dernier, on aura donc 
volu(P) 
dus op 


C’est pour cela qu’il ne sera pas étonnant de retrouver des déterminants dans les 
formules de changement de variables pour les intégrales multiples. 


En particulier, en prenant pour vecteurs (xi),,<, les vecteurs de la base B, 
on obtient 


detu = dety (u(B)) (indépendant de la base B) 


Comme les colonnes de la matrice M (u,B) donnent exactement les coordonnées 
des vecteurs de 4 (B) dans B, on a donc 


det u = det M (u,B) 
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COROLLAIRE 4-4.32 Sur l’espace M, (K), le déterminant est un invariant 
de similitude. 


COROLLAIRE 4-4.33 Un endomorphisme de E, est un automorphisme si et 
seulement si son déterminant est non nul. 


Pour dire les choses autrement, si u € L(IE,) est non inversible, son image 
est de dimension inférieure ou égale à n — 1. L’endomorphisme & ”aplatit” donc 
tous les paralléllépipèdes construits sur n vecteurs. Ce n’est pas le cas si u est un 
automorphisme. 

La remarque 4-4.30 montre que la composition par u est en fait une ho- 
mothétie de 4, (E.) de rapport detu. Comme composer les homothéties, c'est 
multiplier les rapports, on a : 


THÉORÈME 4-4.34 Si u et » € L(E,) on a 
det (uv) = det u detu 
COROLLAIRE 4-4.35 Pour À et B € M, (K) 
det (AB) = det A det B 


En particulier, les applications déterminant” sont des morphismes des groupes 
(GL(E:),0) et (G£LA (K) , x) dans le groupe multiplicatif (K°, x). Il sont évidem- 
ment surjectifs puisqu'il est clair que, pour a € K* 


det (Diag(a,1,...,1))= @ 
Siu € GL(E:) et M EGL,(K)ona 


1 
detu 


1 
1 2 
are det À 
Chacun des noyaux de ces morphismes est un sous-groupe du groupe de dé- 
part, dit groupe spécial linéaire” (de E, ou d’ordre n} : 
SL(E,) = {ue GL(E) | detu =1} 
SLa(K) = {ME G£L,(R) | dt M=1} 


det (u7!) = et det ( 


REMARQUE 4-4.36 La multiplication des matrices n’est pas commutative. Ce- 
pendant, pour calculer le déterminant d'une matrice M qui peut se factoriser sous 
la forme M — AB, il est parfois intéressant de calculer plutôt le déterminant de 
BA. 


4-4.4 Exemples de calculs de déterminants 


4-44.1 Cas n=2 ou n —3 : règle de Sarrus 


Pour n = 2, il n’y a que deux permutations : l'identité et la transposition (1,2). 
On a donc 


an Gr 


= Gn@22 — &i2@2 
Ga Az 
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Pour n = 3, il y a trois permutations impaires : 
et (2,3). Il y a également 3 permutations paires : 
longueur 3 notés (1,2,3} et (1,3,2).2 On a donc 


les transpositions (1,2), (1,3) 
l'identité et les deux cycles de 


Gui 2 3 
on Gp 1 | = à — 6 
431 432 03 
avec Ê1 = a11@22038 + @rataa + Gisanas2 


et d2 = ananas + Grarsts + Gisanas 


On remarque que & (resp. 62) est égal à la somme des produits des trois termes 
situés sur les trois diagonales "descendantes” (resp. ”montantes”} du tableau 


Gi Gi @is Gun @12 
On 02 2% A7 02 
Gs1 Gs2 033 3] 432 


obtenu en écrivant à la droite de la matrice À les deux premières colonnes. 

Dès que n > 4, les choses se corsent. Il est d’ailleurs à noter que, dans le cas 
particulier n = 3, il est souvent préférable de d’abord faire apparaître deux zéros 
sur une ligne ou une colonne, ce qui ramène au calcul d’un déterminant d'ordre 
2. 


4-4.4.2 Utilisation de la multilinéarité et f'antisymétrie 


C'est la technique de base. On la verra à l’œuvre dans le paragraphe consacré 
aux manipulations élémentaires. Un exercice un peu plus ”théorique” : 


EXERCICE 4-4.37 Montrer que, pour tout x réel on a 


a {+1} (r+2) (r+3) 
(+1) (x+9) (x+3) (+4) 


G42 (+3 (+47 (+37 [T° 
(+3) (e+4)? (245)? (+6) 
(Indication : trouver une base de R2[X] adaptée au problème). 
Dans $,, si {ai,a2,.… , &} est une partie de cardinal ! de {1,.. ,n}, on note (a, az, ,@) 
la permutation circulaire 
A 02... +40 
{permutation qui laisse invariants les éléments de {1,.. ,n} {ai,az..… ,ar}). Une telle per- 


mutation a même parité que {—1, car il est facile de la décomposer en produit de transpositions : 
(a1,a9,...,æ)# (ar, @):--(a1, as) (ar, az) 


{pour vérifier cctte égalité, se souvenir que le terme de droite est un composé de transpositions, 
qui se lit de la droite vers La gauche). 
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4-4.4.3 Déterminants triangulaires par blocs 


Si L' = (tij)1gien est une matrice triangulaire (supérieure par exemple), le déve- 

16<n 2 . U ps z 
loppement de son déterminant par rapport à la première colonne et une récurrence 
élémentaire donne 


L 
detT= TT 


Cette formule se généralise au cas des matrices triangulaires par blocs : 


THÉORÈME 4-4.38 Si À € M,(K) et B € M,-,(K), quelle que soit la 
matrice C dans M,,,-, (K) on a 


det 


e G [états 


Démonstration : Le calcul est évident si À = I, où B = 1,., 
(développer dans le premier cas par rapport à la première colonne, 
par rapport à la dernière ligne dans le second). Le cas général découle 
de la factorisation 


AC\_f{fH 0 A C 

0 B} \0 BP 0 np 
(On pourrait remarquer aussi que, B et C' étant fixées, l’application 
qui aux p vecteurs colonnes de À associe le déterminant à calculer est 


une forme p-linéaire alternée sur KP, et est donc proportionnelle au 
déterminant de A). 


On déduit immédiatement, par récurrence sur p : 


COROLLAIRE 4-4.39 Si une matrice M est décomposée par blocs (les tailles 
des différents blocs de colonnes correspondant à celles des blocs de lignes : 
sur la diagonale apparaissent des blocs carrés) 


An ? 7? 2? 7 


0 ‘ ? ? 
M=| 5 0 4 ? 7? 
: 0 ‘* 7? 
0... O0 A» 


on a l'égalité 


p 
det M = []det 4; 


i=1 
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COROLLAIRE 4-4.40 Soit u € £(E), avec E de dimension finie décomposé 
en somme directe de sous-espaces stables par u 


E-Or avec u(F;)CE; 


i=1 


Si on note u; l'endomorphisme de F; induit par ü, on a 


Démonstration : 11 suffit d'écrire la matrice de u dans une base 
adaptée à la décomposition E = F,@-..@F,. ® 
4-4.4.4 Utilisation de polynômes 


De nombreux exercices font intervenir des raisonnements sur les polynômes. 
L'exemple le plus classique est celui du déterminant de Vandermonde : 


PROPOSITION 4-4.41 Si (x;),.;, sont n scalaires, on appelle déterminant 
de Vandermonde associé à ces scalaires le déterminant : 


1 1 l 
ET En 
2 2 
Vim)=|l À 
n-1 n=1 
ti Ta 


On a alors 
Veveoml= [] G@-25 


1gicien 

Démonstration : On peut d'abord remarquer que la formule est 
évidente lorsqu’au moins deux des +; sont égaux. Dans le cas général, 
on peut remarquer qu'ajouter à la dernière ligne une combinaison 
linéaire des autres lignes fait apparaître en dernière ligne les valeurs 
d’un polynôme P de degré r — 1 et de coefficient dominant égal à 1 
sur les différents x;. Il est facile de trouver un tel polynôme pour que 
la dernière ligue commence alors par n — 1 zéros. On prend 


ss 
P= ILE - 2) = At ox 4 + (a) on 


où les 9, sont les fonctions symétriques élémentaires® des (x), c;cn_1° 
En effectuant la manipulation 


Ent En — oil ++ (1) on la 
SRappclons que l'on a notamment 


di=ie+enr, 02= D]  æxjetenfin on-1=2-ra 
1gi<ign-1 
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et en développant par rapport à la dernière ligne, on obtient alors 
Vans m)= P(r)V(an... ;En-1) 
ce qui permet de conclure aisément par récurrence. M 
EXERCICE 4-4.42 Par un raisonnement analogue, calculer le déterminant de Cauchy 


1 
Ba. sambe. 1h) = det ( _ 


lorsque les 2n scalaires a; et b; vérifient 
Vij &+b; #0 


{on utilisera ici la notion de décomposition d’une fraction rationnelle en éléments 
simples}. 


EXERCICE 4-4.43 Calculer 


1 cosay cos2@ --- cos(n —1)@ 
1 cosa2 cos2a2 -:: cos(n-—l)a 
1 cosas cos2an ‘+ cos{fn—1l)a, 


Indication : cos kr est un polynôme de degré k en cosz. Quel est son coefficient 
dominant ? 


Terminons par un exercice très classique : 


EXERCICE 4-4.44 Calculer det À avec 


a db b b b 
a ‘+ b b 
A=T 5 a zx db + 
; a . b 
a a % 


Lorsque a = b, ce n'est pas très difficile. Si a ou 6 est ul, encore moins. Si J est la 
matrice carrée d'ordre x dont tous les coefficients sont égaux à 1, l'application 


&r3 det(A+ aJ) 


est polynomiale. Quel est le degré du polynôme qu’on peut lui associer ? 


4-4.4.5  Dérivée d'un déterminant 


Nous reviendrons dans le chapitre sur la dérivation sur le résultat suivant : 


EXERCICE 4-4.45 Si At) = (ai; QE n est une matrice à coefficients complexes 


dont les coefficients sont des fonctions d'une variable réelle £ dérivables sur un intervalle 
1, l'application 


æiti det A (+) 
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est dérivable sur Jet 4 (t) est somme de n déterminants, 
Ê 
g'(t}= Ddet Aït) 
i=l 
où 4; (t) est la matrice déduite de A(t) en remplaçant la &" ligne par sa dérivée au 


point £. (Indication : quelle est la dérivée de £ ++ a,(1) (£) &zo{2y (#) -: *@no{n) (+) 2). On 
à un résultat analogue en travaillant sur les colonnes. 


EXEMPLE 4-4.46 Calculer 


0 0 
: 
D,t)= - 10 
on æ 1 
É 
T° 


4-4.4.6 Utilisation de produits matriciels ou de valeurs propres 


EXEMPLE 4-4.47 Déterminant circulant. Soit M la matrice de M, (C) 


CE 


da-1 as 
ë & 
& 0 CET 


Pour calculer le déterminant de M, on calcule le produit MQ, où Q est la trans- 
posée de la matrice de Vandermonde associée aux scalaires 


(uw... ,wrTt) 


avec w = ec" (c’est-à-dire aux racines complexes ni?" de l'unité). Qu'observe- 
t-on et pourquoi a-t-on multiplié par Q? Parce que ses vecteurs colonnes sont 
vecteurs propres de M. On s'aperçoit sur cet exemple que le déterminant de M 
est égal au produit des valeurs propres de M. Nous y reviendrons dans le chapitre 
sur la réduction des endomorphismes. 
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4-45 Applications des déterminants 


Répétons qu'il s'agit essentiellement d’applications à usage théorique. Il est par 
exemple très rare qu'on utilise les déterminants pour calculer effectivement le 
rang d’une matrice. 


4-4.5.1 Rang d'un système de vecteurs, d’une matrice 


Le théorème 4-1.32 donne immédiatement : 


THÉORÈME 4-4.48 Si A € M,h(K) est non nulle, on a rang À — r si et 
seulement si il existe un déterminant d'ordre r extrait de À non nul, tout 
déterminant d'ordre r + 1 étant nul (s'il en existe). 


Pour étudier le rang d'un système de vecteurs d’un espace de dimension finie, 
on pourra travailler avec la matrice représentative de ces vecteurs dans une base 
arbitraire de l’espace. 


EXERCICE 4-4.49 On dit qu'une suite de matrices Ag = (aiÿ (k)}1gren de Mn (C) est 
1Kén 


convergente si les n? suites complexes (ai; (k}},en sont convergentes. On pose alors 


li = Ï ï 
nas (unes) _ 
ion 
Montrer que la limite d’une suite de matrices de rang r est de rang inférieur ou égal à 
r. Montrer qu’on peut avoir inégalité stricte, 
4-4.5.2 Formules de Cramer 


Il s'agit d’une autre façon de présenter le théorème 4-4.22. On considère un 
système linéaire de r équations à a inconnues (scalaires) : 


ll 


autri ++ + Gintn h 


dutite+@intn = bi 
Quitte + Onntn = bn 
qu'on peut écrire sous forme matricielle 
AX=B avec A= (ais)igign e MA(K) &t B= : ler 
CA 


Ce système est dit de Cramer si et seulement si la matrice À est inversible. Quel 
que soit B, le système possède une solution unique 


X = AB 
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Les déterminants permettent d’expliciter cette solution. On note À = det A 
(le déterminant du système”) et on note À; le déterminant de la matrice obte- 
nue en remplaçant la j*"* colonne de À (celle correspondant aux coefficients de 
l’inconnue +; dans le système) par la colonne B (les termes ”du second membre”). 
Si (a1,... ,2n) est la solution du système, en notant C4 la ke colonne de A 


A = det | C,..., DaiC,...,C | = 2;det(Ci,...,Cj,.. ,Cu) = zjA 
et 


4 
jèmecolonne 


ct on obtient les formules de Cramer” : 


En développant le déterminant A; selon sa j*"* colonne et en écrivant la solution 
du système sous forme d'une égalité matricielle 


X=CB 


on retrouve l’expression de A7! = C' à l’aide de la comatrice de À. 


4-4.5.3 Equations d'un sous-espace vectoriel 


On travaille sur un espace vectoriel E, rapporté à une base B = (e;), <<. Pour 
caractériser un espace vectoriel F,, de dimension p, on peut s’en donner une base 
B'= (u;), <<,» représentée par sa matrice (de rang p) dans la base B 
" De 
A= Mo(B)= (ai)isig 

On sait aussi (théorème 3-3.5) que F, peut s'exprimer comme intersection de 
noyaux de n — p formes linéaires indépendantes (correspondant à un ”système 
d'équations” de F,). De telles formes linéaires peuvent se calculer en utilisant 
les déterminants : comme À est de rang p, on peut en extraire p lignes indépen- 
dantes. En renumérotant éventuellement les vecteurs de B, on peut supposer que 
la matrice 


A! = (ais)igrer € GLo UK) 


Six € E, est représenté dans la base B par la colonne X de ses coordonnées, 
dire que z est dans F, revient à dire que X est combinaison linéaire des vecteurs 
colonnes de À c’est-à-dire que la matrice de Muni (K) décomposée en blocs 
B = (A|X) est encore de rang p. En particulier, les n — p déterminants d’ordre 
p +1 extraits de B 


pouriæp+l,..….,n où X= 


4-5 Application aux systèmes d'équations linéaires 119 


{obtenus en ”bordant” 4’ par les coordonnées d'indices correspondant de X à 
droite, et par une ligne composée d’une ligne supplémentaire de À ct de la coor- 
donnée de X correspondante) sont tous nuls. 

Il est facile de voir que les n — p applications 


2e A,(X) 


sont des formes linéaires indépendantes sur E, : en développant A; (X7} par rap- 
port à sa dernière colonne, on s'aperçoit que A; est combinaison linéaire des 
formes coordonnées (64),<1<, dans la base B. Comme de plus la coordonnée de 
A; selon y, est le cofacteur de x; soit det 4! 3 0 et que, pour j # à choisis dans 
{p+1,... ,n}, À; n’a pas de composante selon &;, l’indépendance de ces formes 
n’est pas difficile à prouver. 

On obtient donc n — p formes linéaires indépendantes identiquement nulles 
sur F,. Elles donnent un système d'équations de F, : 


zeF, &Vi:E{p+1,...,n} A;(X)=0 


EXEMPLE 4-4.50 Equations dans R' de V = vect {(1,2,3,4),(2,4,0,1)}. On 
a ici, en travaillant dans la base canonique de R‘, 


1| [2 
2 4 
Alf 
4 1 


On a souligné une matrice d’ordre 2 inversible extraite de À. Un vecteur de R‘ 
X = (x,y,z,t) est dans V si et seulement si 


12% 127% 
3 0 z2|1=13 0 z2|-=0 
24 y Al: 
soit 12 — 6y = 7z — 61 + 3x — 0. On pourra donc prendre par exemple 
2x —y=0 
SE ee 


Nous reviendrons dans la section suivante sur une utilisation possible de ces 
déterminants pour trouver des conditions de compatibilité pour un système li- 
néaire. 


4-5 Application aux systèmes d'équations 
linéaires 

Dans toute cette section, on considère un système de p équations linéaires scalaires 

à n inconnues (x1,... ,Tn) ! 


Qt + Hot; + + AinEn 


B 


CS): À ut +: + OTs + + + Qintn B: 


Anti + + opt; + Homer = Be, 
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4-5.1 Trois interprétations possibles d’un système 


La matrice des coefficients 
A= (as) igigr € Mon (K) 


est dite matrice du système. Son rang est, par définition, le rang du système. 
Nous donnons ici diverses interprétations de ce système. Avec un point de vue 
différent, on arrive aux mêmes résultats : 


e Une équation linéaire (vectorielle) : Si on note ®4 le morphisme de 
K° vers K canoniquement associé à À, et X la colonne des inconnues , on 
résout 


EN 

®4(X) = B,avec B= | 8; 

8, 
Le système possède des solutions si B € Im ®4, qui est un sous-espace de 
dimension r de KP, et qui est donc caractérisé par un système de p—r 
équations. Si B vérifie ces p— r équations (on parle de p — r conditions 
de compatibilité) le théorème du rang et la section 2-1.7 montrent que 


l’ensemble des solutions du système est un sous-espace affine de 
K", de dimension n —r. 


Ecriture d’un vecteur comme combinaison linéaire d’une famille : 
Si on note U,,... ,U, les vecteurs colonnes de la matrice A (formant donc 
un système de rang r dans KP), le système peut s’écrire 


ait + nn = B 


(il n’y a, à vrai dire, pas grande différence avec l'interprétation précédente : 
Ui,...,Ux forment une base de Im4). On cherche donc à exprimer B 
comme combinaison linéaire de U,,... , U,. Les conditions de compatibilité 
sont encore ici 


B € vect(Ui,... , Un) 


soit p — r conditions, puisque cet espace est de dimension r. Si elles sont 
vérifiées, (en supposant, pour simplifier l'écriture, que La, ,U, sont in- 
dépendants), le système s'écrit 


mit tal = B- ŸÙ al; 


j=r#i 


Quelles que soient les valeurs de (x;),,,€;<, (dites ”inconnues secondaires”), 


les ’inconnues principales” (7), <;<.s'expriment en fonction de ces incon- 


nues secondaires : +; est a coordonnée selon l/; du vecteur B— ŸÙ r;U; 
i=r#t 
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(qui appartient à vect{U,... ,U,)). Un instant de réflexion montre alors 
que les (ti)igigr sont des fonctions aflines des (x;),,,<;<, ce qui doit per- 
mettre de se convaincre que l’ensemble des solutions est un sous-espace 
affine de K* de dimension n — r. 


+ Interprétation par les formes linéaires : C’est ici la théorie de la dua- 
lité qui intervient. Chaque ligne de la matrice À peut être interprétée 
comme définissant une forme linéaire sur K° (on identifie.en fait la forme 
et sa matrice dans la base canonique). Le système s'écrit alors 


DA) = 8 


L(X) = 8, 


Le rang de la famille (L;),«;e, est r. On peut alors extraire une sous-famille 
libre de cardinal r. Quitte à renuméroter les équations, on peut supposer 
que c'est la famille (Li), Les r équations correspondantes sont alors 
considérées comme ”principales”. Les conditions de compatibilité sautent 
alors aux yeux : 


Sik € {r+1,...,p} (soit p —r valeurs), la forme Ly est combinaison 
linéaire des (Li)i gg, soit 


r 
Lx = DT 
il 


Pour que le système possède des solutions, il est évidemment nécessaire que 
les "seconds membres” vérifient les mêmes relations : 


Br = D Hi 
#1 


Si ces p — r égalités sont vérifiées, les solutions du système sont alors clai- 
rement celles du système des équations principales (on dit que le système 
d'équations principales est équivalent au système de départ) 


L(X)=8 


L.(X)= 8, 


Le théorème 3-2.1 montre alors que ce système possède des solutions, qui 
forment un sous-espace afine de K” de dimension n — r. 


Résumons les discussions précédentes : 


THÉORÈME 4-5.1 Pour qu’ un système linéaire de p équations à n in- 
connues et de rang r soit compatible (c'est-à-dire possède au moins une 
solution), il y a p—r conditions à vérifier. Pour ce faire, on peut extraire un 
système de r équations indépendantes et vérifier la compatibilité des p —r 
équations restantes avec ce système. Lorsqu'il y a compatibilité, le système 
est alors équivalent au système d'équations principales et l'ensemble des 
solutions est un espace affine de dimension n —r. 
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L’algorithme du pivot de Gauss permettra de redémontrer ce résultat (c’est en fait 
un quatrième point de vue, celui du calcul numérique” des solutions). Conten- 
tons nous pour le moment de montrer comment les déterminants permettraient 
d'écrire (théoriquement) les solutions. 


4-5.2 Utilisation de déterminants 


Dire que la matrice du système est de rang r permet de considérer un déterminant 
extrait d'ordre r non nul. Quitte à renuméroter les équations et les inconnues, 
on peut supposer 


Les r premières équations sont alors indépendantes. On les décrète principales” 
tout comme les r premières inconnues. lles colonnes correspondantes U,... ,U, 
sont indépendantes, et les conditions de compatibilité (qui se résument comme 
on l’a vu à B € vect(U,... ,U,)) peuvent s’écrire (cf. section 4-4.5.3) 


an @ir | À 

Vie{r+l,…. a=|| Î 
LÉ RS ai ar | 8, 
Gt + Gr Bi 


Si ces conditions sont vérifiées, on peut résoudre le système des r premières équa- 
tions comme un système de Cramer, en faisant passer les inconnues ”secondaires” 
au second membre : 


Qutit-+aur 


Bi— D ours 


krH 


(S)e £ aurite+arz = Bi 5 Te 
k=r4l 


ñ 
B,- >» CrkTk 


ker+i 


Qidi te + arts 


ce qui donne, pour j € {1,... ,r} l'expression (peu utilisable en pratique) 


0) 
TD 2 D 
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an ‘" Qr 
où D est le déterminant | : : |, D; (resp. D; (k)) le déterminant qui 
Gi ère 
B 
s'en déduit en remplaçant la jè"e colonne de D par la colonne : (respec- 
B, 
ak 
tivement par la colonne DA 
Ark 


EXEMPLE 4-5.2 Si a, bet c sont trois constantes réelles, discuter et résoudre le 
système 


@+c)z+(be—1)y+(14+8)(1+c)2=a 
(c+a)r+(ca—1}y+(1+e)(1+a)z=b 
(a+b}z+(ab—1}y+(l+a)(1+#)z=c 


I est peut-être un cas particulier important à envisager : celui de la résolution 
d’un système homogène de n — 1 équations indépendantes à n inconnues. On 
sait alors que l’ensemble des solutions du système est une droite vectorielle de 
K". Il suffit donc de trouver une solution non nulle. Pour ce faire, on résout 
le système de Cramer obtenu en rajoutant une ni” équation fictive supposée 
indépendante des précédentes : 


Quti te +oir; +: +aintn = © 
Qniati + + nil; + + Quinn = 0 
Qniti +" + Qnjti + + QunEn = à 


Si A est le déterminant de ce système, les formules de Cramer donnent 


Caj 


Ti à 


où Ch; est le cofacteur de a,; dans la matrice du système. 

Les solutions du système de départ sont donc proportionnelles aux cofacteurs 
des coefficients d’une ligne fictive ajoutée à la matrice du système. (On peut 
faire le rapprochement avec le raisonnement qu'on fait, en utilisant la notion de 
produit vectoriel, pour déterminer un vecteur directeur de la droite d'équations 


r+y+z=3 
2z—3y4+dz=1 


dans un repère orthonormé d'un espace affine euclidien de dimension 3). 
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4-6 Opérations élémentaires 


Nous avons jusqu’à présent privilégié l'aspect vectoriel, géométrique, pour pré. 
senter le calcul matriciel. Un autre point de vue, plus ’numérique”, est tout aussi 
important, et permet de retrouver certains des résultats étudiés précédemment. 


4-6.1 Matrices élémentaires 
Il s'agit de matrices carrées inversibles, de trois types différents. On travaille dans 


M (R), dont là base canonique est notée (E;) 1éién 


e Matrice de type 7 : Si i et j sont distincts dans {1,... ,r},et }€K, 
on note 


M; = BR +XE; 


C'est une matrice avec une diagonale de 1, et À à l'intersection de la 5m° 
ligne et de la j*" colonne, tous les autres coefficients étant nuls. Ces 
matrices sont aussi dites matrices élémentaires de transvection, pour une 
raison qui apparaîtra plus loin. 


Pour i et j fixés, l'application 
(K,+)— (CL (K),x) À Mi(À) 


est un morphisme de groupes, c'est-à-dire Mi; (À) Mi; (4) = Mi; (à +). 


Matrice de type 7: : Sii€ {1,...,n} et a € K', on note 


Do) = I +(a—1) Ex = Diag fus ne nee 4) 
Cette fois, c'est l'application 
(K',x)—(G£a(K),x) an D(a) 


qui est un morphisme de groupes : D; (a) D:(8) = Dia). Ces matrices 
sont aussi appelées matrices élémentaires de dilatation. 


e Matrice de type 7; : On les appelle aussi matrices de permutation. Si 
9 € (Sn,0), on note P, la matrice de passage de la base canonique (ei), <<, 
de K” à la base (ect) ge ,- V< morphisme de K* canoniquement associé à 
P, est l’unique antomorphisme f, de K' vérifiant 


CSACGETTE 
L'application 


(Suso) + (GL(K"),0) définie par o ++ fe 
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est clairement un morphisme de groupes. ]l en est donc de même de l’ap- 
plication 


(Su30) + (GLn(K),xX) om PF. 


En particulier on a (P,) = P,-. 

Dans chaque colonne de P,, il y à n — 1 zéros et un 1. Plus précisément, à 
la ème colonne, le coefficient &;; est nul sauf si à = & (j), auquel cas il est 
égal à 1 : - 


aj=léize() ee 0" (i) 


Il en résulte clairement que l'on a aussi 
(B)J'=P,a1="Er, 


Dans chaque ligne de P, il y a également n — 1 zéros et un L. Lorsque 
le corps de base est R, la matrice P, peut être considérée comme matrice 
orthogonale (voir le chapitre sur les espaces euclidiens). Comme le groupe 
$, est engendré par les transpositians, nous serons dans la suite amenés à 
considérer le cas particulier des matrices de transposition : si r = (i,j), 
la matrice P, est la matrice qui se déduit de J, en permutant la &"e ligne 
et la jÿ% ligne. C’est unc matrice symétrique, égale à son inverse (c'est la 
matrice, dans une base B = (e;), <<, d’un ev, de la symétrie par rapport à 
l’hyperplan 
vect(er)rgpisy ® vect (ei + €) 
parallèlement à vect (e, — €). 


Evidemment, si une permutation & se décompose en produit de £ transpo- 
sitions 


on aura également 


4-6.2 Opérations élémentaires sur les lignes ou les 
colonnes d’une matrice 


Si À € Myn(K), on définit trois types de manipulations élémentaires sur les 
lignes de À, qui correspondent à une prémultiplication par une matrice élémen- 
taire de G£, (K) : 


+ Opérations de type £, : si i el j sont deux indices différents et À € K', 
on ajoute à la &o Tigne de À la j°" ligne mullipliée par À. Si À est 
considérée comme matrice de vecteurs lignes (Li),<;<,, on symbolise cette 
opération par 


Lie bi+AL; 
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L'interprétation de la prémultiplication de À par une matrice en termes 
de manipulations sur les lignes de À montre que cette opération revient à 
remplacer À par la matrice A; (À) À, ce que l’on écrira en abrégé 


At Mi (A) A 
Il est clair que l'opération réciproque” est simplement À + M;;(—A) A. 


+ Opérations de type £2 : On multiplie une ligne de À par un scalaire 
a € K’, on symbolise par 


Lit+al; 
ce qui correspond évidemment à 


A+ D;(a) A 


e Opérations de type La : On permute deux lignes de À : si i # j, on 
écrira ‘ 


Lie L; 
cette opération qui correspond en fait, si r = (1,5), à 
A+ PA 


On peut être parfois amené à considérer plusieurs opérations successives de 
ce type. Si o = T1--78, la prémultiplication de À par P, correspond en 
fait à effectuer d’abord la transposition 74 sur les lignes de À, puis 741 
te. et enfin T1. ° 


l Lg) 
A+ P,A transforme À = : en î 
DA Le 


Coinme les matrices élémentaires prémultiplicatrices sont dans G£, (K), ces 
manipulations transforment À en une matrice équivalente. 

On définit de la même manière les opérations élémentaires sur les colonnes 
de la matrice À. Elles correspondent cette fois à une post-multiplication par une 
matrice élémentaire de G£, (K) : 


G : Ci Ci+ AC; correspond à À + AM; (À) : attention aux indices! 
C2 : Ci + aCi correspond à À + AD; (a) avec bien sûr à € K° 
C3 : C6 C; correspond à À + AP, où 7 est la transposition (1,3) 


Il est à noter que, cette fois, la post-multiplication par une matrice P, avec « € S, 
remplace la matrice À = (C1,...,C,) par la matrice (Coup, , Co(n))- 
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4-6.3 Lemme du pivot de Gauss 


THÉORÈME 4-6.1 Soit À = (as)iciee € Myn(K). Si aix É 0 il existe 


une suite de manipulations élémentaires de type Li sur les lignes de À qui 
transforme À en une matrice de la forme 


LR 
9 
0 
Si «1 = 0 mais si la première colonne de À n’est pas nulle, on arrive au 


même résultat après permutation de deux lignes de À. 
Démonstration : Si &i1 # 0, il suffit d'effectuer les manipulations 


Lé-li- ip pour2<i<p 
ai, 


Si «ya = 0 avec ay # 0, il suffit d'opérer d'abord la manipulation 
Li & Lx pour être ramené à la situation précédente. M 


COROLLAIRE 4-6.2 Si À est de rang r > 0, il existe une suite de manipu- 
lations L; et £L: et de type C; transformant À en une matrice de la forme 


où @;; # 0 pour 1 < 1 < r. Cette propriété caractérise les matrices de rang 
r. En particulier, À € M, (K) est inversible si et seulement s'il existe une 
suite de manipulations £, et £; transformant À en une matrice triangulaire 
supérieure à coefficients diagonaux tous non nuls. 


Démonstration : Comme À # 0, il existe une colonne de À non 
nulle. Après permutation éventuelle avec la première colonne , on se 
ramène aux hypothèses du théorème précédent, et des manipulations 
£1 (et éventuellement une permutation £L:) transforment À en une 
matrice 


on ? + ? 
Ai 
0 


avec œu # 0 et A1 € Mini (K). Comme 4’ est de rang r, il 
est clair que A est de rang r — 1 (compter le nombre de lignes indé- 
pendantes de 4’). Il suffit ensuite d'opérer sur les lignes et colonnes 
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de A, et de réitérer le raisonnement (les seules opérations sur les 
colonnes étant des permutations, on opérera évidemment les mêmes 
permutations sur les éléments de la première ligne de 4’ : on pourrait 
forinaliser le raisonnement en procédant par récurrence sur r) pour 
transformer finalement À en une matrice 


an ? ? 
see 

0 0 

0 -.- 0 À, 


avec ai À 0 pour 1 <i<r. Comme il est clair que 
rang A"=r=r+rang À, 


on à forcément À, = 0. Comme les manipulations élémentaires 
conservent le rang, on à ainsi caractérisé les matrices de rang r. Les 
matrices carrées inversibles ne sont qu'un cas particulier de ce qui 
précède. M 


4-6.4 Applications 


Ontre la détermination pratique du rang d’une matrice obtenue au corollaire 4- 
6.2, une démarche basée sur les manipulations élémentaires permet de retrouver 
des résultats obtenus précédemment par des considérations plus géométriques : 


4-6.4.1 Résolution d'un système linéaire d'équations 


Les notations sont celles de la section 4-5. Commençons par l’étude théorique 
du système 


AX=B 


où À € Mn (K) est supposée de rang r. On forme alors la matrice complète 
du système 


A'=(A B)E Mynn(K) 


Chaque ligne de cette matrice correspond à une équation du système de départ, 
et les manipulations élémentaires sur les lignes de 4’ transforment cette matrice 
en matrice complète d’un systèrne d'équations équivalent au système de départ. 
On se permettra aussi des permutations sur les n premières colonnes de 4, ce qui 
correspond clairement à une renumérotation des inconnues du système. Si on met 
en oeuvre sur À’ les manipulations transformant À comme en 4-6.2, on obtient 
un système équivalent dont la matrice complète est de la forme (on suppose ici 
r < min(p,n), les cas r = pou r — n s'en déduisant avec une écriture légèrement 
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différente) 
ns TE TI in 

0 : ; D, 

A" = 00 0 De reg °° Ven 


avec +, # 0 pour i = 1,... ,r. La discussion du système est alors élémentaire : 
il n’est compatible que si 


Eu 


= 


, = 0 
{ce sont les p —r conditions de compatibilité ef. théorème 45.1). Si ces 
conditions sont remplies, on peut choisir les r premières inconnues comme in- 
connues principales (attention ! elles ont sans doute été renumérotées...) et on 
s'aperçoit que, pour un choix arbitraire des inconnues secondaires #,41,...%n, 
les valeurs de z1,... ,x, s’obtiennent en résolvant un système triangulaire : les 
(aiigier S'obtiennent de manière unique comme fonctions affines des inconnues 
secondaires. 

Terminons cette section avec quelques remarques numériques”, en supposant 
K=R (ou C) et, pour simplifier r = p = n (système de Cramer). Lorsqu'on 
débute les manipulations élémentaires sur les lignes de la matrice A’, dont les 
coefficients sont entachés d'erreurs (résultats de mesures, de calculs approchés 
etc...) en supposant par exemple a11 # 0, on effectue 


Lie Li, pour 2<ign 
LR 


{on dit que l’on 2 choisi le coefficient diagonal &,1 comme ”pivot”). Une erreur 


€ sur un coefficient de Li sera multipliée par le coefficient “ÈL, ce qui peut être 
œi 

très mauvais si ce coefficient est très grand (d’autant plus qu’on n’en est qu’à la 

première étape du processus de triangulation du système !). Deux stratégies sont 

possibles pour être certain que ce coefficient reste inférieur à 1 en valeur absolue 


{ou en module) : 


e Stratégie du pivot partiel : on cherche dans la première colonne de 4’ un 


coefficient a; maximal en valeur absolue (ou module) et on commence 
par effectuer 


Le li 


C’est donc le coefficient ai, qui est choisi comme ”’pivot”. On opèrera 
de la même façon à chaque étape du processus (avec les notations de la 
dérnonstration du théorème 4-6.2, on cherchera un coefficient de module 
maximal dans la première colonne de À; ete...) 
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» Stratégie du pivot total : on gagne en précision en cherchant parmi les coef- 
ficients de la matrice du système À un coefficient a; ; maximal en module et 
on commencera par effectuer sur la matrice complète 4 les manipulations 


Ci & C; (attention! renumérotation des inconnues) puis Li «+ Li 


On recommencera ensuite avec la matrice A1... Il est essentiel en vuc d'une 
programmation de conserver une trace des permutations de variables. On 
peut par exemple initialiser un vecteur à (1,2, ,n) et opérer sur les com- 
posantes de ce vecteur les permutations effectuées sur les colonnes de A. 


Un exemple montrer l’importance du choix du pivot. Imaginons un calculateur 
rudimentaire opérant en virgule flottante avec 3 chiffres significatifs. Pour notre 
machine on à 


1+107#=1 
Le système d'équations 
10-#x1 + 2 = 1 
a + 22 = 


à pour solutions æ1 = 1,00010... et z2 = 0,9990..., indistinguables pour notre 
machine de z, = 22 = 1. On vérifie aisément que c’est bien cette solution que 
donnerait la méthode du pivot avec le choix &1,1 = 1. Le choix &11 = 1074 serait 
désastreux, puisqu'il amènerait au système équivalent 


102, + æ = L 
(110) = 2-10 


Pour notre machine, la seconde équation donnerait z2 = 1. En reportant aveu- 
glément dans la première égalité, on obtient x, = 0! 


4-6.4.2 Calcul du déterminant d'une matrice carrée 


Pour les matrices carrées, le résultat du corollaire 4-6.2 donne, avec les notations 
de cet énoncé 


det À = + Île 


ie 


où le signe + dépend de la parité du nombre transpositions de colonnes (ou de 
lignes en cas de stratégie du pivot total) effectuées pour amener la matrice À à 
une forme triangulaire. On gardera une trace de ces permutations en initialisant 
une variable signe à +1 et en changeant le contenu en son opposé à chaque trans- 
position de ligne ou colonne cflectuée sur la matrice. Il est à noter que le nombre 
d'opérations de base (addition ou multiplication) effectuées pour obtenir la va- 
leur du déterminant d’une matrice de type (n,n} est en O{nŸ), à rapprocher de la 
quantité astronomique n! que donnerait une stratégie aveugle de développement 
par rapport à une ligne quelconque. 
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4-6.4.3 Calcul de l'inverse d’une matrice carrée 


Si À € G£, (C), mettons en oeuvre la stratégie du pivot partiel. On obtient une 
matrice triangulaire supérieure T et une matrice carrée M, produit de matrices 
élémentaires 


M = PePei PP 
telles que 
MA=T 
Pour obtenir la matrice A4, il suffit de remarquer que 
M = PP PP 


est Le résultat de la suite de manipulations élémentaires que l’on a effectuées sur 
A, opérées en partant de la matrice identité. On réévalue cette matrice à chaque 
étape du processus du pivot. On obtient alors évidemment 


TA!=M 


ce qui permet de remplir la matrice A? ligne par ligne, en partant de la dernière, 
en résolvant le système (triangulaire) 


LB M 
TU: =M= 

La Ma 

en notant Li (resp. Mj) la it" ligne de A7! (resp. de M). 
Dans le cas de la mise en oeuvre d’une stratégie du pivot total, on obtient une 
égalité 
MAP, =T 
où P, est une matrice de permutation. On aura cette fois 
T(AP,) =M 

ce qui permet d'obtenir les lignes de D = (AP,)"!, puis de calculer la matrice 


A7 = P,(AP,)*, en opérant des permutations sur les lignes de D, pour peu 
qu'on ait pris le soin de garder une trace de & (ou de a”!). 


4-6.4.4 Le rang caractérise les matrices à équivalence près 


On obtient ici une version ’algorithmique” du résultat du théorème 42.9. Si A 

est une matrice (a) isie € Mon (K), de rang r > 0, le pivot de Gauss montre 
em 

que À est équivalente à une matrice 


B= (x) igigs = 
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Il'est alors très simple de transformer (par manipulations élémentaires, donc par 
Je Oon-r 


équivalence) cette matrice en J?? = 
Opre Op-rn-r 


} 11 suffit d'opérer par 
exemple 


+ a puis Cie Ci br pour i= 2er 
1,1 


et d'opérer ensuite de même pour les colonnes 2 à r. Remarquons que c'est uni- 
quement à ce stade que nous avons fait intervenir des manipulations élémentaires 
de type £z ou C2 (donc des matrices élémentaires de type 7). Nous verrons, dans 
le paragraphe suivant et dans le cadre des matrices carrées, que ce qui oblige à 
faire intervenir les matrices 72, c’est l'existence du déterminant. 


4-6.5 Exercice : générateurs de G£, (K) 


Nous commencerons par une interprétation géométrique des matrices carrées de 
type 7 ou 7. 


4-6.5.1 Transvections, dilatations 


Soit E un K-ev de dimension n, et H un hyperplan de E On s'intéresse aux 
automorphismes u de E qui laissent invariants tous les éléments de H Si on 
laisse de côté l'identité, montrer qu’il existe un vecteur « # 0g et une forme 
linéaire non nulle & tels que 


VreE u(z)=x+vy{rla 


On distingue alors deux cas : 


e Sia € H, on dit que u est une transvection d’hyperptan H Montrer 
qu’alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u s'écrit M;,; (à), 
avec À  j quelconques et À # 0 arbitraire. C’est pour cela que les matrices 
élémentaires de type 7; sont appelées matrices élémentaires de transvection. 


e Sia é H, montrer que a = w(a) + 1 0 et qu’il existe une base de E où la 
matrice de u s'écrit D; (a) avec à arbitraire. L’automorphisme u est alors 
appelé ditatation de base l’hyperplan H de direction vect (a) et de 
rapport a. Il est obtenu en recollant l'identité sur H et l’homothétie de 
rapport a sur la direction supplémentaire vect(a). Les matrices élémen- 
taires de type 72 sont aussi appelées matrices élémentaires de dilatation. 
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4-6.5.2 Lemme du pivot de Jordan 


On note G l’ensemble des matrices de G£, (K) pouvant s’écrire comme pro- 
duits de matrices élémentaires de type 7. Montrer que G est un sous-groupe 
de G£L (K) et que G CS£, (K) (cf. section 4-4,3) 


LEMME 4-6.3 On suppose À € G£L,(K) avec n > 2. M existe alors deux 
matrices G et C2 dans G telles que 


1 0. 0 

£ 0 

G,AG: = 4 4 

0 

Démonstration : On notera qu'il s'agit de transformer la matrice 

À uniquement par des manipulations de type £1 ou C1. S'il existe un 
indice à > 1 avec «1 0, on choisit 


Gia 
et on effectue les manipulations 
Lié Li —ÀL; 
puis Lj+L;-—a;il; pour j =2-..n 
et C+C;-a;Ca pour j=2...n 


Si tous les coefficients ai, sont nuls pour à > 1, il existe nécessairement 
des indices i et j > 2 avec a;,; # 0, car sinon À ne serait pas inversible. 
T1 suffit alors d'opérer au préalable à 


G+CG+cC; 


pour être ramené au cas précédent. M 


4-6.5.3 Générateurs de G£, (K) 


Déduire de ce qui précède que, si À € G£, (K), il existe des matrices Gi et G 


de G telles 
(ln 0 
GrAGI = ( 0 detA ) 


En déduire que G =S£, (K) et que toute matrice de G£, (K) peut s’écrire comme 
produit de matrices élémentaires de transvections et d’une matrice de dilatation. 
La version géométrique de ce théorème est l'existence d’une écriture comme pro- 
duit de transvections et de dilatations pour tout automorphisme d'un espace 
vectoriel de dimension finie. 


EXERCICE 4-6.4 Soit @ : G£L, (R) + R* un morphisme de groupes multiplicatifs tel 


que 8 (ages s'exprime comme polynôme des n? 
gén 


indéterminées a;,;. Montrer 
qu'il existe un entier p tel que 


VMEGLA(R) (M) = (det M)” 
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4-7 Exercices 


EXERCICE 4-7.1 Soient À et B dans M,(K). On suppose qu'il existe p € N tel que 
APB+4+B =0. Montrer que À et B commutent. 


EXERCICE 4-7.2 Soit p un nombre premier et Æ, un corps à p éléments. Déterminer 
le cardinal de GLa(F,). 


EXERCICE 4-7.3 Etudier le rang et inverser le cas échéant la matrice complexe 


la 1 + 1 

1 Il+ar ce 1 

A= ; : ô £ 
1 ce 1 1+@n 


EXERCICE 4.7.4 Déterminer le rang, le déterminant et la trace de l'application de 
MAaK) dans MK) M ++ AMB, où À, B € MA(K) sont fixées. Même question avec 
Mn'M. 

EXERCICE 4-7.5 Calculer les déterminants des matrices : 

CRT n 


eith b  b Re PS 
Boomth 1 2 8 + n+1 
Da ee l4en 
1+af 1+zi 
1427 143% 


EXERCICE 4-7.6 Soient À et B dans Ma(Q). Montrer l'équivalence des propriétés : 
3PEGL,(C) B=P'AP. 

i)1PEGL,(R) B= PAP. 

iü)3PEGL,(Q) B=P-'AP. 


EXERCICE 4-7.7 Pour € R ct n € N° on pose 


1+r? D - 0 
æ lt x 0 : 
Dafx) =: NT 


z 1+5% 


Montrer que D,{r) est un polynôme en x. Quel est son degré? Trouver une relation 
de récurrence entre les DA. Calculer les Da. 


EXERCICE 4-7.8 Pour n > 1, on note b, le nombre de permutations de {1,:-+,#} 
sans point fixe (on posera bo = 1). Ecrire n! comme combinaison linéaire des b,. Soit 


la matrice : P= (ci) . Expliciter P-1. Déterminer la limite de 6, /n!. 


osier 
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EXERCICE 4-7.9 Soient À, B,C, D € Ma(R) avec C'D + D'C = 0. 


1. Montrer que, si D est inversible, de ( 1 ) = det(A'D + B'C). 


2. Montrer que ce résultat n’est pas valable en général si D n'est pas inversible, 
mais que l'égalité élevée au carré est toujours vérifiée. 


EXERCICE 4-7.10 Soient À € Mmn(R), B € Mam(R) et C = AB. Que peut on 
dire de det C' si n < m? Montrer que, pour r > m : 


» 1 2. m Mo M2 Fm 
dtC=  Y af} ne 7 )rae ( AUS Ve ni] 
TI RT2<--<m 

où “( & . ÿ ) st la matrice extraite de 4 à l'aide des lignes i--.j et des 

colonnes &--.1. Qu'obtient-on pour B = 4? 
A B B B 
B À B B 

EXERCICE 4-7.11 Soient À et B € MAR) et soit M = Se 
B B A B 
B B B A 


appartenant à M,,(R). 
Soit E = {A € R | det(A — XB) # 0}. Trouver une condition nécessaire et suffisante 
sur E pour que M soit inversible et calculer alors M7. 


EXERCICE 4-7.12 Factorisation LU : Soit M € M,(K). On appelle mineurs prin- 
cipaux de M les déterminants (A;)1gien obtenus en rayant les n — i dernières lignes et 
colonnes de M. Montrer que, si M est inversible, il y a équivalence entre les proposi- 
tions : 

i) Les mineurs principaux de M sont tous non nuls. 

ü) M peut se factoriser sous la forme M = LU où L est triangulaire inférieure à dia- 
gonale formée de 1 et U est triangulaire supérieure. 

Montrer qu’une telle décomposition est alors unique. 


EXERCICE 4-7.13 Soit E l'espace vectoriel CF. Montrer que n fonctions f1,---, f, 
de E sont linéairement indépendantes ssi A{a1,2,..,zn) € R” avec det{f(1;)) # 0. 


EXERCICE 4-7.14 Si À € MA(K} on note e(A) sa comatrice. 
1. Comparer les rangs de À et e{4). 
2. Comparer les déterminants de À et e(4). 
8. Pour À, B € M,(K) comparer e(AB) et c(Aje(B). 


4. Si À est non inversible et c{A} = (A;,;) montrer que Vi,5,k,{ Ai; Ai = AkjAie 


Chapitre 5 


Polynômes, réduction des 
endomorphismes 


5-1 Arithmétique des polynômes 


Le programme de première année étudie l'arithmétique des anneaux (Z, +, x} et 
(K[X],+, x). L'analogie entre les deux théories s'explique par l'existence d'une 
division euclidienne dans chacun de ces anneaux. Avec la théorie des idéaux, 
nous repasserons en revue les principaux résultats concernant la divisibilité dans 
l'anneau K[X]. 


5-1.1 Idéal d’un anneau commutatif 


5-1.1.1 Anneau, sous-anneau 


Soit (A, +, x} un anneau. Rappelons que (A, +) cst un groupe commutatif, dont 
l'élément neutre est noté 04, que la multiplication est associative, distributive 
par rapport à l’addition et possède un élément neutre, appelé élément unité de 
l'anneau A, que nous noterons 14, avec la 3% Oa. Lorsque la multiplication est 
commutative, on parlera d’anneau commutatif, 


DÉFINITION 5-1.1 (sous-anneau) Une partie B C À est un sous-anneau de À 
si et seulement si (B,+) est un sous-groupe de (A,+) (donc B est stable pour 
l'addition et lc passage à l'opposé), si la € B et si B est stable pour la multipli- 


cation. 
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ILest alors clair que (B, +, x) est également une structure d’anneau. On vérifie 
qu'une intersection d’une famille de sous-anneaux de A est encore un sous-anneau 
de A. 


DÉFINITION 5-1.2 (morphisme d'anneaux) Si (Ai,+, x) et (A2,+,X) sont 


deux anneaux, une application 
g : Ai — Ar 


est un morphisme d'anneaux ssi @ est un morphisme pour les lois additives et 
multiplicatives et si 


Pa) = La 


Vérifier qu’une composée de morphismes d'anneaux est encore un morphisme 
et qu'images directes ou réciproques de sous-anneaux sont encore des sous-anneaux. 
Ïl en est en particulier ainsi pour l'image d’un morphisme d’anneaux. 

Sur un produit d'une famille d’anneaux est définie une structure ”naturelle” 
d’anneau, pour laquelle les opérations sont définies coordonnée par coordonnée. 


DÉFINITION 5-1.3 {anneau intègre) Un élément non nul a € À est dit divi- 
seur de zéro à gauche s'il existe b E À non nul avec ab = O4 (b est alors évidem- 
ment diviseur de zéro à droite, la distinction n'ayant pas de sens si l'anneau est 
commutatif). Comme 


Vr,yEA ar=ayé a(x—y)= 04 


dire que a n’est pas diviseur de zéro à gauche équivaut à dire que a est simplifiable 
{ou régulier) à gauche {pour la multiplication, évidemment !). 
Un anneau est dit intègre s'il ne possède pas de diviseurs de zéros. 


5-1.12 Groupe des unités d’un anneau 


DÉFINITION 5-14 Un élément a d’un anneau (A, +, x) est dit unité de À ssi 


a est inversible (à droite el à gauche) pour la multiplication. 


Attention au vocabulaire! Une unité d’un anneau n’est pas forcément l’élé- 
ment unité! Par exemple ; dans Z les unités sont 1 et —1. Dans K[X], des 
considérations de degré montrent que les unités sont exactenent les polynômes 
de degré zéro, c'est-à-dire constants non nuls. 

La vérification du théorème suivant est immédiate : 


THÉORÈME 5-1.5 L'ensemble U (A) des unités d'un anneau (A,+, x) est 
un groupe pour la multiplication, appelé groupe des unités de A. 


Si A est un corps, on a évidemment U (A) = A° = À — {04}. 
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5-1.1.3 Divisi 


Nous nous placerons désormais dans un anneau (A, +, X) commutatif sans divi- 
seur de zéro, ce qui simplifie considérablement les règles de calcul, notamment 
pour les simplifications. 


té dans un anneau commutatif intègre 


DÉFINITION 5-16 Si a et b € À, on dit que b divise a si et seulement s’il existe 
c€ À avec a = bc. 


On note en abrégé bla, qu'on lit indifféremment "b divise a”, "best un diviseur 
de a” ou "a est un multiple de 8”. On notera cependant une ambiguïté si a = O4 : 
tout élément b € A divise 04 puisqu'on a toujours 


Oa = ab 


mais on notera que être un diviseur de zéro” à un autre sens pour nous. Ceci 
n’est pas bien grave, puisque la relation de divisibilité n’est intéressante que sur 
les éléments non nuls de l'anneau. 

La relation de divisibilité est évidemment réflexive ct transitive. Elle n'est pas 
véritablement antisymétrique (bien que l’on sache par exemple dans le cas de Z 
qu’en restriction à N° ce soit une relation d'ordre) : 


THÉORÈME 5-1.7 Si (A, +, x} est un anneau intègre, pour a et b€ À 
albet bla Au EU(A) b=ua 


Démonstration : Si b = ua, on à évidemment a = u”1b, et donc «lb 
et bla. Réciproquement, s’il existe c et d € À avec a = cb et b = da, 
on obtient 


a = cda = a (la — cd) = 0a 


Comme l'anneau est intègre, on en déduit a = 04 (donc aussi a = b) 
où cd = 14. Comme a et b jouent des rôles symétriques on aurait 
aussi dc = 14 ce qui montre que c et d sont deux unités de À 


On dit alors que a et b sont deux éléments associés de l’anneau A. On 
définit ainsi une relation d'équivalence sur l’anneau A. Dans le cas de Z, la classe 
d'équivalence de a est {La} et possède donc un unique représentant dans N, égal 
à Jal. Dans K[X], la classe d’un polynôme non nul P est {aP, à € K*} qui 
possède un unique représentant de coefficient dominant égal à 1 (représentant 
normalisé”, on dit parfois ”unitaire”}. Vis-à-vis de la relation de divisibilité, 
on ne peut distinguer deux éléments associés d’un anneau, ils sont équivalents”. 
Les unités d’un anneau divisent tout élément de cet anneau. En particulier, dans 
un corps, la relation de divisibilité est triviale : tout élément non nul divise tout 
élément! C’est pour cela que lorsqu'on a, par exemple, à résoudre des problèmes 
de divisibilité dans Z, il est fortement conseillé de ne faire intervenir que des 
entiers relatifs, mais pas de rationnels : on risque sinon de se laisser entraîner par 
ses notations ct de croire qu’une égalité a = bed avec a,b € Z et c,d € Q peut 
permettre de conclure que b divise a dans Z. 
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DÉFINITION 5-1.8 Un élément a d'un anneau commutatif intègre À est dit ir- 
réductible si a n'est pas une unité de À et si tout diviseur de a est soit une unité, 
soit un élément associé à a (on dil aussi que a n’a que des diviseurs "triviaur”). 


Dans (Z,+, x), les irréductibles sont les entiers naturels premicrs et leurs 
opposés. Dans K{X], la situation dépend du corps K : 

Des considérations de degré montrent qu'un polynôme de degré 1 est toujours 
irréductible. Si K = € la réciproque est vraie. Ceci est conséquence du théorème 
de D’Alembert stipulant que tout polynôme de C[X] de degré > 0 possède au 
moins une racine, et parce qu'on a l’équivalence, valable sur un corps quelconque 
et conséquence de l’existence d’une division euclidienne 


VPEKIX] VaeK (X-a)P& P(a)=0 
Dans le cas où K = R, comme pour P € R[X]etz€C-—-Rona 
P()=06 P(7)=0 


et (X — z)(X — 7} € R{X], on montre aisément que les polynômes irréductibles 
sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré 2 à discriminant stricte- 
ment négatif. 

Dans Q[X], il existe des polynômes irréductibles de degré aussi élevé qu’on le 
souhaite. On peut par exemple montrer {voir exercice 5-8.4) que, pour p entier 
premier, le polynôme 

1+X + X7 4e + XP 


est irréductible dans Q{X]. 


5-1.1.4 Idéal d'un anneau commutatif 
Si (Ai, +, x) et (A2,+, x) sont deux anneaux (non nécessairement commutatifs), 
et ÿ : A + Az un morphisme d’anneaux, son noyau 

kerg = 47" (Ou) 


est un sous-groupe de (A1 ,+) (comme tout noyau d’un morphisme de groupes !}, 
qui possède une propriété plus forte que la stabilité pour la multiplication (cf. 
section 2-2.3) : 


Vae À Vrekery arekerg et za€kerg 
Ceci amène la définition : 
DÉFINITION 5-1.9 (idéal d'un anneau commutatif) Si (A,+,x) esf un an- 


neau commutatif\, une partie T C À est un idéal de À si et seulement si (T,+) 
est un sous-groupe de (A, +) et si 


VaeA VreT axeT 
Si l’anneau n'est pas commutatif, un sous-groupe additif Z est dit idéal à gauche si 
Va€ A VrET areT 


On définit de même la notion d'idéal à droite. Un idéal à droite ct à gauche est dit bilatère. 
Le noyau d'un morphisme d'anneaux est toujours un idéal bilatère de l'anneau de départ 
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REMARQUE 5-1.10 {04} et A sont toujours des idéaux de A. Pour qu'un idéal 
T de À soit égal à A il suffit d’ailleurs que Z contienne 14, ou une unité de A, 
puisque si u € VU (A) NZ 

VaEA a=(au"'}u ET 


En particulier, un corps commutatif K ne possède que deux idéaux {0x} et K. 11 
en résulte, d’après le résultat évoqué en début de cette section, qu’un morphisme 
de corps est toujours injectif. 


REMARQUE 5-1.11 Une partie T non vide de À est un idéal ssi Z est stable 
pour l'addition et vérifie Va € À Vx € T ar € T. En efet, la propriété de 
stabilité pour le passage à l'opposé est conséquence de l'égalité —r — (—14)z. 

Comme dans le cadre des sous-espaces vectoriels, on démontre aisément les 
résultats suivants : 


THÉORÈME 5-1.12 L'intersection d'une famille d'idéaux d'un anneau com- 
mutatif est un idéal. Ceci permet de définir la notion d'idéai engendré par 
une famille d'éléments {ou une partie) de l'anneau. 


THÉORÈME 5-1.13 Si a € À, l'idéal engendré par {a} est l’ensemble des 
muitiples de « dans A. On le note indifféremment (4) ou aA (ou Aa puisque 
l'anneau est supposé commutatif) : 

(a)=aA={ax, x E A} 
DÉFINITION 5-1.14 Un idéal engendré par un élément est dit principal (ou 
monogène). L'idéal principal engendré par a est donc l’ensemble des multiples 
de a. 


EXERCICE 5-1.15 Montrer de même que l'idéal engendré par une famille finie (æ); << 
d’éléments de A est 


(an @2...,0)= {x € AfAri,..2 EÀ r=mut+.+@z,) 


EXERCICE 5-1.16 Si 7; et Z2 sont deux idéaux de A, on appelle somme de ces idéaux 
l'idéal (noté Z1 +72) engendré par la réunion 7, UT. Caractériser les éléments de cette 
somme. 


EXERCICE 5-1.17 Si Z est un idéal de l'anneau commutatif A, on appelle radical 
de Z l’ensemble 


VT={zEA[3nEeN" x" el} 


Montrer que cet ensemble est un idéal de A. En particulier, l’ensemble des éléments 
nilpotents de À (éléments dont une puissance est nulle) est un idéal. 


La notion de divisibilité est liée à la notion d’idéal (principal) : 
THÉORÈME 5-1.18 Dans un anneau À commutatif, pour a et b € A, on a 
bla # (a) C (b} 


Si de plus À est intègre, « et b sont associés ssi ils engendrent le même 
idéal. 
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Démonstration : Si (a) € (b), en particulier a € (b) donc a est un 
multiple de b. Réciproquement, si b est un diviseur de a, il est clair 
que tout multiple de a est aussi multiple de b. 8 


5-1.15 Idéaux de Z et de K[X] 


L'existence d’un division euclidienne dans chacun de ces anneaux a une consé- 
quence très importante, qui va permettre d’unifier la théorie du PGCD (et du 
PPCM) dans ces deux anneaux : 


THÉORÈME 5-1.19 Tout idéal de Z ou de K[X] est engendré par un élé- 


ment. 


Démonstration : En particulier, puisque deux éléments qui en- 
gendrent le même idéal sont associés, tout idéal de K[X] non réduit 
à {0} possède un unique générateur normalisé. De même, un idéal de 
Z possède un unique générateur entier naturel. 

Faisons la démonstration dans K[X], elle est analogue dans Z, 
pour peu que l’on remplace le degré par la valeur absolue. Soit T un 
idéal de K[X]. Si ZT = {0}, on a aussi 7 = (0). Sinon l’ensemble 
des degrés des polynômes non nuls de Z est une partie non vide de 
N, qui possède un plus petit élément d > 0. Si À € Z est choisi de 
degré d, on a évidemment (4) C Z. Si P € T, effectuons la division 
euclidienne de P par À : 


3Q,REK[X] P=AQ+R el R=0 ou d°R < d'A 
Comme Z est un idéal, 1? = P — AG € T, ce qui impose, vu le choix 


de À (degré minimal), R = 0. En conséquence P € (A) et ZI C (A). 
L 


Un anneau commutatif intègre où tout idéal est principal est appelé anneau 
principal. Nous verrons dans la section suivante que l'on peut mener dans un 
anneau principal une théorie du PGCD comme dans Z ou K[X], en utilisant 
uniquement la notion d’idéal. 


5-1.2 Arithmétique dans Z et K[X] 


Nous nous placerons ici dans un anneau principal (A, +, x} quelconque. Dans la 
pratique, ce sera le plus souvent Z ou K[X]. 


5-1.2.1 Plus grand diviseur commun 
Nous étudierons d’abord la notion de PGCD pour deux éléments de A. 
THÉORÈME 5-1.20 (et définition) Si a et b € À, l'ensemble 


(a) +(b) = {ax + bylx,y € A} 
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est un idéal de A. Un générateur quelconque de cet idéal est appelé un 
PGCD de « et b. Si 


(d)= (a) + (+) 
on notera 
d=PGCD(a,b) où d=aAb 


Démonstration : Il est à noter que l'égalité d = PGCD (a,b) n'en 
est pas vraiment une, puisqu'un idéal de À n’a pas en général un 
unique générateur. En particulier, de deux écritures di = PGCD (a,6) 
et d> = PGCD(a,b), on se gardera bien de déduire d) = d2 mais on 
traduira ”d et d2 sont associés”. Bien sûr, dans le cas de Z, si on 
décide qu’un PGCD est toujours positif, il n’y a plus d’ambiguité. De 
même dans K{X] si on choisit systématiquement dans un idéal non 
nul son unique générateur normalisé. 

Vérifier que (a) + (b) est un idéal est immédiat. 


Reste à comprendre la terminologie ’PGCD”. Cela est dû à la caractérisation 
suivante du PGCD, et à la remarque qui en découle : 


PROPOSITION 5-1.21 Pour a,bet d € (A,+, x), on a 


s d divise a et b 
d=PGCD(ab)e { Juve A d=au+bv 
Démonstration : L'implication directe est évidente : si 


(4) = (a) +(b) 


on a évidemment (a) € (d) et (b) & (d) ce qui montre que d est 
un diviseur commun à a et b. De plus, comme d € (d) = (a) + (b), 
l'existence de u et v est assurée. Réciproquement, si d est un diviseur 
commun à « et b, on a (a) € (d) et (b} C (d), donc, puisque (d) est 
stable pour l'addition, (a) + (b) C (d). Si de plus, il existe u,v € A 
avec d = au + bv, on a d € (a) + (b}, donc (d) C (a) + (b). La double 
inclusion montre bien que d est un PGCD de a et b. 


Conséquence : d = PGCD (a,b) peut donc bien être interprété comme un ”plus 
grand” diviseur commun : c’est un diviseur commun, et si 6 en est un autre, 4 
divise tous les éléments de la forme ax + by, donc aussi d — au +bv. d est 
donc un plus grand élément (pour la relation de divisibilité) parmi les 
diviseurs communs de a et b. Cette affirmation n’est pas lout à fait correcte, 
puisque la relation de divisibilité n’est pas une relation d'ordre. Par contre, sur 
2, si l’on décide de choisir d positif, d est bien le plus grand diviseur commun 
de a et b au sens de la relation d’ordre de divisibilité sur N (donc aussi au sens 
de la relation d'ordre naturel, mais c’est moins précis). De même sur K{X}, si 
(A,B) # (0,0) et D = PGCD(A, B), D est un multiple de tous les diviseurs 
communs à À et B, c’est donc aussi un divisenr commun de degré maximal, mais 
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ici encore, on perd de l’information si on ne garde que cet aspect de la définition 
de D. 

De même, si on travaille avec une famille finie (aiigigp d'éléments de À, on 
définira un PGCD par 


d= PGCD (aie, 
(ao... ,a,)= {r € Al, EA &=aa+...+a,z,} = (d) 


l'existence de d étant assuré par le caractère principal de A. Ici encore, on peut 
caractériser d (à la relation ’être associé à” près) par le fait que d est un diviseur 
commun à tous les (a;), <<, pouvant s’écrire 


d= au ++ ap 
Comme on a évidemment 
(ans, 89) = (@r,a2... ,ap-1) + (@) 


il est aisé d'en déduire l’associativité” de l'opération PGCD dans A (atten- 
tion : ce n'est pas tout à fait une loi de composition interne, les égalités sont 
à prendre pour des équivalences pour l'association, remarque valable également 
pour l’énoncé suivant). 


PROPOSITION 5-1.22 Si aj,az,.… ,8, et bE À 
PGCD (bar, bar, , bay) = bPGCD (a, 2, ,aÿ) 


Démonstration : Il suffit de remarquer, avec des notations évi- 
dentes que 


(bai, ba2,.. ,ba) = b(ai,a2,... ,p) 


(égalité entre idéaux de A}, et par conséquent, si d est un générateur 
de l'idéal (a1,a2,... ,&,), bd engendre (ba, baz,... ,ba,). 


5-1.2.2 Eléments premiers entre eux 


DÉFINITION 5-1.23 Des éléments (aï)e:ep de À sont dits premiers entre 
eu (dans leur ensemble) si et seulement si 


la = PGCD (ai,@2,... 0) 


Cela signifie que les seuls diviseurs communs à tous les a; sont les unités de 
A. Il ne faut donc pas confondre premiers entre eux dans leur ensemble” et 
premiers entre eux deux à deux” : il est clair que si PGCD(a,@2) = la, on a 
a fortiori 1a = PGCD(@,a2,...,a»). L'exemple (dans Z) a = 6, a = 10 et 
as = 15 montre que des entiers peuvent être premiers entre eux alors qu'aucun 
couple d'entre eux ne possède cette propriété. 

Si p est un élément irréductible (cf. définition 5-18) et si « € A, un PGCD 
de a et pest diviseur de p. À une association près, c'est donc 14 on p. On a donc 
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PROPOSITION 5-1.24 Un élément irréductible de A est premier avec tout 
élément qu'il ne divise pas. 


Les (a),cig, € À sont premiers entre eux si l'idéal qu'ils engendrent est égal 
à (14) = A. Conune un idéal est égal à l’anneau si et seulement s’il] contient 
l’élément unité, on obtient immédiatement le théorème de Bézout : 


THÉORÈME 5-1.25 Les éléments (aiigig de À sont premiers entre eux si 
et seulement si 


Ju, weA ut. +au, = la 


Une utilisation du théorème 5-1.22 donne immédiatement le résultat suivant, 
très souvent utilisé pour simplifier par un PGCD” : 


PROPOSITION 5-1.26 Si (aire € À On a 


d=PGCD(a,a2,...,a) + 


1a,,...,a,, € À premiers entre eux avec A 


Le théorème de Gauss cest conséquence du théorème de Bézout : 


THÉORÈME 5-1.27 Si a, bet c € À, avec a et b premiers entre eux, et si a 
divise le produit bc, alors a divise c. 


Démonstration : On écrit une identité de Bézout entre a et b : 
Ju,ve À au+bu=— la 


En multipliant par c on obtient acu + (bc}u = c, ce qui montre que a 
divise c, puisqu'il divise à la fois acu et bcv. I 


COROLLAIRE 5-1.28 Si et b € À sont deux éléments premiers entre eux 
qui divisent un même élément c € À, le produit ab divise c. 


Démonstration : e peut s'écrire ad, et est divisible par b. Le 
théorème de Gauss montre que b divise d, donc ab divise ad = c. M 


EXERCICE 5-1.29 Si PGCD (a, b) = La, et 8i on connaît un couple (uo, to) avec 
ao + bto = LA 


montrer que les couples (u, v) vérifiant une telle identité de Bézout sont exactement les 
couples s’écrivant 


u—=uo+zb et v=tw-ra ave x € A arbitraire 


T1 résulte immédiaternent du théorème de Gauss et de la proposition 5-1.24 
l'énoncé : 
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THÉORÈME 5-1.30 Dans un anneau principal’, si un élément irréductible 
divise un produit de facteurs, il divise nécessairement au moins un des fac- 
teurs. 


L'hypothèse d’irréductibilité est évidemment indispensable : dans Z, 6 divise 
4 x 3. Une autre conséquence du théorème de Bézout est : 


THÉORÈME 5-1.31 Si a est premier avec chacun des (a;),.;<, € A, il est 
premier avec leur produit. F4 


Démonstration : On raisonne par récurrence sur p. On se rend 
alors compte que la démonstration pour p = 2 suffit. Si a est premier 
avec a, et a2, en écrivant des identités de Bézout 


et + ait = au + ap = la 
et en multipliant ces égalités, on obtient 
a (auius + Wiaou2 + Uoetr) + (a1d2) vrv2 = la 
identité qui prouve que PGCD (a,a1az) = la. 8 


On en déduit en particulier que, si a et b sont premiers entre eux, il en est de 
mème de toute puissance de a et de Loute puissance de b. 


5-1.2.3 Plus petit multiple commun 
P 
Si (aihigies € À, l'idéal intersection A) est l’eusernble des multiples com- 


ist 
muns à tous les a;. Un quelconque de ses générateurs sera appelé un PPCM des 
(aihigig : 

m = PPCM (as... ,83) & (m) = (ar)N2-. 0 (a) 
Ici encore, cette ”’égalité” est à prendre pour ce qu’elle signifie. m est un multiple 


commun aux (a;)\e;e, € À. C’est un plus pelil” en ce sens qu'il divise tous les 
hs en 


multiples communs aux (aihigiep Il y a ’associativité” de l'opération. Ici encore 
il est clair que 
PPCM (ba, … bas) = bPPCM (a, ,@) 
I y a une relation simple entre PGCD et PPCM de deux éléments : 


THÉORÈME 5-1.32 Si a et b sont premiers entre eux , leur PPCM est 
“égal” à leur produit. Plus généralement , pour a et b quelconques : 
PGCD(a,b) x PPCM (a,b) = a x b 
77 Dans mn anneau commutatif intègre, un élément p est dit premier s'il possède la propriété 
p divise ay = p divise x où y 


Il est facile de voir qu'un élément premier est toujours irréductible. Dans un anneau principal, 
il y à équivalence entre premier et irréductible. 
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Démonstration : Si m est un PPCM de a et b, c'est un diviscur 
de leur multiple commun ab. $i a et b sont premiers entre eux, le 
corollaire 5-1.28 montre que ab divise m et, finalement, m ct ab sont 
associés. 

Dans le cas général, si d = PGCD (a,b), on écrit a = da’ et b = db 
avec PCCD (a',b’)= 1a. On alors 


PPCM (a,b) = d x PPCM (a’,6°) = da'b 
ce qui donne immédiatement le résultat. I 


Plus généralement, si les (a;),<;<, € À sont premiers entre eux deux à 
deux, leur PPCM est égal à leur produit. Mais dès que p > 3, il n'existe plus 
dans le cas général de relation simple entre PPCM, PGCD ct produit. 


5-1.2.4 Algorithme d'Euclide 


Dans un anneau comme Z ou K{X], où existe une division euclidienne, l’al- 
gorithme d’Euclide donne un moyen de calculer un PGCD de deux éléments. 
Rappelons ce résultat dans le cas de K{X} : 

Si Aet B € K[{X] avec B # 0, l'identité de division euclidienne de À par B 
s'écrit 


A=BQ+R avec R=0ou dR< dB 


Si R = 0 alors B divise À et donc PGCD (4, B) = B, sinon il est facile de voir 
que les diviseurs communs à À et B sont exactement les diviseurs communs à B 
et R, donc que . 


PGCD (4, B)= PGCD(B, À) 


En réitérant l'opération, la suite des degrés des restes est strictement décroissante, 
et on atteint nécessairement une étape pour laquelle le reste est nul. Le PGCD 
de À et B est alors le dernier reste non nul dans la suite des divisions 
euclidiennes ainsi effectuée (algorithine d'Euclide). 

Outre un moyen de calculer effectivement un PGCD #, l'algorithme d’Euclide 
est aussi un moyen d'obtenir des polynômes {/ et V vérifiant 


AU + BV = PGCD (4,B) 


Il suffit de remarquer que chacun des restes de l’algorithme d’Euclide est dans 
l'idéal (A) + (B), et qu’on peut, pour chacun de ces restes, obtenir de proche en 
proche une écriture sous la forme Ax? + Bx??. Si on démarre l’algorithme, on 
à par exemple 


A= BQi+ BR, puis B= RiQ2+, Ri = RiQs+ Rs. 


iculté liée cependant à la méthode : en travaillant avec des polynômes ” raison- 
nables” de Q [X], ilse peut que les tailles des coefficients des restes intermédiaires de l'algorithme 
{numérateur et dénominateur de chacun des coefficients} croissent de manière très rapide... Les 
calculs doivent être menés en arithmétique exacte : dans Q [X], le PGCD de X +1 et de X2— 1 
est X + 1. Celui de X + Let de X? — (1 + 10759) vaut 11 
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ce qui donnera 
Ri=A+B(-Q:) 


R2=B- RQ 
Rs = Ri - RQ: 


A(-Q2) + B(1 + Q1Q) 
= A(1 + Q3Q2) + B(—-Q:—-Q3-Q:Q2Q) etc 


Enfin, un résultat théorique important est l’invariance du PGCD (et donc 
du PPCM) par extension du corps de base : 

Si À et B sont deux polynômes de K[X], et si L est un corps commutatif 
contenant K, le PGCD de A et B sera le même (à association près...) s'ilest évalué 
dans K[X] ou dans L{X], tout simplement parce que l'algorithme d’Euclide se 
déroulera entièrement dans K[X]. 

Par contre, la notion d’irréductibilité dans un anneau de polynômes dépend 
du corps de base : dans R[X], le polynôme X? + 1 est irréductible, il ne l'est 
pas dans C[X]. Cela doit faire réfléchir au résultat de la section suivante, où l’on 
montre que dans K[X] (et, pour les curieux, dans tout anneau principal) PGCD 
el PPCM peuvent s'exprimer à l’aide de diviseurs irréductibles. 


5-1.2.5 Décomposition en facteurs irréductibles 


Rappelons le résultat du programme de première aunée : 


THÉORÈME 5-1.33 Tout polynôme de degré au moins 1 de K[X) admet 
une décomposition comme produit d'un scalaire non nul et de polynômes 
irréductibles. Cette décomposition est unique à l'ordre des facteurs près si 
on impose à ces diviseurs irréductibles d'être normalisés. 


Revoyons la démarche de la démonstration : si P = P, est irréductible, il 
suffit de le normaliser, Sinon on peut lui trouver un diviseur irréductible {1 de 
la manière suivante : P possède un diviseur strict Q1. Si Q est irréductible, on 
prend / = Q. Sinon on choisit un diviseur strict de Qs, soit Q2 et on continue 
la démarche … Comme les degrés des Q; forment une suite d’entiers strictement 
décroissante, on arrive nécessairement au bout d'une nombre fini d'étapes à un 
diviseur irréductible. On recommence avec le polynôme PF = Po/h ete lei 
encore le processus s'arrête car les degrés des P: vont en décroissant. L'unicité se 
démontre à l’aide du théorème de Gauss. 

En changeant de notations et en regroupant les facteurs irréductibles apparais- 
sant plusieurs fois dans la décomposition de P, on obtiendra une décomposition 
unique (à l'ordre près) sous la forme 


P= APE... pen 


avec À € K', Les P, polynômes irréductibles normalisés distincts deux à deux et 
a € N°. 
EXERCICE 5-1.34 Montrer que, si K est un corps fini, il existe dans K[X] des poly- 


nômes irréductibles dont le degré est plus grand qu’un entier choisi arbitrairement. 


COROLLAIRE 5-1.35 Si À et Z € K[X] sont de degré au moins 1, B est 
un diviseur de À ssi tous les diviseurs irréductibles apparaissant dans la 
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décomposition de B apparaissent aussi dans la décomposition de À, avec un 
exposant au moins égal. 


COROLLAIRE 5-1.36 Si À et B € K[X] sont de degré au moins 1, si 
Pi, P,... , Px sont les polynômes irréductibles normalisés apparaissant dans 
au moins une des décompositions de À et B : 


A=)AP#... PO et B= Pl... pêt 
avec cette fois à; € N, €Neta;+9,>0),ona 
foi N, BEN , > 0 
PGCD (A, B)= Prend)... printed) 
PPCM (4, 8) = parles). pren) 
{on retrouve évidemment le résultat du théorème 5-1.32) 


Les résultats énoncés ci-dessus se retrouvent dans Z, pour peu que l’on rem- 
place 
"polynôme de degré > 0” par entier € Z—{0,+1}" 
scalaire non nul” par +1” 
polynôme irréductible normalisé” par entier naturel premier” 


les démonstrations sont identiques. Qu'en est-il dans un anneau principal quel- 
conque ? 

EXERCICE 5-1.37 Montrer que les résultats précédents sont vrais dans un anneau 
principal (existence d'une décomposition en facteurs irréductibles, unicité à l’ordre des 
facteurs et aux unités près, expression du PGCD et du PPCM). Pour paraphraser la 
démonstration du théorème 5-1.33, on démontrera d’abord le 


LEMME 5-1.38 Dans un anneau principal, toute suite croissante d'idéaux 
{pour l'inclusion) est constante à partir d'un certain rang. 


5-2 Calculs polynomiaux dans une algèbre 
Si (A,+, x,.) est une K-algèbre (cf. 2-2.3), on peut, pour a € À, définir une 
combinaison linéaire de la famille (a‘);ew. (On rappelle que, par convention, on 


pose «° = 14). Cela revient en fait, dans un polynôme P € K{X], à substituer à 
l'indéterminée X la ”valeur” a € A. 


5-2.1 Morphisme P + P (a). Algèbre K{a] 


m 

DÉFINITION 5-2.1 Si A est une K-algèbre et P = YoxX* € K[X], pour 
k=0 

a € A, on définit P(a) € À par 


P(a)= D œe* = aola + ou +. + one" 
40 
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On notera que l'on remplace X° (polynôme habituellement identifié à 1x) par 
la et pour k > 1, XË par a* dans le polynôme P. Les règles de calcul dans une K- 
algèbre (distributivité de la multiplication par rapport à l'addition, exportativité 
des scalaires elc…) montrent facilement que 


THÉORÈME 5-2.2 Si a est un élément fixé d'une K-algèbre (A,+, *,.), 
l'application 


K(X}J=A Pr P(a) 
est un morphisme de K-algèbres (cf. définition 2-2.7). 
Démonstration : Les vérifications des égalités 
(P+2Q)(a)= P(a)+AQ(a) et (PQ)(a) = P(a)Q(a) 


sont immédiates. 


Certains exemples de telles applications sont bien connus : dans le cas À = K, 
il s’agit d’une évaluation d’un polynôme sur un élément du corps de base, notion 
derrière celle de fonction polynôme. Le cas À = K[X] correspond à la notion de 
composition de polynômes : si À € K[X], on a simplement P (A) = Po A. 

Nous étudierons plus particulièrement les cas À =£K(E), algèbre des endo- 
morphismes d’un K-ev E et A = M, (K) algèbre des matrices carrées à coefficients 
dans K Ce second exernple est la copie du premier, lorsque E est de dimension 
finie n, pour peu que l’on fixe une base de E. Le parle alors de polynômes 
d’endomorphismes ou de matrices. 


THÉORÈME 5-2.3 (et définition) L'image du morphisme 
K(X]+A Po P(c) 
est une sous-algèbre de À, qu'on notera K{a]. C'est clairement la plus petite 
sous-algèbre de A contenant a. On l’appelle donc sous-algèbre engendrée 
par a. Elle est commutative. 
Démonstration : évident. 


On a donc clairement 


Ka] = {P(a), PE K(X]} = vect (ai) 


iEN 


5-2.2 Idéal annulateur 


Dans l'algèbre M3 (R), considérons la matrice 


—9 —10 —20 
A= 4 5 8 
2 2 5 
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et supposons que l’on ait à calculer P (A), avec P = 27X154+ X7-2X443. Ceci 
peut sembler fort calculatoire au début, mais si l'on calcule 4?, on trouve 43. Il 
en résulte évidemment que les puissances impaires de À valent À, les puissances 
paires valant évidemment /2. On a donc 


P(A)= %A+# 


dont la valeur numérique s’obtient, finalement presque sans calcul. Ce genre de 
simplification se généralise. Si on cherche à formaliser le calcul qu’on vient de 
faire, on a remarqué que le polynôme 


Q=x?-1 


vérifie Q(A) = 0 (on traduit exactement que À est matrice d'une involution, 
c'est-à-dire d’une symétrie vectorielle). Remplacer dans P (A) les puissances de 
À par À ou ?, selon la parité de l’exposant revient exactement à calculer R(A), 
où R est le reste de la division euclidienne de P par Q. On généralise avec les 
définitions et résultats suivants : 


DÉFINITION 5-24 Si a est un élément d'une K-algébre (A,+, x,.), un po- 
lynôme P € K{[X] est dit annulateur pour a (on dit aussi a annule P) ssi 
P{a) = 04. 


Lorsque A = K (ou un sur-corps de K), on peut dire aussi que a est une racine 
de P. On réservera la terminologie ”racine” à cette situation particu- 
lière, en particulier pour éviter des erreurs concernant le nombre d'éléments d’une 
algèbre annulés par un polynôme : dans M; (R), le polynôme X? — 1 annule une 
infinité de matrices. Les solutions de À? — J, vérifient 


(A = B)(A+ Bb) = 03 


mais l'algèbre M3(R) n’est pas intègre. Le polynôme X? — 1 n'a évidemment 
que deux racines réelles, R étant un corps. 


THÉORÈME 5-2.5 (et définition) Si a appartient à une K-algèbre (A, +, x..), 
le noyau du morphisme P ++ P(a) est un idéal de K{X]. C'est l'idéal formé 
de tous les polynômes annulateurs de 5. On l'appelle idéal annulateur de &. 


On a alors deux possibilités : 


« Le morphisme P + P(a) est injectif, son noyau étant réduit à (0). a ne 
possède alors pas de polynôme annulateur non trivial, et l’algèbre K{a] est 
isomorphe à K{X]. En d’autres termes, si on effectue des calculs sur des 
polynômes en a, il n’y à pas moyen d'abaisser les degrés en faisant des 
simplifications comme nous avons pu le faire sur l'exemple introductif de 
cette section. 


e L'idéal annulateur de a n’est pas réduit à zéro. C’est donc un idéal princi- 
pal de K[X], engendré par uu élément de K{X], polynôme anuulateur qui 
divise tous les autres, donc en particulier de degré minimal. 
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DÉFINITION 5-2.6 $i a est un élément d'une K-algébre (A, +, x, .) qui possède 
un idéal annulateur non trivial, on dit aussi que a possède un polynôme minimal, 
et plus précisément on appclle polynôme minimal de a tout générateur de cet 
idéal annulateur. 


Si x est un polynôme minimal de a, on a donc 
VPEK[X] P(a)=0a& » divise P 


Remarquons qu'avec notre définition, il n’y a pas unicité du polynôme minimal, 
il s’agit plutôt d’une classe d'équivalence pour la relation “être associé à”. Il 
y aurait bien sûr unicité si on imposait à x d'être normalisé. (On se permettra 
cependant l'abus de langage "soit x le polynôme minimal de a”.….). Par exemple il 
est facile de voir que X?—1 est un polynôme minimal pour la matrice À € Ms (R) 
envisagée au début de cette section. Réciproquement, si B € M3(R) vérifie 


B=h 


le polynôme X? — 1 est annulateur pour B. Comme il ne possède (à un scalaire 
multiplicatif non nul près) que les diviseurs stricts X — 1 et X +1, on a trois 
possibilités : 


- Le polynôme minimal rg vaut X —1eton a B= 2. 
- x8 = X+1et donc B = —1. 


- r8= X?-1,et B est matrice d'une symétrie vectorielle de R par rapport 
à un sev E; parallèlement à un sev E.1 de dimensions strictement positives. 
Cela signifie que B est semblable à une des matrices 


1 0 0 1 0 O0 
0 1 O0 ou | 0 -1 0 
0 © —1 0 0 -] 


L'ensemble des matrices de M: (R) annulées par X? — 1 cst donc réunion 
de quatre classes de similitudes. 


THÉORÈME 5-2.7 Un élément a d'une K-algèbre (A,+,x,.} possède un 
polynôme minimal 7, si et seulement si l'algèbre K[a] est de dimension 
finie. On a alors 


dimK{a] = dr, 
et plus précisément, si d'est ce degré, {14,a,... ,a“1} est une base de K{a]. 
Démonstration : Si a n'a pas de polynôme minimal, K{a] est iso- 
morphe à K{X] et est donc de dimension infinie. Si à l'inverse a 
possède un polynôme minimal 7, de degré d, il est clair que la famille 


{la,a,.…. ,a%1} est libre dans K{al, car une relation de liaison non 
triviale 


d=1 
D ane* = 04 


K=0 


5-2 Calculs polynomiaux dans une algèbre 153 


d=1 
donnerait un polynôme annulateur non nul P = Ÿ[ ax X* de degré 


strictement inférieur à celui de #,, en contradiction Aie la définition 
der. De plus, la famille {14,a,..…. ,a%-1} engendre K[a], puisque, si 
be K{a, il existe un polynôme P € K[X] avec b = P{(a). L'identité 
de division euclidienne de P par r, s'écrit 


P=rQ+R ave R=0ou dR<d-—1 
ce qui donne bien 
b= Pa) = r,(a)Q(a) + R(a) = R(a)e vect{la,a,..…. at} © 


EXERCICE 5-2.8 Si a € (A,+, x,.) possède un polynôme minimal, montrer qu'il en 
est de même pour tout élément de À pouvant s’écrire P (a), où P € K[X]. 


COROLLAIRE 5-2.9 Dans une K-algèbre de dimension finie, tout élément 
possède un polynôme minimal. 


C’est en particulier le cas pour l’algèbre des matrices carrées M, (K) ou l’al- 
gèbre des cendomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. Si dim À = p, 
pour tout a € À on aura dimK{e] < dimA = p, donc le polynôme minimal de a 
est de degré* au maximum égal à p. 


EXERCICE 5-2.10 Soit Q € K[X]. A quelle condition l’endomorphisme de K[X] 
défini par P + QP possède-t-il un polynôme minimal ? 


EXERCICE 5-2.11 Soit Lun sur-corps de K et À € M, (K}. Montrer qu'un polynôme 
minimal x € K[X]de À € M, (K) est aussi polynôme minimal de À considérée comme 
matrice de M; (L). 


Ce qu'il faut retenir de ce qui précède est essentiellement ceci : 
Dans la sous-algèbre X [a] de (A, +, x,.} engendrée par un élément a pos- 
sédant un polynôme minimal r, les calculs peuvent être menés ”’modulo 
T”, c'est-à-dire que, pour évaluer P (a), on peut, pour abaisser le degré, effectuer 
d'abord La division euclidienne de P par x, ei calculer R(a) où R est le reste de 
cette division. Il est d’ailleurs à remarquer qu'on peut de même abaisser le degré 
dès qu’on connaît un polynôme annulateur (non nécessairement ” minimal”). 


EXERCICE 5-2.12 Calculer P (1+ 5ÿ2+ j2 V4) où 


Hri8 et P 2 X1- 5XI + 3X2 + 18X — 21 


j 
EXERCICE 5-2.13 Si À € M, (R) vérifie 47 — 54 = 6/,, expliciter 41% comme 
combinaison linéaire de À et J,. 

Si a possède un polynôme minimal, il est facile de caractériser les éléments 
inversibles de l'algèbre K[a] : 


ADans le cas de l'algèbre A4 (K), pour laquelle p = n?, on verra mieux plus loin {théorème 
de Cayley-Hamilton} : le polynètme minimal d'une matrice de A4, (K) est de degré au maximum 
égal à » 
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THÉORÈME 5-2.14 Si un élément « d’une K-algèbre (A, +, x, .) possède un 
polynôme minimal x, un élément P (a) est une unité de A si et seulement 
si te polynôme P est premier avec r,. L'inverse de P (a) est alors lui-même 
dans K[a]}, donc peut s’écrire comme un polynôme en a. 


Démonstration : Si P est premier avec ra, on peut écrire une 
identité de Bézout entre P et ra : 


AUVEK[X] UP+Vr=1 
ce qui donne 
Ua) P({a)=1a 
et prouve l’inversibilité de P (a) avec (P(a)} * = U (a) € K[a] 5. Si 
Pa’est pas premier avec r,, en notant {) = PGCI) (Pr), on peut 
écrire 
P=DPi et ra = Dr! 
et comme dD > 0, on a r'(a) 04 (par définition du polynôme 
minimal). On a cependant 
m'a) P(a) = 7 (a) D(a) Pi (a) = ma (a) P (a) = 04 
ce qui montre que P (a) est diviscur de zéro dans À et ne peut pas, 
par conséquent, être inversible. DB 


En particulier a est inversible ssi X ne divise pas mr, c'est-à-dire ssi x, (0) # 0. 
Le calcul de l'inverse de a est alors immédiat : par exemple, si À € M, (K) vérifie 
A3 2A24 51, = 0,, on a immédiatement , 
l 2 
54, =-A(A?-24) + AT! = = (24 — À!) 
2 


EXERCICE 5-2.15 Si a n’a pas de polynôme minimal, quels sont les éléments de l’al- 
gèbre K{a] inversibles dans K(a]? 


5-2.3 Polynômes d'endomorphismes et matrices 
Si E est un Kev de dimension finie n, et si u € £x(E), lorsqu'on représente u 
par sa matrice À dans une base B, on a évidemment, pour P € K[X] 
M(P(u),B)= P(4) 
Cela montre aussi un résultat qui est algébriquement évident (toute similitude 
associée à une matrice inversible est un automorphisme de l'algèbre M, (K)) : 
Pour A€ M, (K), M € G£, (K) et PE K[X] 

P(MT'AM) = MT'P(A)M 
Les calculs polynomiaux ’comimutent” d'une certaine manière avec les similitudes 
de M (K). 


SVoir également l'exercice 41.30 
SPlus généralement, toul automorphisme d'une algèbre À commute avec les calculs polyno- 


maux 
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EXERCICE 5-2.16 Montrer qu’une matrice et sa transposée ont même polynôme mi- 
nimal. 


5-2.4 Cas d’une algèbre intègre 


Nous envisageons ici le cas particulier où la K-algèbre A est intègre? 


THÉORÈME 5-2.17 Si (A,+, x,.) est intègre et si a € À possède un poly- 
nôme minimal, celui-ci est irréductible. 


Démonstration : Si x, n’est pas irréductible, il admet une factori- 
sation en diviseurs non triviaux 


ma = mm 


et on a alors, pour des raisons de degré 
7 (a) On, n° (a) 5 Oa et mr! (a)n°? (a) = Ou 


ce qui nie l'intégrité de A 


COROLLAIRE 5-2.18 Si (A,+, x,.) est intègre, un élément a € A possède 
un polynôme minimal si et seulement si (K[«],+, x) est un corps. 


Démonstration : Si a n'a pas de polynôme minimal (K[a] ,+, x) 
est isomorphe à (K{X],+, x) et n’est pas un corps. Si a possède un 
polynôme minimal +, celui-ci est irréductible. Si P (a) est un élément 
non nul de K[«}, x, ne divise pas P, donc est premier avec P, et donc 
P(a) est inversible dans K[a] (théorème 5-2.14). 


EXERCICE 5-2.19 Si À n’est pas intègre, à quelle condition nécessaire et suffisante 
K{e] est-il un corps? 


5-3 Sous-espace stable par un endomor- 
phisme 


Dans le reste de ce chapitre, nous utiliserons des polynômes d’endomorphismes 
(ou de matrices) pour simplifier l'étude de ces endomorphismes, essentiellement 
pour réduire les dimensions” des espaces sur lesquels ils opèrent. 


TCe n'est évidement pas le cas dans ce qui nous intéressera dans la suite de ce chapitre, à 
savoir les algèbres de matrices carrées ou d'endomorphismes d’un espace vectoriel. Par contre, 
un cas théoriquement très important où les résultats de cette section s'appliquent est celui où 
A = L est un sur-corps de K. Un élément a de LL possédant un polynôme minimal dans K[X] 
est alors dit algébrique sur K. Il est dit transcendant sur K dans le cas contraire. 
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5-3.1  Endomorphisme induit sur un sous-espace vec- 
toriel stable 


Soit E un K-ev et u € Lx(E). Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable 
par u (en abrégé w-stable) si et seulement si 


“(Fc 


Il est alors clair qu'on peut considérer (en commettant un petit abus de langage, 
correspondant à une restriction de l’espace d'arrivée) que u|r est une application 
linéaire de F dans F, qu’on appelle endomorphisme de F induit$ par vu. 

Si l’espace E est de dimension finie n, on sait qu’on peut représenter u par 
sa matrice dans une base B de E. Si cette base est choisie nimporte comment, il 
est peut être difficile de voir qu'un sous-espace vectoriel F de dimension p est u- 
stable. Par contre, si la base B est adaptée à F (c'est-à-dire que les p premiers 
vecteurs de B forment une base de F, les n — p derniers formant une base d’un 
supplémentaire $ de F), on a une caractérisation de la stabilité de F par u : 

F sera u-stable si et seulement si les images des vecteurs d’ine base de F sont 
dans F, ce qui donne : 


PROPOSITION 5-3.1 Si F est un sous-espace de dimension p d'un espace 
E de dimension n, et u € £x(E). F est u-stable si et seulement s'il existe 
une base de E adaptée à F dans laquelle la matrice de u se décompose par 
blocs 


Mu, B = BrU Bs) = ( : É ) 
où l'on a bien sûr 
A = M (ufr, Br) € M, (K) 
et donc 


detu = det À det C = detulr det © 


La matrice aura alors une forme analogue dans toute base de E adaptée à 
F. 


Si de plus S est lui-même u-stable, cela se traduira sur la matrice précédente 
par B = 0 (dans ce cas, on aura aussi C = Muls,Bs) € Ma, (K)), et on 
pourra interpréter 4 comme recollement des endomorphismes ulr € £k(F) ct 


uls € Lx (S) ° 


Cette notion n’a évidemment de sens que si F est u-stable. Dans le cas contraire, on à 
simplement ufr € Lu (F,E) 


» 
“Plus généralement, si E = D, les sous-espaces F, sont tous u-stables pour à = 


s=1 


sp 


» 
si et seulement si, dans toute base B = (e B: adaplée à la décomposition de E, la matrice de 1 


il 
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Cette situation est particulière : un sous-espace stable par un endomorphisme 
ne possède en général pas de supplémentaire stable. Par exemple, l'endomor- 
phisme de R? exprimé dans la base canonique par la matrice 


il 
m=(5i) 
possède une unique droite vectorielle stable (laquelle?) qui ne possède donc 
évidemment pas de supplémentaire stable. 


Le théorème suivant est souvent utilisé pour déterminer des sous-espaces 
stables par un endomorphisme : 


THÉORÈME 5-3.2 Si deux endomorphismes u et v d'un espace vectoriel E 
commutent, le noyau et l’image de v sont deux sous-espaces stables par u. 


Démonstration : Soit x € kerv. On a 
v(u(z)} = u(v(z)} = u(0e) = 0e 


donc u(r}) € kerv, qui est donc u-stable. De même, si x € Ime, il 
existe un vecteur y € E avec x = v(y). On a alors 


ua) = u(o(u)} = v(u (y) € Imv 
L'image de v est donc aussi u-stable, 
$Siuov=vou, on vérifie immédiatement par récurrence sur p que 
VpEN wou=uonw 
et, par linéarité 
VPEK{X]  P{vhou=uo P(v) 

el en conséquence 

uov=vou = le noyau (ou l’image} de tout polynôme en v est u-stable 
En particulier, comme «# commute avec tout polynôme en w 


VPEK[X]  kerP(u) et Im P{u) sont u-stables. 


st diagonale par blocs 


A 0 0 0 
0 A: 0 0 
MB) = ER: 
0 0 0 A, 


p 


avec Ai = M (ufr, &). On a alors 


? 
detu= [Tdctuir, 


i=l 
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5-3.2 Théorème de décomposition des noyaux 


Ce théorème permet souvent de décomposer le noyau d’un polynôme en u en 
somme directes de noyaux d'autres polynômes en u : on décompose ainsi un 
sous-cspace u-stable en somme de sous-espaces stables (en général de dimensions 
plus petites). 


THÉORÈME 5-3.3 Si P et Q sont deux polynômes de K|X] premiers entre 
eux et u € £x(E), on a 


ker PQ (u) = ker P (u) o Q (u) = ker P(u) ®kerQ(x) 

Démonstration : Comme PQ (u) = P(u}oQ{(u) = Q(u)o P(u), il 
est clair que ker P (x) et ker Q (u} sont deux sous-espaces vectoriels de 
ker PQ (u). Il s’agit de montrer qu'ils sont indépendants, et que leur 
somme (directe) est égale à ker PQ (u). Comme PGCD (P,Q) = 1 on 
utilise une identité de Bézout 

AU,V € K[X) PU +QV=1 
On en déduit 
U(u) P(u)+V(u)Q{u) = ide 
Six € ker P{u)N ker Q(u) on a alors 
z=U(u) P(u)(x)+V{(u)Q{u)(z) = 0 


ker P (u) et ker Q (u) sont donc indépendants. De plus, si x € ker PQ (u), 
ona 


P(u) (x) € kerQ(u) et Q(u)(x) € ker P(u) 
et a fortiori 
mn = U(u) P(u)(x) € kerQ(u) et 3 = V(u) Q{u)(x} € ker P(u) 
La décomposition 
x = U(u) P (nu) (æ) + V(u) Qu) (+) = ri + 72 
montre que x € ker P(u)@ker Qu), ce qui démontre le résultat. 


COROLLAIRE 5-3.4 Si (P.)..., sont des polynômes premiers entre eux deux 
à deux, on a 


ker [] Pi(u) = Der PA(u) 


Démonstration : 11 suffit de raisonner par récurrence sur p, en 
utilisant le résultat du théorème 5-1.31. 
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Le théorème précédent (et son corollaire) permettent, en particulier, d’obte- 
nir une décomposition de l’espace en somme directe de sous-espaces stables par 
un endomorphisme u dès que l’on connaît un polynôme annulateur factorisé en 
facteurs premiers entre eux deux à deux : 


COROLLAIRE 5-3.5 Si P = PP; P, est un polynôme annulateur d'un 
endomorphisme u € Lx (E} avec 


i4j= PGCD(P, P;)=1 
on a alors 
E = ker Pi (u) @ ker Pa (u) ®--:® ker Pa (u) 


REMARQUE 5-3.6 En reprenant la démonstration du théorème qui précède, on 
s'aperçoit aisément que les projecteurs associés à cette décomposition de l’espace 
sont alors tous dans l'algèbre K[u], et peuvent donc s’écrire comme polynômes 
en u. Par exémple, si on reprend une identité de Bézout entre P) et le produit 
PP, on obtient 


PU (u) + Pace. PLV (u) = ide 


et on vérifie que le projecteur p1 sur ker Pi (x) parallèlement à la somme directe 
ker P;(u) ®--:@ ker P, (u) n'est autre que 


mn = Pate: PnV (u) € K{u] 


EXEMPLE 5-3.7 Décrire géométriquement un endomorphisme u € LR (E) véri- 
fant 


Bu — u? = 2idg 


Le polynôme annulateur dont on dispose ici est X?—3X +2=(X —1)(X —2), 
factorisé en deux polynômes du premier degré premiers entre eux. On a donc 


E = ker(u — idg) ® ker (u — 2ide) 


Si l'un de ces deux sous-espace est réduit à {0£}, on obtient le cas où u est une 
homothétie, avec plus précisément 


u = ide où u = 2ide 


Dans le cas général, il existe deux sous-espaces supplémentaires non triviaux 
ŒE, — ker(u —ide) et E — ker(u — 2idre) sur lesquels u opère respectivement 
comme des homothéties de rapport 1 et 2 : uw peut donc être considéré comme 
recollement de deux endomorphismes simples des sous-espaces E) et E. Cela 
permet notamment de simplifier les calculs sur u : si x € E est décomposé en 
2 = 23 +70 dans la somme directe E @ E2, on aura évidemment 


VpeZ w(r)= +2 
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De même, si l'espace est de dimension finie, dans une base de E adaptée à la 
décomposition E, @ Æ>, la matrice de u sera particulièrement simple, puisqu'elle 
s'écrira Diag(1,...,1,2,... ,2), avec le nombre de 1 sur la diagonale égal à la 
dimension de E;. 

Il est très simple également d'écrire les projecteurs associés à la décomposition 
E @ E : sur le sous-espace >, l’endomorphisme u — 2idg est nul, alors qu’il 
coïncide avec —idg sur E. On a donc évidemment 


Pa = Zidg — u 
De même p2 = u — ide se vérifie aisément (c'est aussi ide — p). 


L'étude des projecteurs et involutions effectuée à la section 2-2.6 pourrait se 
mener comme dans l'exemple précédent, pour des endomorphismes ayant respec- 
tivement pour polynômes annulateurs 


X?-X=X(X-1)et X?—E=(X—1)(X +1). 


5-4 Valeurs propres, vecteurs propres 


Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E, les sous-espaces stables les 
plus simples que l’on soit amené à considérer sont de dimension 1. Comme en 
dimension 1, les seuls endomorphismes sont les homothéties, on introduit la notion 
de valeur propre. 


5-4.1 Valeur propre, sous-espace. propre associé 
5-4.1.1 Eléments propres d'un endomorphisme, d’une matrice 
DÉFINITION 5-4.1 Soit u € Lx (E). Un scalaire À € K cst dit valeur propre 


de u si et seulement s'il existe un vecteur x € E non nul tel que 

u(æ) = Xz 
DÉFINITION 5-4.2 Un vecteur z € E non nul est dit vecteur propre de u 
si et seulement s'il eriste un scalaire À € K avec u (x) = Àz. 


Comme + est supposé non nul, on a Àx = pæ = À =p. Il y a donc unicité du 
scalaire À vérifiant u (r} = Az, qui est alors valeur propre de , conformément à 
notre première définition. On dit alors indifféremment que x est vecteur propre 
associé à la valeur propre À, ou que À est valeur propre associée au vecteur propre 
æ. Comme 


u(x) = Àz & (u — Aide) (x) = 0e 
on a la définition équivalente : 


DÉFINITION 5-4.3 Un scalaire À € K est valeur propre de u € £K(IE) si et 
seulement si 


ker{u — hide) # {0E} 
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Ce sous-espace vectoriel de E 

E, (À) = ker(u — ide) 
est appelé sous-espace propre de l’endomorphisme u associé à la valeur 
propre À. 


Ce sous-espace propre, par définition non réduit à {0r}, est donc formé de 
tous les vecteurs propres associés à À et du vecteur nul. 

Dire que + # 0e est vecteur propre de u revient exactement à dire que la 
droite vectorielle engendrée par x est u-stable. On parle alors de vect (x) comme 
direction propre de u. 


DÉFINITION 5-44 L'ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme u est 
appelé spectre! de l’endomorphisme u. On le notera spu. 


EXERCICE 5-4.5 Quels sont les spectres des endomorphismes de K[X] définis par 
Pr XP,et Prs P'? Même question avec f ++ f’ sur C® (R,R). 


Lorsque À € M, (K), on travaillera avec l’endomorphisme de K° canonique- 
ment associé : 


DÉFINITION 5-4.6 À € K est dif valeur propre de la matrice À € M, (K) ssi 
A— I, n'est pas inversible. Un vecteur propre de À rest donc un vecteur colonne 
X € K° non nul {el que 


AX =AX 


L'ensemble des vecteurs colonnes vérifiant cette égalité (donc le noyau de la ma- 
trice À — À.) est le sous-espace propre de A pour la valeur propre À. 


Il est parfois nécessaire de préciser le corps de base : une matrice À € M, (R) 
peut aussi être considérée comme matrice à coefficients complexes, et on distin- 
guera ses spectres réels et complexes. On a évidemment 


spACspA et spA-æACC-R 
R € Les R 
EXERCICE 5-4.7 Déterminer les spectres réels et complexes de 
0 -1 
a=(1 5) 


Si E est un K-ev de dimension finie, u € £g (E) peut être représenté par sa 
matrice dans une base B de E : 


A= M(u,B) 


10Un élément À € K est donc dans le spectre ssi ker (u — Aide) £ {0r}, c'est à dire si u— Aide 
est non injective. C’est la terminologie que nous emploierons ultérieurement, contrairement 
à celle utilisée couramment, pour laquelle le spectre est {XEK]u— Aide #G£k(E)}. La 
distinction n’a de toute façon pas lieu d'être si E est. de dimension finie. 
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Six € E est représenté par la colonne X de ses coordonnées dans B, on a évi- 
demment 


u(x)= Az & AX = ÀX 
et par conséquent 
spu = sp À 
K 
les éléments des sous-espaces propres de « et À pour une valeur propre À don- 
née se correspondant par l'identification entre un vecteur et la colonne de ses 
coordonnées dans B. 


Si P € GL, (K), deux matrices A et P-'AP semblables de M, (K) ont mème 
spectre et 


X € K* est vecteur propre de PAP pour À & PX vecteur propre de À pour À 
Plus généralement en dimension quelconque, finie ou infinie, on a le théorème 


THÉORÈME 5-4.8 Si u € LK(E) et a € G£K(E), les endomorphisme u et 
ua”! ont même spectre et, pour À € spu 


ker (aua”! — Xide) = a(ker(u — Xide)) 


Démonstration : exercice. 


5-4.1.2 Indépendance de sous-espaces propres, spectre de la 
restriction à un sev stable 


Si (Ai), _ sont p scalaires distincts deux à deux, les polynômes (X — À;),_,. 
sont premiers deux à deux et il découle immédiatement du théorème de décom- 
position des noyaux le 


THÉORÈME 5-49 Si (Xi); sont p valeurs propres distinctes deux à deux 
d'un endomorphisme x € Lx (E), les sous-espaces propres associés sont in- 
dépendants. 


En particulier, puisqu'une relation de liaison entre les vecteurs d’une famille 
ne fait intervenir qu'une sous-famille finie extraite, on a le corollaire : 


COROLLAIRE 5-4.10 Une famitle de vecteurs propres associés à des valeurs 
propres deux à deux distinctes est une famille libre, 


Si (Ai). sont p valeurs propres distinctes deux à deux, le sous-espace vec- 


toriel G = rer (u — Ajidg) est alors u-stable. L'endomorphisme induit par u 
3 


y opère très simplement, comme un recollement d’homothéties!!. 


TiCeci est encore valable si certains des }4 ne sont pas dans le spectre de u. Les noyaux 
correspondants sont alors réduits à {On} 
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Si Fest un sous-espace de Ê qui est u-stable, et si v = ur est l’endomor- 
phisme de F induit par u, on a clairément pour À € K 


ker(v — Aidr) = FA ker(u — Aidg) 
et par conséquent 


spuCspu 


? 
REMARQUE 5-4.11 Si G = (D ker (1 - Aide) est le sous-espace considéré plus 
Per 


haut, on a de plus 
> 
G = ker [] (u — Xide) 


ii 


et done si F est u-stable, on a pour v = ufr 
» > 

FA@er(u — Aide) = ker ] [ (v Aide) 
= per 


LA P 
= Der ( — Midr) = FN ker(u — Midr) 
=! 


i=t 


résultat remarquable, si l'on pense qu’en général il n'y a pas distributivité de 
l'intersection par rapport à la somme directe. 


5-4.1.3 Valeurs propres et polynômes 


Size E est vecteur propre de u € £K(EË) pour une valeur propre À, on prouve 
par récurrence sur p que 


VpeN w(x)=Xx 
ce qui donne par linéarité 


THÉORÈME 5-4.12 Si x est vecteur propre de u pour la valeur propre }, 
pour P € K[X} quelconque x est vecteur propre de P(u) pour la valeur 
propre P(}). De même, lorsque u € G£K(E) (ce qui entraîne que 0 n'est 
pas valeur propre de ), x est vecteur propre de 17! pour la valeur propre 


À 


Démonstration : On à u(x) = Àz = u”!(Ax) = x soit 


1 
use 0 
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On a donc évidemment 
P(spu) Csp P(u) 


Cette inclusion peut être stricte : si u est l'endomorphisme de R? canoniquemient 
associé à la matrice 
0 -1 
1-(1 7) 


on a spu = ÿ alors que u? = —idg donc spu? = {—1}. Nous verrons cependant 
ultérieurement que, si u est un endomorphisme d’un C-ev de dimension finie, 
l'inclusion précédente scra Loujours une égalité. On s’en doute, le théorème de 
D'Alembert est derrière ce résultat. 


COROLLAIRE 5-4.13 Si P est un polynôme annulateur pour un endomor- 
phisme u € Lx (E) toute valeur propre de est racine de P : 


spuC{acK]|P(a)=0} 


Il en résulte que le spectre d’un endomorphisme qui possède un polynôme 
minimal (ce qui est toujours le cas en dimension finie) est nécessairement 


fini. 


Si on connaît un polynôme minimal », € K[X], ses racines dans K sont 
exactement les valeurs propres de u : 


THÉORÈME 5-4.14 Si u € £x (E) possède un polynôme minimal r, € K{X} 
on a 


spu= {ae K|r(a) = 0} 


Démonstration : On a déjà d’après le corollaire précédent 
0} 


Réciproquement, si à € K est une racine de 7, de multiplicité p, on a 


spuC{acK}r( 


ru =(X 0 R 


avec R € K[{X] et R(a) # 0 et donc PGCD((X — a) ,R) = 1. Le 
théorème de décomposition des noyaux donne alors 


E = kerr,(u) = ker (u — aide} @ ker R(u) 


Si à n'était pas dans le spectre de u, l'endomorphisme u — aidg (et 
donc a fortiori (u — œidg)}?) serait injectif, et on aurait donc 


E = ker R(u) et donc R(u) = 0c,(8) 


ce qui n'est pas possible, puisque À est un diviseur strict de rs. M 
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5-4.2 Cas de la dimension finie : polynôme carac- 
téristique 

En dimension finie, le déterminant sera un outil théorique pour caractériser les 

valeurs propres. Il faudra cependant bien garder à l’esprit que la caractérisation 

géométrique des valeurs propres (À est valeur propre de u s’il existe une droite 


vectorielle sur laquelle u opère comme l’homothétie de rapport À) est souvent 
plus simple d'utilisation. 


5-4.2.1 Polynôme caractéristique d'une matrice carrée 


Soit À = (ajjigien € M, (K). Un scalaire À € K est valeur propre de À ssi 
198 
A — À, n’est pas inversible c’est-à-dire ssi 


du @n + Gin 
& au — À a: 
détA= M) | Er AT [0 
An1 An?‘ Ann — À 


Ceci amène à la définition suivante : 


DÉFINITION 5-4.15 Si A = (ai) rgien € M,(K), on appelle polynôme ca- 
sen 
ractéristique de la matrice A le polynôme"? x, (X) € K[X] défini par 


an-X @r2 pes Gin 
a -X a: 
xa(X)=det(A=xR)=| 1 27 ci 
Gnt Am‘ Ann — À 


Les racines À € K de ce polynôme sont exactement les valeurs propres de À (plus 
précisément les éléments de spx (A)). 


THÉORÈME 5-4.16 Le polynôme caractéristique d'une matrice À € M, (K) 
est un polynôme de degré exactement n qui peut s'écrire 


xa (2) = (D) X* + (1) l'trace(A)X"T1 +... + det À 
Les matrices À et ‘ A ont mêmes polynômes caractéristiques : 


XAUX) = x (X) 


12Pour respecter le programme, nous parlons de déterminant d’une matrice carrée à coeff- 
cients dans un corps. Ici, on travaille avec le corps K (X°) des fractions rationnelles à coefficients 
dans K (qui contient l'anneau K[.X] des polynômes). Mais comme tous les coefficients de la 
matrice B= A — XI, € Mn(K(X)) sont en fait des polynômes de K[X7, la formule 


det B= 2 e(o}bioti)-*-bnon) 
TA 


montre que ce déterminant est aussi dans K{X]. Si le corps K est infini (ce qui est usuellement 
le cas ave K sous-corps de €), on peut éviter ces contorsions en considérant la fonction 
polynôme X + det{A — Au) 
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Démonstration: Avec B = A—X1I, = (bi; (X))igien € Mn (K[XT), 
Vérén 
ona 


x a (9 = D € (o)bietr (X) ++ aan) (À) 


9ESn 


est somme de n! polynômes produits de n polynômes de degrés in- 
férieurs ou égaux à 1. Il est donc clair que le degré de x4(X) est 
inférieur ou égal à n. De plus, dans les n! polynômes considérés plus 
haut, il en est un seul de degré exactement n, celui pour lequel les n 
polynômes b,,{5 (X) sont exacternent de degré 1, c'est-à-dire le terme 
correspondant à & = idir..n). Pour tous les autres termes, il y a au 
moins deux indices à pour lesquels o (i) À 1, et ces termes sont donc 
de degré inférieur ou égal à n — 2. On a donc bien prouvé que x est 
de degré n et que ses termes de degré > n — 1 proviennent du produit 


Js-2) 


et valent donc bien (—1)" X"4+(—1)""! trace(A)X"-1, Enfin, leterme 
constant de X4 est 


xa (0) = det(A—01,) = det À M 


COROLLAIRE 5-4.17 Une matrice À € M, (K) a au plus n valeurs propres 
dans K (ou dans tout sur-corps L de K). 


THÉORÈME 5-4.18 Le polynôme caractéristique est un invariant de simili- 
tude. 


Démonstration : Si À € M, (K) et P € G£A(K), on a 
PAP XI, =PT(A-XR)P 


relation de similitude dans M,(K(X)}. La propriété en découle 
puisque le déterminant est un invariant de similitude. 


Comme un polynôme formel est déterminé par ses coefficients, l'énoncé qui 
précède signifie que tous les coefficients du polynôme caractéristique sont des 
invariants de similitude. On retrouve ainsi cette propriété pour la trace. 


EXERCICE 5-4.19 Si À € G£, (K), comparer les polynômes caractéristiques des ma- 
trices À et A7!, 


EXERCICE 5-4.20 Exprimer Je cocfficient du terme de degré 1 dans x 4 (X) à l’aide 
de la trace de la comatrice de A. La quantité ainsi obtenue est donc aussi un invariant 
de similitude. (Indication : on pourra utiliser 4-4.4.5). 


Qui dit invariant de similitude dit quantité attachée autant aux endomor- 
phismes qu'aux matrices. La définition qui suit a donc un sens : 
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DÉFINITION 5-4.21 Si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de 
dimension n, on appelle polynôme caractéristique de l’endomorphisme 
u lc polynôme caractéristique de la matrice représentative de u dans une base 
quelconque de E. On notera x, ce polynôme. 


On a donc toujours 
Xa (3) = (1) X 4 (1) trace(u)X"T1 + 22 + detu 
De plus si À = M(u,B)et À€K, 
det (u — Xidp) = det (A — À1,) = x4 (À) = x, (À) 


et par conséquent, les racines dans K du polynôme x, sont exactement 
les valeurs propres de l’endemorphime «. Le corollaire 5-4.17 est donc 
valable si on remplace matrice de M, (K)” par "endomorphisme d’un K-ev de 
dimension n°” (avec la précision que les valeurs propres’ sont par définition dans 
K, il ne peut y avoir ici d’ambiguité sur le corps de base). 

Le théorème de D’Alembert donne immédiatement : 


THÉORÈME 5-4.22 Un endomorphisme d'un espace complexe de dimen- 
sion finie possède au moins une valeur propre. 
On notera que ce résultat n’est plus valable en dimension infinie ou sur un 


espace réel (des contre-exemples ont déjà élé donnés). 


5-4.2.2 Muitiplicité d’une valeur propre 


Les définitions seront données dans le cas d’un endomorphisme, elles sont iden- 
tiques dans le cas des matrices. 


DÉFINITION 5-4.23 Si u est un endomorphisme d'un K-espace vectoriel et À 
€ K est une valeur propre de u, on appelle multiplicité de la valeur propre 
À sa mulliplicité comme racine du polynôme caractéristique de u. On la notera!® 
mul, (À) € N° : 


p=mul(À) & x (X) = (X — AP R(X) avec R(À) £ 0 


Un endomorphisme d’un espace de dimension # possède donc au plus n valeurs 
propres, chacune d’entre elles étant comptée autant de fois que son ordre de 
multiplicité. 

Un calcul évident donne : 


PROPOSITION 5-4.24 Les valeurs propres d'une matrice triangulaire su- 
périeure sont ses coefficients diagonaux, la multiplicité d’une valeur propre 
étant le nombre de fois qu'elle apparaît sur cette diagonale. 


136i À  spu, on pourra poser par convention mul, (À) = 0 
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Le polynôme caractéristique d'une matrice triangulaire supérieure est donc 
scindé. 

Lorsque le polynôme caractéristique d’un endomorphisme u est scindé (ce qui 
est bien sûr toujours le cas si K = C), les relations entre coefficients et racines 
donnent : 


THÉORÈME 5-4.25 Si u est un endomorphisme d'un espace de dimension 
n dont le polynôme caractéristique est scindé, si Oiigien est la liste de ses 
valeurs propres (chacune écrite autant de fois que son ordre de muitiplicité) 
on a 


traceu = D et detu= Il. 
i=1 il 


On a en particulier un résultat analogue pour une matrice 4 € AA (C) (ou 
de M (R), en travaillant avec le spectre complexe spg À). 

Une matrice et sa transposée ayant même polynôme caractéristique ont évi- 
demment mêmes valeurs propres avec les mêmes multiplicités. Nous verrons plus 
loin (cf. section 5-4.2.5) une interprétation géométrique des vecteurs propres 
d’une transposée. 


5-4.2.3 Polynôme caractéristique d'une restriction à un sous- 
espace stable 


THÉORÈME 5-4.26 Si « est un endomorphisme d'un K-ev E de dimension 
finie et si F C E est un sous-espace stable par w, le polynôme caractéristique 
X4 (X) de l'endomorphisme v = u|r induit sur F est un diviseur du polynôme 
caractéristique de u. 


Démonstration : Il suffit pour calculer x, (X) de travailler dans 
une base B = Br U Bs adaptée à F. Dans cette base, on a 


M=mu8)= (à a) 


Donc, si E est de dimension n et F de dimension p 


AXE B 


det (M — XI,) = | o C-Xn., 


et 
Xu (À) = det (A — X1,) det (C — Xh-,) = x, (X) det(C — X np) 
ce qui prouve le résultat. 
On en déduit le corollaire important donnant, à la lecture du polynôme ca- 


ractéristique, une information (incomplète) sur la dimension d’un sous-espace 
propre. 
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COROLLAIRE 5-4.27 Si } est valeur propre d'un endomorphisme en dimen- 
sion finie 


1 < dimE, (à) < mul(À) 


Démonstration : Sim = dimlE, (À), le polynôme caractéristique 
de l’endomorphisme induit par u sur E, (À) (qui n’est autre, par défi- 
nition que Xide,(n) vaut (À — X)" et divise x, (X). On a donc bien 
m< mul, (À). M 


Il est à remarquer qu'on ne peut dire plus a priori : si u € £(R”) a pour 
matrice dans la base canonique 


> 

h 
Ses © 
kr ce 


ù bp 


où 1 £ p < n est quelconque et où le premier bloc de À a la taille p, la seule 
valeur propre de À est 1 avec la multiplicité », alors que le théorème du rang 
montre facilement que le sous-espace propre correspondant ker(A — Z,) a pour 
dimension # — (p — 1) qui peut prendre toute valeur entre 1 et n. 

Eu tout cas, le sous-espace propre associé à une valeur propre simple 
(de multiplicité 1) est nécessairement une droite vectorielle. 

Enfin, le résultat sur le déterminant d’une matrice carréc diagonale par blocs 
donne immédiatement ° 


THÉORÈME 5-4.28 Si EE @-..@E;@-.@Æ, est somme directe de 
sous-espace u-stables et si on note 


u; = ule, € Lx(E) 


l'endomorphisme de E; induit par 4, on a 
x. (2) = TTx, 
j=1 


5-4.24 Théorème de Cayley-Hamilton 


Le résultat de cette section est un peu miraculeux et illustre le lien entre po- 
lynôme caractéristique et polynôme minimal d’un endomorphisme d’un K-ev de 
dimension finie. On sait déjà que les racines (dans K) de ces deux polynômes 
sont exactement les valeurs propres de l’endomorphisme (cf. section 5-4.2.1 et 
théorème 5-4.14). 


THÉORÈME 5-4.29 Si u est un endomorphisme d'un espace E de dimension 
finie 


Xa (u) = Our) 
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De manière équivalente, si À € M, (K) 
a(A4)= 

Démonstration : Nous donnerons une démonstration matricielle 
de ce théorème, qui a le mérite d’être rapide, mais qui est aussi plus 
obscure qu'une démonstration “géométrique”, qui ferait intervenir là 
notion de valeur propre, notion que nous n'utiliserons pas ici. Suppo- 
sons d’abord le corps K infini (ce qui nous permet d’utiliser concrète- 
ment des fonctions polynômes plutôt que de manipuler des polynômes 
formels). Si À est une matrice de M, (K), on considère l'application 


KMa(R) se ‘fcomatrice(A — 51,)]. 


Il est clair que les coefficients de la matrice ‘{comatrice( À — sF,)] 
sont des polynômes en s de degré inférieur ou égaux à n — 1 (dont 
les coefficients sont définis sans ambiguïté, puisque K est infini). On 
peut donc écrire, en travaillant coefficient par coefficient 


Vs€EK  ‘{comatrice(A — s4:)} = Ao+sAi +. +814 


où les matrices A, € M, (K) ne dépendent pas de s et sont uniques. 
Soit 


XA(s) = ao+ ais ++ ans" 


le polynôme caractéristique de À (on sait que ao = det À, a, = (—1)", 
mais peu importe...). On a 


VseEK (4-s1,)"{comatrice(A— s4,)] = x4(s) 1 
(cf. section 4-4.22). Pour s € K arbitraire, on obtient en développant 
le produit de gauche 
AAo + S{AA; — A0) + s(AA2 — A1) +... 
+8 Ana — Ana) — An = Xa (5) 


Travaillant coefficient par coefficient et puisque K est infini, on obtient 
par identification 


AÂo = aoln 
AA; — A0 = @ila 


AÂe=-hi male 


Multipliant à res) la première égalité par /,, la seconde par À, 
la suivante par 42, etc... la dernière par 4" et faisant la somme des 
égalités obtenues, on "obtient bien après simplifications 


Xa (A) = 0 
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Si le corps K est fini, on peut remarquer que les calculs précédents 
peuvent être menés dans tout corps infini L contenant K, par exemple 
le corps K(Y) des fractions rationnelles à une indéterminée Ÿ à co- 
efficients dans K. La démonstration est alors identique, mème si les 
calculs intermédiaires se font a priori dans M, (L). # 
COROLLAIRE 5-4.30 Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme en 
dimension finie (ou d'une matrice carrée) est un multiple de son polynôme 
minimal. Ce polynôme minimal est donc, en dimension n, de degré inférieur 
ou égal à ». En particulier (cf. théorème 5-2.7) 


dimE=n=Vue£K(E) dimK{u|<n 


5-4.2.5 Exercice : hyperplan stable par un endomorphisme, 
une matrice 

Soit B une base d’un K-ev de dimension n, et À = M (u,B) € M, (K) la matrice 
représentative de u € £x(E) dans la base B. On cherche à caractériser les 
hyperplans u-stables : un hyperplan H est représenté comme noyau d’une 
forme linéaire non nulle &, dont la matrice dans la base B est une ligne 

= (ou, ,an) = M(#,B,{1K}) 
(Ces coeflicients représentent également les coordonnées de $ dans la base duale 
B*). Montrer que H est u-stable ssi la ligne L 7 0 vérifie 

AnEK  LA=yA 


(ce qui peut s’écrire également ‘A'L = pfL : la recherche des hyperplans 
stables revient en fait à la recherche des vecteurs propres de la matrice 
transposée de À). 


5-5  Diagonalisation 


Nous nous placerons dans cette section dans le cadre d’un espace vectoriel E de 
dimension finie n > 0. . 


5-5.1 Endomorphismes et matrices diagonalisables 
5-5.1.1 Définition. 


Soit u € Lx (E). Si le spectre de u n’est pas vide, il est fini (de cardinal inférieur 
à la dimension de l’espace) et si (Ai), <<, sont les valeurs propres distinctes de 
u, on sail que 


P P 
G=ŒDer(u - \ide) = EE, (À) 


in 
est un sous-espace de E stable par u, sur lequel & opère comme recollement 
d’homothéties. Le cas le plus favorable est celui où G = Æ, où la description 
géométrique de u est particulièrement simple sur la totalité de l’espace E : 
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DÉFINITION 5-5.1 Un endomorphisme u € £x(E) est diagonalisable si son 
spectre n’est pas vide et si l’espace E est somme directe des sous-espaces propres 
de u. 


Comme des sous-espaces propres associés à des valeurs propres distinctes deux 
à deux sont indépendants, il est équivalent de dire que la somme des dimensions 
des sous-espaces propres de u est égale à la dimension de E. 


DÉFINITION 5-5.2 Siu est diagonalisable et (iigie, Sont les valeurs propres 
distinctes de u, on appelle projecteurs spectraux associés à u la famille de 
projecteurs associés à la décomposition de l’espace 


E=@E. (x) 
i=t 


On notera pa, le projecteur sur Es (X:) parallèlement à (DE, (À;). 
fi 


Si « est diagonalisable et si x € E se décompose dans la somme directe des 
sous-espaces propres sous la forme 
Tetite+æ 
on aura 
u(z)= Marti + ze 


ce qui montre que u se décompose comine combinaison linéaire des projecteurs 
spectraux 


e 
u= YU px = Y ÀPà 
art 


XEspu 


EXERCICE 5-5.3 Montrer qu’alors pour tout polynôme P € K{[X] on a 


P(= ÿ PO)» 


dEspu 


Effectuer des calculs polynomiaux sur un endomorphisme diagonalisable revient en 
quelque sorte à faire ces mêmes calculs sur les valeurs propres de u. 


EXERCICE 5-5.4 Montrer que réciproquement, si E = E @---@E; @:-.@E,, est 
une décomposition de l’espace en sous-espaces non nuls, si {pi);ciem est la famille de 
projecteurs associée à cette décomposition et (ai) 1ciem et une famille de scalaires 
quelconques, l’endomorphisme 


m 
v= Dai 
Et 


(c'est-à-dire tout endomorphisme obtenu en recollant des homothéties) est diagona- 
lisable. Quel est son spectre? Déterminer ses sous-espaces propres {aitention : les 
(@ihigiem n’ont. pas été supposés distincts denx à deux). 
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5-5.1.2 Caractérisation 


THÉORÈME 5-5.5 Si u est un endomorphisme d'un K-ev E de dimension 
finie n, les propriétés suivantes sont équivalentes : 


i) u est diagonalisable 

ä) Il existe une base de E composée de vecteurs propres de u 

ii) I existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale 

iv) x, (X) est scindé dans K[X] et VAEspu dimE, (X) = mul, (À) 

Démonstration : Les implications à) = ii) et ii) = 135) sont évi- 

dentes. Supposons que, dans une base B — (eiigien la matrice de u 
soit À = Diag(a,... ,a.), le calcul du déterminant dans cette base 
donne 


ii 
Le polynôme x, (X) est donc scindé, et a, ,an est la liste des 
valeurs propres de u, chacune d’entre elles étant écrite autant de fois 
que sa multiplicité. Si À € spu et si on note J1 = {i € [1.n] | a; = À}, 
on a donc 

mul (à) = card A 

“ 
Comme de manière évidente vect (e;).,, © E, (A), on obtient 
mul (à) & dimE, (À) 
u 


L'inégelité inverse étant toujours vraie, on a bien äii) = iv). Enfin, 
si on suppose iv), comme d°x, = n, on a 


Y dimE, (1)= ÿ mul (A) = dx, = n 


Àespu XEspu 
ce qui entraîne que u est diagonalisable, I 


REMARQUE 5-5.6 La propriété iii) précédente aurait pu s'exprimer sous la 
forme : 

“L'espace est somme directe de sous-espaces sur lesquels u opère comme une 
homothétie”, 


COROLLAIRE 5-5.7 {cas particulier important) Un endomorphisme dont le 
polynôme caractéristique est scindé et dont toutes Îles racines sont simples 
est diagonatisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles. 


Démonstration : La caractérisation iv) est immédiatement vérifiée 
puisque, pour À € spu 


1< dimE, (À) < mul(à) =1 


donc toutes ces inégalités sont des égalités. Attention! Il s’agit ici 
d’une condition suffisante pour que soit diagonalisable. Elle 
n’est évidemment pas nécessaire comme le montre l’exemple 
u=ide! Œ 
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Comme tout polynôme d'une matrice diagonale est une matrice diagonale, et 
puisque l'inverse d’une matrice diagonale de G£, (K} est aussi diagonale, on a 


COROLLAIRE 5-5.8 Si u est diagonali 
gonalisable. Si « est de plus inversibl 


ble, tout élément de K[u] est dia- 
L est aussi diagonalisable. 


5-5.1.3 Cas des matrices carrées 


Les définitions données sur les endomorphismes peuvent se transposer aux ma- 
trices : 


DÉFINITION 5-5.9 À € M, (K) est diagonalisable si et seulement si l’endo- 
morphisme de K° qui lui est canoniquement associé est diagonalisable. D'après 
la caractérisation iii) du théorème 5-5.5, cela équivaul clairement à dire que À 
est semblable dans l'algèbre M, (K) à une matrice diagonale : 


3PEGL,(K) D=PT'AP est diagonale. 


Les caractérisations du théorème 5-5.5 sont valables pour les matrices car- 
rées, avec les abus de langage usuels consistant à identifier une matrice et l’endo- 
morphisme de K* canoniquernent associé. La caractérisation iii) montre encore 
qu'un endomorphisme est diagonalisable ssi sa matrice dans une base quelconque 
est diagonalisable. 

Attention! La définition précédente a été donnée en travaillant exclusi- 
vement sur K. Il peut y avoir ambiguïté lorsqu'on travaille avec une extension L 
de K (le cas classique étant K = R et L =: C). On distinguera pour À € M, (K) 
être K-diagonalisable” et "être L-diagonalisable”. Par exemple, il est facile de 


vérifier que 
D -1 
(5) 


est C-diagonalisable mais n'est pas R-diagonalisable. 


5-5.1.4 Pratique de la réduction 


Soit u un endomorphisme diagonalisable. Diagonaliser u, c'est déterininer son 
spectre et, pour chaque valeur propre, déterminer le sous-espace propre corres- 
pondant, en général en en donnant une base. La réunion de ces bases est alors 
une base de E (ce qui caractérise le fait que u soit diagonalisable!)} formée de 
vecteurs propres de u, dans laquelle la matrice de u est diagonale. 

De même diagonaliser une matrice carrée À c’est trouver une matrice P 
inversible avec P! AP diagonale. 

Comme on connaît souvent un endomorphisme par sa matrice dans une base, les 
deux notions sont liées. Pour diagonaliser une matrice À € M, (K) : 


e On commence par déterminer le spectre de À (attention, pas toujours en 
utilisant le polynôme caractéristique. Cependant, si on connaît x4(X), 
inutile d'aller plus loin si celui-ci n’est pas scindé). 
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e Pour chaque valeur propre À € sp À, recherche d’une base du sous-espace 
propre associé, c'est-à-dire une base de l’espace des vecteurs colonnes X 
solutions de 


(A-X)X = 0 


Si on connaît muly (À), ne pas espérer diagonaliser À si cette base contient 
moins de mula (À) vecteurs, c’est-à-dire (théorème du rang) si le rang de 
A— À, n'est pas égal à n — mula (À) 


* Enfin, si on obtient par les calculs précédents, et en regroupant les bases 
obtenues, n vecteurs propres (forcément indépendants si on n'a pas fait 
d'erreur de calcul...) X1, X2,… , XA pour les valeurs propres (non nécessai- 
rement distinctes) respectives À1,...,À:, la matrice des vecteurs colonnes 
FD CRE di 


P=(XilXal IX) 


est matrice de passage de la base canonique de K* à un base de vecteurs 
propres de l’endomorphisme canoniquement associé à À, et par conséquent 


PAP = Diag... ,}n) = D 


EXEMPLE 5-5.10 Décrire géométriquement l'endomorphisme de RŸ dont la ma- 
trice dans la base canonique vaut 


—9 —10 —20 
A= 4 5 8 
2 2 5 


On calcule x4 (X) = —(X +1)(X —1)7 : dans la matrice A— X'J3, on remarque 
que 


Ci+CGi+C-C 


permet d’obtenir une première colonne où 1 X se met en facteur. On a donc deux 
valeurs propres 1 et —1 de multiplicités respectives 2 et L. À sera diagonalisable 
ssi le sous-espace propre E4(1} est de dimension 2 c'est-à-dire si À — J, est de 
rang 1, ce qui est bien le cas puisque 


10 -10 -20 
A-1={.4 4 8 
2 2 4 


a ses vecteurs lignes proportionnels à (1,1,2). Le sous-espace E4 (1) est donc le 
plan de R° d'équation 


æ+y+2:=0 


dont on peut choisir une base, par exemple : 


1 1 
= L'JctXi=t -! 
1 0 
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Le sous-espace Ea (—1) est, on le sait, une droite vectorielle déterminée par l’équa- 
tion 


(A+B}X =0 
équivalente au système (de rang 2, on le sait) 


4x + 6y + 8: =0 
2x +2y+62=0 


Un vecteur directeur de cette droite peut être obtenu par le "produit vectoriel 
canonique” des vecteurs (2,3, 4) et (1,1,3), respectivement ”normaux” aux deux 
plans dont l'intersection est E4 (—1} (cf. remarque à la fin de la section 4-5.2), 
soit 


5 
X= | — 
-1 
La matrice 
1 l 5 
P= 1 —1 —-2 
1 0 -1 
vérifie donc 


Il est facile de décrire maintenant géométriquement l’endomorphisme associé à la 
matrice A.!4 


REMARQUE 5-5.11 Pour déterminer le spectre d’une matrice (ou d’un endo- 
morphisme) le calcul du polynôme caractéristique ne s'impose pas toujours. Pre- 
nons l'exemple de la matrice 


a ]! L 1 
a 1! 
A=|1 | 1 | € M,(R) 
Ta 1 
1 1 1 a 


Il n’est pas très difficile, par des manipulations élémentaires, de calculer le poly- 
nôme caractéristique de A. Le raisonnement suivant. est plus instructif, et permet 
de diagonaliser très rapidement À (ou plutôt de prouver qu’elle est diagonalisable 


4Dès le départ, le calcul de 4? et de la trace de A aurait permis de voir que À est matrice 
d'une symétrie par rapport à un plan 
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et de la diagonaliser!$) : on remarque d’abord qu’en retranchant a — 1 à tous les 
coefficients diagonaux de À, on obtient une matrice de rang 1, dont le noyau est 
Thyperplan H de R” d’équation 


On en déduit que À possède la valeur propre a -— 1, avec un sous-espace propre 
associé de dimension n — 1, donc de multiplicité au moins n — 1. Le polynôme 
caractéristique de À est donc scindé, avec an moins r — 1 fois la racine a — 1, la 
dernière racine À étant calculable à l'aide de la trace de 4 : 


À 4 (n—1)(a— 1) = trace À = na 
cc qui donne 
Âzatn-l{a-l 


ce qui montre que À est valeur propre simple de À, le sous-espace propre associé 
étant une droite vectorielle. À est diagonalisable, De plus, il est clair que le 
vecteur colonne dont toutes les coordonnées valent 1 est vecteur propre pour À. 
Il reste à écrire une base de H pour trouver la matrice de passage, par exemple : 


1 1 Le ce 1 
1 1 0... 0 
i 0 1 0 0 : 
P= ; . 
0 ‘… 0 
1 0 0 
1 0 0 0 © 1 


qui vérifie 


PTY'AP = Diag(atn—la—la-—1,...,a-—1) 


5-5.15 Caractérisation à l’aide de polynômes annulateurs 
Les caractérisations des endomorphismes diagonalisables données jusqu’à présent 


étaient plutôt géométriques. L'utilisation d’un critère plus algébrique est souvent 
rapide et commode : 


THÉORÈME 5-5.12 Un endomorphisme u € Lx (E) est diagonalisable si et 
seulement s'il annule un polynôme de K{X] scindé à racines simples. 


Démonstration : Soit P un polynôme annulateur scindé à racine 


simples, qu’on pent supposer normalisé : 


m 


P=I[(X-0:) 


el 


Avec des connaissances sur les espaces euclidiens à venir, un argument très simple prouverait 
que À est R-diagonalisable 
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Cormme les &; sont distincts deux à deux, le théorème de décomposi- 
tion des noyaux donne 


m 
E = ker P(u} = @ ker(u — aide) 
il 
ce qui montre que l’espace est somme directe de sous-espaces sur les- 
quels 4 opère comme une homothétie et u est diagonalisable : la 
matrice de u dans une base adaptée à la décomposition précédente 
{en oubliant bien sûr les noyaux réduits éventuellement à {05}) est 
diagonale. On a d’ailleurs 
spu C {m1,-.. ,Qm} 


Réciproquement, si u est diagonalisable et spu = {A1,... ,À,}, (chaque 
valeur propre n’est ici écrite qu’une fois), le polynôme 


P=IIx-1 


est annulateur pour u (toujours à cause du théorème de décomposition 
des noyaux, voir aussi l'exercice 5-5.3). M 
COROLLAIRE 5-5.13 Le potynôme minimal d'un endomorphisme u diago- 
nalisable est 
m(X)= [I @-3 
AGspu 
(où chaque valeur propre n'est bien entendu écrite qu'une fois). 
Démonstration : Ce polynôme est effectivement annulateur, d’après 
ce qui précède. Donc r,(X) divise J[ (X A) De plus, comme 
Xspu 
toute valeur propre de u est racine de x, (X), on a aussi la relation 
de divisibilité inverse, ce qui prouve le résultat. 


Pour un endomorphisme « diagonalisable on a donc 
m(X)= [[ X-» 


AEspu 


x CA) = (DE JT GX 270 


AEspu 
Le théorème de Cayley-Hamilton est donc une évidence dans ce cas. 
EXERCICE 5-5.14 Soit À € M, (R) vérifiant 
A5 447454 = 0n 
Montrer que le rang de A est pair. 
EXERCICE 5-5.15 Soit À € M: (Z) telle que 
3peN* 4#=1k 


Montrer que 4? = 2. (Indication pour ces deux exercices : considérer d'abord la 
matrice À comme appartenant à une algèbre de matrices complexes). 
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5-5.2 Applications de la notion de diagonalisation 


5-5.2.1 Recherche de sous-espaces stables par un endomor- 
phisme diagonalisable 


THÉORÈME 5-5.16 Si u € Lx (E) est diagonalisable et F {05} est un 
sous-espace u-stable, l'endomorphisme v = ujr induit sur F est également 
diagonalisable. 


Démonstration : Donnons une démonstration purement algébrique, 
nous verrons ensuite une interprétation géométrique de ce résultat. Si 
P est un polynôme annulateur scindé à racines simples, on a par dé- 
finition Pu) = Om. Par restriction à F, P(v) = Oc{r,, ce qui 
prouve que v est diagonalisable. 


L'interprétation géométrique de ce résultat a déjà été vue à la remarque 5-4.11 : 


Si l’endomorphisme uw est diagonalisable 
E- DEN 
Aëspu 
et si F est un sous-espace u-stable 
F=@ EG 
AEspu 


et Fest somme directe de sous-espaces sur lesquels v opère comme un homothétie. 


EXERCICE 5-5.17 Déterminer les sous-espaces de RŸ stables par la matrice 


1 0 -1 
A= 6 1 0 
-1 2 L 


Pour déterminer les plans stables, on pourra utilisera le théorème précédent. Retrouver 
ensuite le résultat avec la section 5-4.2.5. 


5-5.2.2 Calculs polynomiaux sur un endomorphisme diagona- 
lisable 


En utilisant la décomposition à l’aide des projecteurs spectraux 
u= ÿ [am 
ÀEspu 
il est clair que 
VOEK[X]  Q(u)= 7 QC) 
XEspu 


égalité qui traduit simplement le fait que Q(u) opère sur chaque sous-cspace 
propre E, {A} comme l’hornothétie de rapport Q (À). 


180 Chapitre 5 : Polynômes, réduction des endomorphismes 


La traduction matricielle de ce résultat est simplement 


A= PDiag(e,...,a)P" — 
VOEKIX] Q(A)= PDiag(Q(ai),... ,@{an)) P°* 


En particulier pour p € N° (p € Z si aucun des &; n’est nul) 
A? = PDiag(aÿ,.… ,o®) PT 


On se rappellera cependant que, lorsqu'on connaît un polynôme annulateur 
pour une matrice À (qu’elle soit diagonalisable ou pas), les calculs dans K[A] 
peuvent se mener après division euclidienne par ce polynôme. Cela évite parfois, 
dans le cas diagonalisable, une détermination explicite de la matrice de passage 


P. 


EXERCICE 5-5.18 Montrer que, si u est diagonalisable, les projecteurs spectraux sont 
dans K{u] (sans utiliser la remarque 5-3.6) et les expliciter. (Penser aux polynômes 
interpolateurs de Lagrange). 


5-5.2.3 Commutant d’un endomorphisme (d’une matrice) dia- 
gonalisable 


Commençons par un résultat énoncé plus haut dans un cadre plus général. 


PROPOSITION 5-5.19 Si u et v sont deux endomorphismes (non néces- 
sairement diagonalisables, éventuellement en dimension infinie} qui com- 
mutent, les sous-espaces propres de l’un sont stables par l'autre. 


Démonstration : On peut simplement dire que le sous-espace vec- 
toriel E, (À) = ker(u — Àidg), étant noyau d’un polynôme en u qui 
commute avec v, est v-stable. Plus concrètement 

u{x)= x = u(v(z))=v(u(z})=v(Az) = Av(z) M 
Si u € Lx (E), on appelle commutant de u et on note C (u) l’ensemble 


Cu) = {ve Lr(E) l'uv = vu} 


On vérifie aisément que C (u) est une sous-algèbre de Lx (E) qui contient 


K []. 


THÉORÈME 5-5.20 Si u est un endomorphisme diagonalisable d'un K-ev 
E, un endomorphisme v € Lx (E) commute avec x si et seulement si v laisse 
stable tous les sous-espaces propres de u. 


Démonstration : Cette condition est nécessaire d'après la propo- 
sition précédente. Elle est suffisante : si (Ai), <<, est le spectre de u 
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etsiz=r+::+ x, est la décomposition d’un vecteur de E dans la 
p 
somme directe @ E, (À), on a 
i=1 
P P 
vu (x) = v (£ wa) = D Av(x) 
il izt 


et comme par hypothèse v (r:) € Eu (A), on a Av(xi) = u(v(xi)). 
On obtient finalement 


vu(s) = Duv(r:)= uv (£:) =uv(z) # 
is1 ist 


EXERCICE 5-5.21 Résoudre dans M3 (R) l'équation X? = À avec 


1 0 -1 
A= Oo 1 0 
-1 2 1 


(on remarquera qu'une solution commute nécessairement avec À). 


EXERCICE 5-5.22 Si u € Lx (E) est diagonalisable, montrer que 


XEspu 


dimC(u)= ÿÙ mul oO)? 


(On pourra travailler matriciellement dans une base bien choisie). 


EXERCICE 5-5.23 Si u est diagonalisable montrer que 
C(C(u))={ve LR(E) IVweC(u) wv= vw} 
es une sous-algèbre de £x (E), puis qu'elle est égale à K[u]. 


EXERCICE 5-5.24 Si a est un endomorphisme d’un espace de dimension n qui possède 
n valeurs propres simples, le commutant de u est égal à K[u] et est de dimension 2. 


Terminons enfin par un résultat de diagonalisation simultanée qui inter- 
vient dans de nombreux exercices. 


THÉORÈME 5-5.25 Si u et v sont deux endomorphismes diagonalisables 
d'un espace E, ils commutent si et seulement s'il existe une base de E 
formée de vecteurs propres à la fois pour u et v. On dit alors que u et v se 
diagonalisent dans la même base, ou sont simultanément diagonalisables. 


On aura bien sûr un résultat analogue pour les matrices : deux matrices À et 
B diagonalisables de M, (K) commutent si et seulement s’il existe une même 
matrice de passage P telle que P-' AP et P-' BP soient toutes deux diagonales. 
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Démonstration : La condition est évidemment suffisante : s’il 
existe une base de vecteurs propres communs à u et v, les matrices de 
ces endomorphismes dans cette base sont diagonales donc commutent, 
et en conséquence uv = vu. Réciproquement, supposons uv = vu et 
considérons la décomposition de l’espace 


E= DE) 


Aéspu 


Chacun des sous-espaces E, (À) est v-stable, et l’endomorphisme in- 
duit sur ce sev par v est diagonalisable (cf. théorème 5-5.16). On 
peut donc trouver dans chaque IE, (À) une base formée de vecteurs 
propres pour v (et évidemment pour u!). La réunion de ces bases 
diagonalise à la fois uet u. M 


EXERCICE 5-5.26 Généraliser ce résultat à une famille quelconque d’endomorphismes 
diagonalisables qui commutent deux à deux. Le plus simple techniquement est ici de 
raisonner par récurrence sur la dimension de l'espace E. 


5-6 Trigonalisation 


Nous avons vu précédemment des exemples de matrices non diagonalisables. Le 
but de cette section est de trouver, pour une telle matrice, une similitude qui la 
transforme en une matrice plus simple. Comme on ne peut espérer une forme 
diagonale, on essaiera une forme triangulaire supérieure. 


5-6.1 Endomorphismes, matrices trigonalisables 


DÉFINITION 5-6.1 Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension 
finie n est dit trigonalisable si el seulement s'il existe une base de E où la 
matrice de u est triangulaire supérieure. On dit alors qu'une telle base trigonalise 
l'endomorphisme u. 


Si B est une base dans laquelle la matrice de est triangulaire "supérieure”, 
en inversant l'ordre des vecteurs de B, on obtiendra une base dans laquelle la 
matrice est triangulaire inférieure”. Remarquons aussi qu’un endomorphisme 
diagonalisable est a fortiori trigonalisable! 

Rappelons le résultat déjà énoncé dans le chapitre sur le calcul matriciel : 


PROPOSITION 5-6.2 Si z est un endomorphisme d'un espace E, de di- 
mension » et si B = (c1,... ,e.) est une base de E,, la matrice de x dans la 
base B est triangulaire supérieure ssi les sous-espaces du drapeau associé à 
B sont tous stables par u : 


Vi u(vect (e1,.…. ,e:)} © vect(ex,.…. ,e:) 


La définition donnée sur les endomorphismes se transpose sur les matrices 
carrées : 
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DÉFINITION 5-6.3 À € M, (K) est trigonalisable si et seulement si l’endomor- 
phisme de K” qui lui est canoniquement associé l’est également. Cela équivaut 
clairement à dire que À est semblable dans l'algèbre M, (K) à une matrice 
triangulaire supérieure : 


1PEGL,(K) T = P-'AP est triangulaire supérieure. 


I! faut ici aussi faire attention si l'on considère une extension L de K. Une 
matrice À € M, (K) peut être L-trigonalisable sans être K-trigonalisable. 

Comme dans le cas diagonalisable, le caractère trigonalisable peut sc traduire 
en terme de polynôme annulateur : 


THÉORÈME 5-64 Si u est un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E, 
de dimension n, les propriétés suivantes sont équivalentes : 


4) u est trigonalisable 
äi) le polynôme caractéristique X, est scindé dans K{X] 
it) u possède un polynôme annulateur scindé dans K[X] 


Démonstration : Si u est trigonalisable, on peut calculer x, (X) 
en travaillant dans une base où la matrice de u est triangulaire. Ce 
polynôme est donc scindé. On a bien t) = à). L'implication ii) — iii) 
est conséquence du théorème de Cayley-Harnilton. Enfin montrons 
que iii) + 1) en raisonnant par récurrence sur n. Sin =1,iln'ya 
rien à démontrer. Supposons que tout endomorphisme de tout K-ev 
de dimension nr — 1 qui annule un polynôme scindé soit trigonalisable. 
Soit u € Lx (Eh), possédant 


P(X) = J[(X - a) 


i=1 


comme polynôme annulateur, avec les a; € IK (non nécessairement 
distincts deux à deux). Pour démontrer que u est trigonalisable, il 
suffit de trouver un hyperplan HC E, stable par u. En eflet, 
si v est alors l’endomorphisme induit par sur H, on a 


Pa) = 04e) + P(v) = Ie — oidn) = Oexen 


ist 


En appliquant l’hypothèse de récurrence à v, on pourra trouver une 
base B\ de H trigonalisant v. Si on complète cette base (par un 
vecteur) en une base B = BU{e,} de É,, la matrice de u dans B sera 
évidemment triangulaire supérieure. Reste donc à prouver l’existence 
de H 

Comme 


— aiide,) = Ocute,) 
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l’un (au moins) des endomorphismes (u — oxide, ) est non injectif. Si 
c’est par exemple le cas avec à = 1, Im(u — œidg,) est un sous- 
espace strict de E, stable par u. Si H est un hyperplan contenant 
Im (u — aide, ), il est évkdemment stable par (u — œidg,) puisque 


Cu — aide, ) (H) € Im(u — ide) C H 
On en déduit facilement que H est aussi u-stable. 


COROLLAIRE 5-6.5 Tout endomorphisme d'un espace complexe de dimen- 
sion finie, toute matrice À € M, (C) est trigonalisable. 


Par contre, une matice carrée (n,n) à coefficients réels n’est R-trigonalisable 
que si son polynôme caractéristique possède n racines réelles (comptées avec leurs 
multiplicités). 


5-6.2 Pratique de la trigonalisation 


Nous présenterons la technique dans le cas d’une matrice carrée À € M, (K), 
que l'on identifie à l’endomorphisme #4 de K" canoniquement associé. On sup- 
pose que le polynôme caractéristique x, (X) possède n racines (éventuellement 
multiples) o1,..,an. (Il est illusoire de vouloir trigonaliser À si on ne peut déter- 
miner ses valeurs propres, puisque ce sont celles-ci qui apparaîtront -forcément- 
sur la diagonale d’une matrice triangulaire supérieure semblable à A). La dé- 
marche suivie ici donnerait d’ailleurs une démonstration plus ”algorithmique” de 
l’équivalence des énoncés i) et ii) du théorème 5-6.4. Notons B, la base canonique 
de K”. 

I s'agit ici de construire de proche en proche des vecteurs e;, = 1...n, d'une 
base de K° avec 


Vi da(vect(es,… ,e)) C vect(es,.… ,@) a) 


Remarquons que €; est nécessairement vecteur propre de &4. Cela tombe bien : 
puisque le polynôme caractéristique est scindé, d4 possède au moins une valeur 
propre, donc au moins une direction propre. On pourrait initialiser le processus de 
construction en choisissant un vecteur propre arbitraire, mais on peu démarrer 
un peu plus vite : 


+ On commence par déblayer le terrain : pour chaque valeur propre de À, on 
trouve une base du sous-espace propre correspondant. On réunit Loute ces 
bases en un famille libre F, de cardinal p. Si p= n, À est diagonalisable. 


Sinon, p < n. Soit F, = (e1,...,e,) et E, = vectF,. Il est clair que la 
propriété {1} est vérifiée pour à = L:-.p. On complète comme on peut (en 
général avec des vecteurs de la base canonique bien choisis) F, en une base 
B = F,UG, de K”, et on détermine la matrice À, de ®4 dans cette base : 


T, B, 
A,= M(D4,B) = ( û ni ) 
avec 7, triangulaire supérieure (en fait diagonale, car les vecteurs de F, sont 
propres pour ®4, mais cela n'importe pas dans la suite du raisonnement). 
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e Notons G, = (u1,..…. ,un-p) et Sy= vectG,. La matrice A, € M,., (K) est 
en fait matrice dans la base G, de l’endomorphisme de $, égal à go uls,, 
où g est le projecteur sur $, parallèlement à E,. Elle possède un polynôme 
caractéristique scindé!® (puisque x4 (X) = x7, (X) Xa, (X) est scindé : on 
connaît le spectre de À;) donc au moins un vecteur propre 


mu 
Y= : associé à à € {a1,... ,an} 


Map 


n=p 


Le vecteur e41 = D mu vérifie 
i=1 


u(con) = gouf(eps1) + (ide — q}(eppi) = Qepi + voa avec 31 EE, 


e On pose alors Fr31 = (e1,... ,epgr) et Es = vectF,,1. Ce sous-espace 
est u-stable car on vient de voir que u(e,+1) € IE,41 (la propriété (1) est 
donc aussi vérifiée pour i = p+1). On complète la famille 7,41 en une base 
Byir = Ft U Gp de K° (avec, si l'on veut, G, extraite de G,). On a 
alors 


T,C D 
Aper = M(D4, Bou = FyU eu} UGou)= | 0 à E 
0 0 An 


où C'est une colonne (p,1), E uneligne (l,n —p—1)et 4,,, € M-,-1 (K) 
(la matrice T, n’a pas changé, puisqu'on n'a pas changé la base du s.e.v. 
stable E,). Elle peut donc s'écrire, avec un premier bloc de taille p + 1 
triangulaire supérieur T,41 


L 
Au = MPa Bus = Fori U Got) = ( 5. Ep ) 


On a donc remplacé p par p+ 1. Il suffit à présent de recommencer le travail 


avec A1, 


16$i l’on voulait seulement prouver l'existence d’une forme triangulaire réduite par récurrence 
sur la taille de la matrice, on appliquerait l'hypothèse de récurrence au bloc 4, avec l'existence 


d’une matrice de passage 
Py EG£n-p(K) telle que PT 'ALP, = 13 soit triangulaire supérieure 


Ea posant 


on aurait 


al. 0 T B kB 0 \_{T% TB, 
piape (tp )(E #)(E 2) (8 


ce qui démontrerait le résultat. 
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Prenons un exemple : 


2 1 2 
A= | 15 -6 11 | A&(R) 
-H4 6 11 


vérifie (calcul simple) x4(X) =(1-— X)°, scindé. A est donc R-trigonalisable et 
ne possède qu’une seule valeur propre 1 de multiplicité 3. La matrice À — 13 est 
clairement de rang 2, dune le sous-espace propre est de dimension L. La résolution 
du système (A — /3) X = 0 donne une base de cet espace (faire les calculs ….) : 


{avec les notations de la démonstration précédente, ici p = 1). Complétons avec 
deux vecteurs de la base canonique pour obtenir la base 


1 0 (] 
Bi = 1/,{1}),{0 
2 (] 1 


La matrice de ®4 dans cette base est 


1 -1 2 
A=|0 -5 9 
0 —-4 7 


Cette matrice peut se calculer par similitude, ce qui oblige à calculer l’inverse 
d’une matrice de passage. On peut aussi remarquer que l'image du deuxième 
vecteur de base à pour coordonnées dans la base canonique (—1,-6,-6). Sa 
première coordonnée dans B; est donc forcément —1. 11 suffit d'écrire 


(—1,-6,—-6) = —(1,1.2) + (0, —5, —-4) 


pour remplir la deuxième colonne de cetie matrice. La vroisième s'obtient de 
façon analogue. Pour être rassuré, vérifier que trace et déterminant sont corrects 
(on connaît det À sans calcul supplémentaire). 

Toujours avec les notations précédentes, on a 
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Dans cette base, la matrice de ®4 s'écrit 


112 
T=[013 
00 


(les 1 sur la diagonale ne sont pas surprenants!), matrice dont les deuxième et 
troisième colonnes se remplissent comme précédemment. Par exemple, l’image 


0 
de ( 3 | dans la base canonique s'écrit 


JOUER EC 


Avec 


on vérifie 
P'AP=T 

EXERCICE 5-6.6 La matrice À précédente vérifie (Cayley-Hamilton) 
(A = 13) =0 


En déduire une méthode simple de calcul de 4° pour p € N. 


5-6.3 Compléments 


5-6.3.1 Endomorphisme nilpotent 


DÉFINITION 5-6.7 « € £k{E) est dit nilpotent si et seulement s'il existe un 
entier p > 1 avec 


UP = Ole 
Le plus petit entier p vérifiant cette égalité est appelé indice de nilpotence de u. 
EXERCICE 5-6.8 Si p est l'indice de nilpotence de u et z g kerw”-!, montrer que 
(zou (x),... ,w-1(x)} est une famille libre 


En déduire que, si E est de dimension finie 7, on a forcément p < 2. Quel raisonnement 
sur les polynômes annulateurs amènerait à la même conclusion ? 


EXERCICE 5-6.9 Si # est nilpotent d'indice p, montrer que 
{0e} Ç keru Ç keru? Ç ---C ker uw”! 
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EXERCICE 5-6.10 Si dimE = n et w est nilpotent d'indice r, montrer qu'il existe une 
base de E où la matrice de u s'écrit 


0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 

0 ‘0 
0: 0 0 1 
0 0 © 0 0 


Indication : choisir un 20 avec #1 (z0) # Or et considérer la famille (u”-{(20)), 
Utiliser ce résultat pour trigonaliser facilement la matrice À étudiée à la section précé- 


dente 
-2 -1 2 
A={| -15 -6 11 
—14 -6 11 


EXERCICE 5-6.11 Soit E un K-ev de dimension n et u € £x(E). Montrer l’équiva- 
lence des propriétés : 


ä) west nilpotent. 

ñ) x (X)= (x) 

ii) Il existe une base de E où la matrice de u est triangulaire supérieure stricte. 
5-6.3.2 Spectre de P (u), avec x trigonalisable 


On sait déjà (cf. théorème 5-4.12) que, pour P € K[X] et u € Lx (E) 
P{spu) Csp P{u) 


EXERCICE 5-6.12 Montrer que, si w est un endomorphisme trigonalisable d’un K- 
espace de dimension finie 


VPEK(X]  P(spu)=spP(u) 


5-6.3.3 Sous-espaces caractéristiques. Décomposition diago- 
nale par blocs triangulaires 


DÉFINITION 5-6.13 Soit u € Lk(E), et soit À € K une valeur propre de u, 
de multiplicité m = mul, (A). On appelle sous-espace caractéristique associé à À 
le sous-espace 


Ca (À) = ker(u — Aide)" 
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Propriétés : 
1. Cu (à) est un sous-espace u-stable, qui contient E, (À). 


2. Si on note u l’endomorphisme induit sur C, (À) par u, u1 — Aide, (x) 
est nilpotent d’indice n, (À) inférieur ou égal à mul, (À). 


3. La dimension de C, (À) est égale à mul, (À) 

Les deux premières propriétés sont presque évidentes et conséquences directes 
de la définition de C, (A). Démontrons la troisième : le polynôme caractéristique 
de u s'écrit 

Xu (X) = (X — A)" P(X) 
avec, par définition de m, P(À) # 0. Donc PGCD(P(X},(X — À}") = 1. 
Le théorème de Cayley-Hamilton et le théorème de décomposition des noyaux 
donnent alors 
E, = Cu (x) @ ker P(u) 
décomposition de E, en deux sous-espaces u-stables. Notons ux et v les endo- 
morphismes induits par u sur ces s.e.v. Le polynôme (X — À)” est annulateur 
pour ux, et par application du corollaire 5-4.13 
spux C {à} 
De même, P est annulateur pour v, et comme P (À) # 0 
Ag spu 
La décomposition de E, en somme directe de s.e.v. stables par u donne 
Xu (A) = (X A) P(X) = x, (A) x, (À) 
Comme À n'est pas racine de x, (X), on a 


(X — A)" divise x,, (X), ce qui implique d°x,, (X) = dim, (À) > m = mul(A) 


De plus, comme (X — À)" est annulateur pour ux, ce dernier est trigonalisable 
avec pour seule valeur propre À. On a donc évidemment 


Xux A = (À = XP OT divise x, (X) 
et par définition de la multiplicité 
dime, (À) & mul(X) 


ce qui démontre finalement la propriété 3. 
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REMARQUE 5-6.14 On a vu qu’une condition nécessaire pour que u soit diago- 
nalisable était que la dimension du sous-espace propre E, (À) soit égale à mul, (À). 
Comme E, (À) est un sous-espace de €, (À) lui-même de dimension mul, (À), on 
a 


dimE, (à) = mul (à) & E (A) = Cu (À) & ua = Aides 


Ce qui empêche d’avoir cette égalité (et interdit donc à w d’être diagonalisable), 
c'est qu'on à en général une écriture de u1 de la forme 


ua = Aide +nx 


avec r1 endomorphisme nilpotent de C, (À) non nul, donc d’indice de nil- 
potence 2, (À) vérifiant 


1<n(À) < mul(à) 
Comme conséquence de l'étude précédente : 


Il existe une base BA de CA (À) avec 


Ain 2 7317 
0 À ? 7? 

Mu B)= |, 0 9 17 Mrut0) + Ma 
0 -.. O0 À 


avec M\ € Miut,(x} (K) triangulaire supérieure stricte. 

Lorsque le polynôme caractéristique de u € £x (IE) est scindé dans K[X], on 
pourra raisonner comme précédemment dans chaque sous-espace caractéristique, 
pour obtenir : 

Décomposition diagonale par blocs triangulaires : 


Si x, (X) est scindé (ce qui est toujours le cas si K = €) et si A1,..., À, sont 
les valeurs propres distinctes de u 
» 
x (= JU: - x)" 00 


Ent 


le théorème de Cayley-Hamilton !7 donne immédiatement 


» 
E& = Det) 
i=1 
ou simplement le fait que 


p p P 
dim eu La) = D dimes (ar) = D mul(X) = n 
1 ia 


ii 
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décomposition de l’espace en 8.e.v. stables (de dimensions respectives mul, (A;)), 
sur lesquels u induit des endomorphismes 
ux, = Aide, () + na 


avec les #1, nilpotents. Si pour tout à on choisit comme précédemment une base 
B5, qui trigonalise rx, (ou ux,, c’est la même chose), dans la base B = UB;, on 
aura 


A 0 0 0 

0 2 0 0 
Mu, B)=T= à 

0 0 ‘… 0 

0 0 0% 


avec T; triangulaire supérieure de taille mul, (À;) ayant une diagonale principale 
ne contenant que des À;. Ce résultat est plus précis que celui du théorème 5-64. 
On dit qu’on a effectué une réduction de « par blocs diagonaux triangulaires supé- 
rieurs. On a évidemment un résultat analogue pour les matrices et notamment!® : 
toute matrice carrée complexe est semblable à une matrice diagonale 
par blocs du type précédent. 

On verra l'intérêt d’une telle réduction lors du calcul de l’exponentielle d’une 
matrice. Limitons nous pour le moment au calcul d'une puissance de la matrice. 
Soit À € M, (C) et supposons que l’on ait, pour chaque valeur propre de À, 
déterminé une base du sous-espace caractéristique correspondant (pas nécessaire- 
ment une base de trigonalisation du type B1 évoqué plus haut). On obtient ainsi 
une matrice de passage P telle que 


A 0 0 
payp-| 0 400 
= + 
0 0 © 4, 


(écriture qui traduit la stabilité de chacun des sous-espaces caractéristiques par 
l’endomorphisme Ÿ). On a évidemment 


AÏ 0 0 0 

0 Ai 0 0 
VREN* P-'AlP= 

0 0 ‘*… 0 

0 O0 Oo Af 


Quel est l'intérêt d’avoir travaillé avec les sous-espaces caractéristiques? C'est 
que l’on sait que À; ne possède qu’une valeur propre, disons À;, et que plus 
précisément 


Ai Àilmuiu(x) + Na avec Mi, nilpotente. 


Le calcul de A peut alors simplement se faire avec la formule du binôme (cf. 
exercice 5-6.6). 


180n pourrait encore, en affinant l’étude, simplifier La forme des blocs 1; (réduite de Jordan) 
mais nous n’aborderons pas ce résultat ici. 
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EXERCICE 5-6.15 Montrer que tout endomorphisme dont le polynôme caractéristique 
est scindé peut se décomposer sous la forme 


u=d+n 


avec d diagonalisable et n nilpotent vérifiant dn = nd (décomposition dite de Dunford- 
Jordan). On peut démontrer, mais c'est plus difficile, qu'il y a unicité d’une telle 
décomposition (on peut, par exemple, montrer que l'étude de cette section donne une 
décomposition avec d (et donc n) dans K{u] et déduire ainsi l’unicité). 


EXERCICE 5-6.16 Une suite de matrices (4,},en de Ms (C) est dite convergente ssi 
toutes les suites de coefficients (&i; (r}),en sont convergentes. La limite de cette suite 
de matrices est alors par définition 


Fm An = (lim ai; (n)) ce, 
notes HI sg 
Si À € M, (C), montrer que la suite (4°),ey converge vers la matrice nulle ssi 
VAaeëspA [A<1 


EXERCICE 5-6.17 Montrer, avec les notations de cette section, que le polynôme mi- 
nimal d’un endomorphisme x dont le polynôme caractéristique est scindé est 


m(= [ &-1"% 
ÀEspu 


5-7 Etude des suites récurrentes linéaires 
à coefficients constants 


Nous nous placerons dans cette section dans l’espace vectoriel IE = C\ des suites 
complexes. La même étude pourrait être menée dans K avec K corps quelconque 
de caractéristique nulle, en rajoutant une hypothèse stipulant que les polynômes 
intervenant dans la discussion sont scindés dans K{X]. Nous spécifierons cepen- 
dant le cas important K = R à la fin de cette section. 


5-7.1 Suites récurrentes linéaires 


DÉFINITION 5-7.1 Soit p € N°. Une suite u = (u,),en € E est dite vérifier une 
relation de récurrence linéaire d’ordre p à coefficients constants si et seulement 
s'il existe des scalaires (ai}igie, avec a # 0 tels que 


Va>p un = uns + Qoun-2 + + Gpun-p @) 
THÉORÈME 5-7.2 Si les scalaires (ai)igiey Sont donnés, avec a, # 0, l'en- 


semble des suites vérifiant la relation (+) est un sous-espace vectoriel de E 
de dimension p. 
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Démonstration : Soit R cet ensemble. Il est clair qu’il s’agit d’un 
s.e.v. De plus, si (rijocic,-1 sont p complexes quelconques, il existe 
une unique suite de R u = (un),en vérifiant 


Vie{0,...,p-1} w=m 
Il en résulte clairement que l'application 
R + © définie par u = (un)jent? (dos. sup) 


est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 


Le but de cette section est d'obtenir explicitement, pour une suite arbitraire 
u = (us),en € R; un comme fonction de n. Pour ce faire, l’idée est d'obtenir une 
base ”simple” de R. Cela revient bien évidemment à prendre une bonne” base 
de © et à remonter” celle-ci par l'isomorphisme précédent. On pense immédia- 
tement à la base canonique de €, mais ce n’est pas une bonne idée : cette base 
n’est pas adaptée au problème que l’on cherche à résoudre. Le théorème de dé- 
composition des noyaux nous permettra de répondre à la question. Commençons 
par quelques remarques générales. 


5-7.2 Ecriture matricielle. Suites géométriques so- 
lutions 


Comme la relation de récurrence (+) porte sur p termes consécutifs de la suite, 
une suite de R est caractérisée par le vecteur 


LU 
Uo = 


Up-1 


Il est donc naturel de passer dans l’espace "des phases” ©’ en posant 


Un+p-1 
et la relation de récurrence (+) peut alors s’écrire 
VnEN  Unu = AU, 


où A est la matrice constante de M, (C) 


0 l 0 :.. 0 

0 0 1 0 
A= ge +, 0 

0 o 6 1 
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et l'on en déduit que 
VREN Us = A"Uo 


Cette relation donne évidemment ,, en fonction de n et des p premiers termes 

de la suite u. Il suffit en effet de ne retenir que le premier coefficient!® du vecteur 

colonne L,. Fxpliciter cette fonction revient pratiquement à exprimer A" en 

fonction de n. On sait que cela peut sc faire en tentant de réduire la matrice A. 

EXERCICE 5-7.3 Montrer que le polynôme caractéristique?? de Ja matrice À vérifie 
€-1)P x4 (X) = XP — a XP-1 — a XP? —. ce apiX a 


Quel est le polynôme minimal de A? Montrer que A est diagonalisable ssi ce polynôme 
de C[X] a toutes ses racines simples. 


Le polynôme introduit dans l'exercice précédent peut être relié d’une autre 
manière aux suites vérifiant la relation (x), par l'intermédiaire de l'équation 
caractéristique associée à la relation de récurrence (+) : 


THÉORÈME 5-7.4 La suite géométrique de raison r 7 0 définie par 
VneN m=r 
est dans R si et seulement si r est solution de l'équation 
7 ar! — apr? — a ar — a = 0 
Démonstration : évident. 


COROLLAIRE 5-7.5 Lorsque l'équation (caractéristique) précédente pos- 
sède p racines distinctes (non nulles puisque a, 0) (higesr les p suites 
géométriques associées 


uw = (rhnen 


forment une base de R. Si u — (u,),., est une suite quelconque de R, il 
existe des scalaires (4;),<;<, tels que 


» 
VREN  u= HT 
E 


19Plus précisément, les p suites formées par les coefficients des premières lignes des matrices 
de la suite (4"},en forment une base de R. Cette base a été évoquée plus haut, c'est celle qui 
correspond à la base canonique de © par l’isomorphisme "naturel" R + C?. 

?0A l'inverse, si P = XM+AX"- 4... + AL X + An € K{X] est un polynôme normalisé 
de degré m, la matrice 


0 0 0 -An 
1 0 0 ! Ami 
€C(P)=T 0 1 + 0 € Mn (K) 
0 0 + 0 
0 +. O0 1 - 


est appelée matrice compagnon du polynome P. Son polynôme caractéristique est, au signe 
près, le polynôme P. 
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Démonstration : Ces p suites géométriques sont dans l’espace R 
de dimension p. Il suffit de vérifier qu’elles forment un système libre 
dans cet espace, ce qui se vérifie à l’aide de l'isomorphisme ” naturel” 
R — ©. Les p vecteurs colonnes correspondant aux "conditions 
initiales” de ces p suites sont libres dans €”, puisque le déterminant de 
la matrice formée par ces colonnes est le déterminant de Vandermonde 
(cf. proposition 4-4.41) 


Viriss.,n)#0 M 


Les constantes y, peuvent alors être déterminées en résolvant le système de Cra- 
mer 


Dans le cas général (équation caractéristique n’ayant pas p racines simples) le 
théorème de décomposition des noyaux donne une base de R : 


5-7.3 Cas général 
Considérons l'endomorphisme 8 (de décalage des indices) de E défini par 


( 


I est clair que les suites géométriques sont exactement les vecteurs propres de 
cet endomorphisme. Plus précisément 


u= (went du) = = (ursi)ien 


Vr#0  ker(9- ride) = vect (w = (r")uen) 
La relation de récurrence (+) pouvant s'écrire aussi 
VREN  Uungp — (@rtngp-1 + Gatinpp-2 + 7" + Qpux) = 0 
on a clairement 
UER<& 8 (u) — (o187! (u) + a207 7 (u) + 2 + ap-18 (u) — apu) = de 
En d’autres termes 


R = ker P(8) 
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avec P(X) = XP — oi XP" — a XP 4... a, 1X — a. P est le polynôme 
intervenant dans l'équation caractéristique (et au signe près, le polynôme carac- 
téristique de la matrice À introduite plus haut). Dans C[X], ce polynôme est 
scindé, et si (ri)igiem sont les racines distinctes de ce polynôme 


P)= IT XX -r)" 


i=1 


En conséquence 


R = ker [[ (0 — ride)" = Der (8 — ride)" 


Er i=1 


par décomposition des noyaux. Lorsque m = p (et donc tous les n; valent 1) 
on retrouve la situation du corollaire 5-7.5. Dans le cas général, pour trou- 
ver une base de R, il suffit de trouver, pour chaque valeur de i, une base de 
Ri = ker(8 — r;ide)". Ce dernier est un s.e.v. de dimension n; (puisque c’est 
l’ensemble des suites complexes vérifiant une récurrence linéaire d'ordre m5). Si 
mr; = 1, il est formé des suites géométriques de raison r;. Sinon, considérons une 
suite u € E dont le terme général est de la forme 


un = Q(n)ri avec Q € C[X] de degré s > 1 
et évaluons v = (8 — riidp) (u). On a 


VREN = Q(n+i)ritt-riQ(n)rf = (Q(n+1)-Q(nl)rit" 
Il s’agit d’une suite d’un type analogue à celui de w, le polynôme Q ayant sim- 
plement été remplacé par le polynôme Q1 (X) = r:(Q (X + 1) —Q(X)), dont il 
est facile de voir qu’il est exactement de degré s — 1. Si donc on itère s + 1 fois 
l’endomorphisme (8 — r;idg) sur la suite u, le résultat sera nul. 
Les n; suites (dont on vérifie immédiatement l'indépendance) 


(rhin (RrP)nen se ee à (tr) en 


forment donc une base de R; = ker(9 — ride)". La réunion de ces bases forme 
une base de R. En conclusion : 


PROPOSITION 5-7.6 Si (riigiem sont les racines distinctes de l'équation 
caractéristique associée à la récurrence linéaire (+), de multiphcités respec- 
tives (ni), gigm? les suites vérifiant cette récurrence sont exactement celles 
dont le terme général peut s'écrire 


m 
Un = DE Qi(n)r? avec les Q; € C,-1 [X] quelconques. 
isl 
On pourra trouver ces polynômes pour une suite donnée par la méthode des 
coefficients indéterminés, en résolvant le système (de Cramer) associé aux condi- 
tions initiales (p équations, p inconnues). 
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5-7.4 Cas où K=R 


On travaille à présent dans E = R\, avec une relation (x) en supposant évidem- 
ment les à; € R. Notons RR l’espace des suites réelles vérifiant (+) et Re le 
C-s.e.v de F = CN associé à la même relation de récurrence. On montre ici qu’il 
existe en fait une base formée de suites réelles pour l’espace Ro. Ces mêmes suites 
formeront évidemment une base de l’espace réel que l’on étudie (puisque ces p 
suites étant indépendantes sur € le seront a fortiori sur IR, avec p = dime Rk) : 


e Sir, est une racine réelle de l'équation caractéristique, de multiplicité xx, 
la base correspondante de ker (8 — rxidr)"* 


(rEhens (rrÉben 2 (nr) en 


est formée de suites réclles. 


Si rx est racine imaginaire (non réelle!) de la même équation, il en est de 
même de y, avec la même multiplicité r4, puisque le polynôme caracté- 
ristique est dans R[X]. Une base de ker(9 — raide)" @ ker(8 — Fsidy)"* 
est 

(biens (Then (Rrk ren (RTE ben à (Came (ur) en 
Si u est une suite de F et & est la suite conjuguée, la famille (u,&) est 
engendre le même s.e.v. de F que (4(u +7) = Reu, L(u — ü) = Imu). Les 
suites 


Rerkhens (mrkien 
(nRer}ens (rImréhen 


Le, (ai Rert) es (nl Imrt) 


nEN? nEN 


forment donc une base de ker (8 — rsidx)"* @ ker(8 — Fridr}*. 


Si rx = pre avec p, > 0 et #, € R— TZ, on aura évidemment 


Rer® = pa cosnf, et Imri = pésinn8s 


On aurait d’ailleurs pu obtenir cette base par application de la 


PROPOSITION 5-7.7 Les suites réelles vérifiant la relation (+) (dont tous 
les coefficients sont supposés réels !} sont exactement les parties réelles (ou 
aussi imaginaires) des suites complexes vérifiant la même relation. 


Démonstration : Avec des notations évidentes Rr C Re et, réci- 
proquement, si 1 € Re, il est évident (parce que les coefficients de la 
relation de récurrence sont réels) que Reu (et aussi lmu) sont dans 


Re. M 
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5-8 Exercices 

EXERCICE 5-8.1 Soit P € Z[X] de degré n et N le PGCD des nombres 
P(0), P(1),..., P(n) 

Montrer que N divise P(x) pour tout x € Z. 


EXERCICE 5-8.2 Soit À un anneau commutatif. Pour x € À, on note (+) l'idéal 
engendré par z. Soit (a,b) € 42. Montrer que si (a) + (b} est un idéal principal, il en 
est de même de (a) (6). L'anneau Z{X] est-il principal ? 


EXERCICE 5-8.3 Soit P € QIX] et À € € une racine de P de multiplicité m. On 


deg P 
suppose que m > -.. Montrer que À € Q. 


EXERCICE 5-B.4 Lemme de Gauss, critère d'irréductibilité d’Eisenstein : Si P est un 
polynôme de Z[X], on note e{P) le PGCD de ses coefficients. 


1. Si Pi et P; sont dans Z{X] et si p est un diviseur premier de e(P;P:), montrer 
que p divise c(P)e(P2). En déduire que c{P1P2) = c(Pi)c(P2). 


2. Un polynôme P uon constant de Z[X] est dit irréductible s’il ne peut s'écrire 
comme produit de polynômes de Z[X] dont les degrés sont tous strictement in- 
férieurs au degré de P. Montrer qu'un polynôme de Z[X] est irréductible ssi il 
l'est dans Q[X]. 


n 
3. Soit P = Xax* un polynôme non constant de Z[X]. On suppose qu'il existe 
© 


un nombre premier p divisant tous les ay sauf a, et tel que p? ne divise pas 
ao. Montrer que P est irréductible dans Q[X]. Application : Pour p premier, 
1+X +:..+ XP! est irréductible (poser X = 1+Y). 


EXERCICE 5-8.5 Trouver P et Q € R[X] tels que P? = 1 + (X?- 1)Q2. 


EXERCICE 5-8.6 Soit P = ap +a1X +--.+a,X" € Z[X] avec aga, 5 0. Montrer 
quesir= : est une racine rationnelle de P avec pA g = 1 alors plao, gias, p— el P(1) 


et p+alP(-1). Factoriser sur Q le polynôme 4X% — 28X% + 45X7-—6X — 18. 
EXERCICE 5-8.7 Trouver P € C[X] avec P(X?) = P(X)P(X +1). 


EXERCICE 5-8.8 Soient p et g deux entiers naturels non nuls. Trouver P € C[X] 
vérifiant (P'} divise Pr, 


EXERCICE 5-8.9 Soit P € R[X]scindé. Montrer que, pour a € R P+aP' est scindé. 


Soit P € C[X]. Montrer que toute racine de P' appartient à l'enveloppe convexe des 
racines de P {c’est à dire à la plus petite partie convexe de € contenant ces racines. 


On pourra utiliser la décomposition en éléments simples de Ê. 
EXERCICE 5-8.10 On définit la suite de Fibonacci F5 = 0, Fi = 1 et 


Bar = Et Fay 
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e Si on met en oeuvre l'algorithme d’Euclide, quel est le nombre de divisions à 
effectuer pour obtenir le PGCD de F42 et Fu ? 


# Soient a ct b € N° avec a < b. On pose ro = b, r1 = a et on effectue l'algorithme 
d’Euclide : ro = qari + Past ni = l'an + lntls rnx1 étant le dernier reste 
non nul. On veut établir que le nombre de divisions euclidiennes est inférieur ou 
égal à 5 fois le nombre de chiffres de & en écriture décimale. 

Montrer que Fh42 < bet Fiy1 a. Si b a p chiffres en écriture décimale, montrer 
que 


( + y £ V510° 
2 
Conclure. 
EXERCICE 5-8.11 On considère À = {a + ibW2 | (a,b) € 7°}. 
+ Montrer que À est un sous anneau de C. 


+ Montrer que, en posant N(a + ibÿ2) = a? + 22, on a, pour À et B € A avec 
B # 0 l'existence de Q, R € A tels que À = BQ + R avec N(R) < N(B). 


+ On introduit la notion de nombre premier (élément irréductible) dans A. Etablir 
un théorème de décomposition en facteurs premiers dans l’anneau A. 


EXERCICE 5-8.12 Soit P € Z[X] avec P(0) impair. Montrer qu'aucune racine de P 
n’est de la forme 2" avec r € Q°+. 
EXERCICE 5-8.13 Soit P(X) = Duxt un polynôme de R[X]scindé à racines simples. 
Etudier le signe de PP“ — (P')? et en déduire que VE a? > ap-i@tyr. 
EXERCICE 5-8.14 Soit  : M,(C) + C non constante telle que 
VAT piX}Y) = v(XT) 
1. Montrer que X inversible & 4(X) 3 0. 


2. On suppose de plus que g(X) s'exprime comme polynôme homogène de degré 2 
des cocfficients de X. Montrer que n = 2 et g(X) = det X. 


EXERCICE 5-8.15 Soit À une matrice carrée d'ordre n complexe vérifiant 
AŸ = A+ ALI, 


Calculer lim AP. 
pd +00 


EXERCICE 5-8.16 Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et G un sous- 
groupe de GL,(K) tel que, pour tout À € G on ait A? = /,. Que peut on dire du 
cardinal de G? 

Etudier l'existence d’isomorphismes de groupes entre GL, (K) et GL,,(K), entre GL,(R) 
et Gln(Q)}, entre GL,(R) et GLn(C). 


EXERCICE 5-8.17 On considère K” ramené à sa base canonique {e,.…,e,} et, pour 
9 € Sn l'endomorphisme défini par fe(e) = eq. Déterminer det f,, son polynôme 
caractéristique el son polynôme minimal. 
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EXERCICE 5-8.18 Soit E le R-ev des applications continues de [0,+-oo{ dans R ayant 
une limite finie en oo. Soit y € L(E) qui à f associe g définie par g{z) = f(x +1). 
Déterminer les éléments propres de 4. 


: 
Même question avec E = C°([0, 1],R), n € Net g{z) = _ [ eftbat. 
o 


EXERCICE 5-8.19 Trouver les valeurs propres des matrices de M,(C) : 


1 0 o -1 0 
ge y 
2 : -1 0 o 
Li 3 EURE : nc 
Ë i æ 0 y 0 o -1 
123 n æ zæ © 0 sh 0 
a XISj + Min 
Titi ce Mtj c++ Tita 
nat ce Ent ce 


Ces matrices sont-elles diagonalisables ? 


EXERCICE 5-8.20 Condition nécessaire et suffisante pour que 


0 0 
0 ani D 
0 æ 0 0 
& 0 ] 


appartenant à A1, (C) soit diagonalisable ? Même question sur R. 


100 
EXERCICE 5-8.21 Trouver les matrices À € Ma(R) telles que A? = ( 1 30 ] 
8 2 4 


EXERCICE 5-8.22 Déterminer le commutant dans M3(C) et les sous-espaces stables 


RE 
dela matrice | j 3j? 1 (5 L e) 
PL 


EXERCICE 5-8.23 Soit 4 et B € M,(C). On suppose qu'il existe C' € MA(C) non 
nulle telle que AC = CB. Montrer que VP € C[X] P(4)C = CP(B). En déduire 
que À et B ont une valeur propre commune. Etudier la réciproque. 


EXERCICE 5-8.24 Soit f € Lx(E) diagonalisable. Montrer que tout sev de E stable 
par f possède un supplémentaire stable. Etudier la réciproque pour K = C puis K = R. 
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EXERCICE 5-8.25 Soit E un K-ev de dimension n. Montrer que si u € L(E) est 
diagonalisable, il existe p € N°, p scalaires distincts a1,…, ay et p endomorphismes de 
E,u,...,v, tels que 


VPEK[X] P(u)= Ÿ Player 


Etudier la réciproque. 


EXERCICE 5-8.26 Si E est un K-ev de dimension n et u € L(E), on dit que u est 
cyclique s’il existe so € E tel que E soit engendré par {u*{zo) | k € N}. Montrer que 
le cominutant de u dans L(E) est alors égal à K{u]. Application : trouver toutes les 
matrices de MA(R) vérifiant : 


1 0 0 
0 1 1 0 0 
X?= ! 
0... 0 1 1 
Où 6 ei x Do: 


Montrer qu’un endomorphisme est cyclique ssi son polynôme minimal est égal à son 
polynôme caractéristique. 


EXERCICE 5-8.27 Soit À € M,(C). Montrer que A est nilpotente ssi, pour tout 
PE {1,...,n} trace(4?)=0. Montrer qu’alors, pour tout M € M,(C) 


AM = MA æ det(A+ M) := det M 


Etudier la réciproque. 
Soient À et B € M,(C) et C = AB — BA. On suppose que C commute avec A et B. 
Montrer que € est nilpotente. : 


EXERCICE 5-8.28 Soient A et B € M,(C) et f1, f2 les endomorphismes de L(M,(C)) 
définies par f(X}= AX et fa{X) = XB. Déterminer les spectres de fi et f2. Com- 
ment obtient les espaces propres correspondants? Montrer que f1 est diagonalisable 
ssi À l'est. 

On note @ = fi — f2. Montrer que si À est valeur propre de À et À valeur propre de 
B alors À — }2 est valeur propre de ç. Etudier la réciproque. 


EXERCICE 5-8.29 Calculer A* avec 


3 —5 2 -6 
Ü 5 0 4 
EE -2 7 -1 11 
0 —-4 0 -3 


EXERCICE 5-8.30 Soient Ai,:--, An n matrices nilpotentes de M,(K) commutant 
deux à deux. Montrer que A1 42-:-A4, = 0. 


EXERCICE 5-8.31 M,(C) est muni d’une norme quelconque. Si À € M,(C}, montrer 
que : 


AUS =0 <= VAësp(4) fA<1 


Pour À € M,(C) on note p{A) = max{A{, À valeur propre de A}. Si À = (ai,;) et 
B = (bi) € M,(C) vérifient Vi,j ai; > D et Jb,,f < ai,;, montrer que p(B) < p(A). 
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EXERCICE 5-8.32 Soit E un espace de dimension n, et soit p un projecteur de rang 
r. On définit & sur L(E) par : ÿ(f}) = fp- pf. Diagonaliser y. 


EXERCICE 5-8.33 Soient À € Maa(R) el B € Mza(R) telles que 


8 2 -2 
AB=|2 5 4 
-2 4 5 


Calculer le rang de AB. AB est-elle diagonalisable? Calculer le rang de BA. Calculer 
BA. 


Chapitre 6 


Espaces normés : suites et 
topologie 


6-1 Suites réelles et complexes 
6-1.1 Borne supérieure 


On sait que, si À C R est une partie non vide et majorée, l'ensemble de ses 
majorants possède un plus petit élément, qu’on appelle borne supérieure de 
À et qu’on note sup(A). Il est à noter que M = sup{A) n’est pas en général un 
élément de À et est caractérisée par les deux propriétés! : 


VrEA z<M 


Ve>0 Ir7EA M-e<x<M 


La première propriété traduit le fait que M majore À, la seconde qu’un réel stric- 
tement inférieur à M n’est pas majorant de À. 


Le fait d'admettre que (R,+,x,<) est un corps totalement ordonné possédant 
cette propriété de la borne supérieure a de nombreuses conséquences. Citons 
notamment : 

Cette caractérisation de la borne supérienre utilise le fait que l'ordre est total sur R. Dans 


un ensemble partiellement ordonné {X, <), une partie non vide À possède une borne supérieure 
M si et seulement si M majore À et si tout majorant M’ de À vérifie M < M'. 
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e N'est non majoré dans R, (R est archimédien”), ce qui peut se traduire 
2 
par’ 


VreR'"t VyeR 3neN nr>y 
L'existence d’une partie entière pour tout réel en découle. 


e Si b est un enticr supérieur ou égal à 2, tout réel admet un développement 
illimité en base b (décimal si b = 10, binaire si b = 2), unique si l’on demande 
à ce développement d’être propre, c'est-à-dire de ne pas se terminer par une 
suite illimitée de symboles représentant l’entier b — 1. 


jème 


« L'existence d’une racine pl pour tout réel positif, si p > 2 est un entier 


naturel (par exemple 2 peut être obtenu comme la borne supérieure de 


{reQt|x?<2}). 


Le théorème de convergence d’une suite monotone découle également de cette 
propriété. Nous nous intéresserons également à une autre conséquence de la 
propriété de la borne supérieure, qui donnera un critère commode de convergence 
des suites réelles : toute suite de Cauchy de nombres réels converge. 


6-1.2 Convergence d'une suite réelle 


DÉFINITION 6-1.1 (Suite convergente) Une suite (u,}nen de réels est conver- 
gente si et seulement s'il existe un réel L vérifiant 


Ve>0 ANEN Va>N lu-il<e 


Le réel L est alors unique et on le note 1 = lin un. 


a+ 


THÉORÈME 6-1.2 Toute suite convergente est bornée. Le produit d'une 
suite bornée par une suite qui converge vers 0 est convergente vers 0. 


De la définition et de ce théorème découlent les résultats sur les relations entre 
limites et opérations sur les suites, notamment : 


THÉORÈME 6-13 Si {u,).en et (v)1en sont deux suites réelles conver- 
gentes et acR 


e La suite (4,+av,).en convergeet lim u,+av,= lim u,+a lim v,. 
n++0 neo n++oo 
e La suite (4,v,),eN converge et in, Un = Gi, ta) lim, Un) 
e Si la suite (u,).en a une limite non nulle, la suite de terme général 
w, = — est définie à partir d'un certain rang et converge vers 


Un lim 
n-++0e 


*Cela peut s'écrire aussi, avec la notion de suite convergente, lim = 0. 
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Démonstration : La démonstration de la première propriété est 
très simple (”couper les £ en 2”). Pour la seconde, si on note Let l'les 
limites respectives des deux suites (u,)1en et (v:)1en, il suffit d'écrire 
que uv, — Ü = (u, — lju, + I(u, — 1) et de remarquer que le terme 
de droite se décompose à l’aide de produits de suites bornées et de 
suites tendant vers 0. Enfin, dire que la suite (u, }hen tend vers 1 # 0 
entraine l'existence d’un rang No à partir duquel [u,| > %, ce qui 
montre que (w,) est définie à partir de No et est bornée. On conclut 
en remarquant que 


est produit d’une suite bornée par une suite tendant vers 0. 1 
THÉORÈME 6-14 Si (ü},en est une suite réelle croissante, elle converge 
si et seulement si elle est majorée. On à alors ALU un = sup{u, | n € N}. 

Démonstration : Si la suite (u,) est majorée et si on note 
M = sup {u, |n € N} 
on a, si € > 0 est quelconque, 
InEN M-e<un < M 
Comme la suite est croissante, pour n > no on a également 
M-E< Un <Un < M 


ce qui entraîne bien la convergence de la suite vers M. Si la suite 
n'est pas majorée, on à 


VAER JmeN un > A 


On a alors a fortiori, pour n > no, 1 > À, ce qu’on traduit par la 
divergence de la suite vers +00. 


EXERCICE 6-1.5 Montrer que la borne supérieure d’un sous-ensemble majoré À de R 
est le seul majorant de cette partie A qui soit limite d’une suite de points de A. 


6-1.3 Valeur d’adhérence d'une suite réelle 
6-1.3.1 Suite extraite 


Si a = (un)nen est une suite réelle, on appelle suite extraite de la suite u (on 
parle aussi de sous-suite de u) toute suite v = (u»,),en obtenue en ”choisissant” 
une suite d’entiers strictement croissante 

y LM Le Nip KE Npyi Lo 


et en ne ’retenant” des termes de la suite u que les termes d'indices ainsi sélec- 
tionnés. Une définition® plus formelle est : 


SPar abus de langage, on dira que 0 = una 12n47 est une suite extraite de la suite u, bien 
que l’indice ne soit croissant qu'à partir du rang 6. De même un = un2-10 n'est défini qu'à 
partir du rang 4. 
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DÉFINITION 6-1.6 (Suite extraite) La suite v = (vrhnen est extraite de la 
suite u = (u,)hen si et seulement s'il existe une application & : N — N stric- 
tement croissante telle que, pour tout entier n, on ait u, = u,{n). 


PROPOSITION 6-1.7 Si u = (u,),en est une suite réelle convergente vers 
{, toute suite extraite de la suite u converge vers la même limite. 


Démonstration : 11 suffit de remarquer que, si u, = un) avec 
g:N -— N strictement croissante, on a @{n) > # pour tout n, ct 
d'appliquer la définition de la convergence vers ! de la suite « pour 
conclure immédiatement. M 


6-1.3.2 Valeur d’adhérence d’une suite réelle 


DÉFINITION 6-1.8 (Valeur d'adhérence) Sin = (u,)1en est une suite réelle 
et sile€R, on dit que | est une valeur d’adhérence de la suite u si et seulement 
s’il existe une suite extraite de u qui converge vers Î. 


La proposition suivante est une caractérisation commode des valeurs d’adhé- 
rence : 


PROPOSITION 6-1.9 Un réel / est valeur d'adhérence de la suite réelle u 
ssi, pour tout € > 0, l’ensemble 


{neNluell-e,l+el} 
est infini. 


Démonstration : On remarquera que c’est l’ensemble des indices 
qui est infini, l’ensemble des valeurs de la suite appartenant à l’inter- 
valle ]{— €, +€[ pouvant être fini (penser par exemple aux suites 
constantes )! Si { est limite d’une suite v extraite de la suite u, et si 
€ > 0 est donné, l'intervalle |! —e,!+e[ contient tous les termes de la 
suite v à parlir d’un certain rang, et l’ensemble d'indices considéré est 
bien infini. Réciproquement, si cet ensemble est infini pour tout € > 0, 
on construit de proche en proche les termes d’une suite extraite de la 
suite u qui converge vers { par le procédé suivant : On prend un indice 


à 3 1 
no tel que u,, €]{—1,/{+1{, puis n1 > no avec un, € ll; Ë 
Si on suppose construits des entiers np < n1 < --: < n, avec, 


. + 
pour tout i < p, un, € |l—-——,1+ comme l’ensemble 


1 
i+1/ 
{ EeNlu, € ] d— bete 5 } est infini on pourra choisir un 


indice n}#1 > nr} avec fun,s, — {| < 


+3 En posant, pour tout p € N, 


y = Un, on obtient une suite extraite qui répond à la question. M 
La proposition 6-1.7 montre qu'une suite convergente possède une unique 
valeur d’adhérence qui est égale à sa limite. La suite u, = (1 +(—1)"}n donne 
un exemple de suite réelle ayant une unique valeur d’adhérence (le prouver) et 
qui ne converge pas. 
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6-1.3.3 Théorème de Bolzano-Weierstrass 


THÉORÈME 6-1.10 (Boïzano-Weierstrass) De toute suite bornée de réels 
on peut extraire une sous-suite convergente. De manière équivalente, on 
peut dire que toute suite bornée de réels possède au moins une valeur 
d'adhérence. 


Démonstration : Comme la suite est bornée, il existe deux réels m 
et M tels que, pour tout n on ait m < u, < M. La propriété de la 
borne supérieure permet de définir une suite v par 


VRreN v=sup{ul[k>n} 
La suite v est clairement décroissante, et vérifie 
VReN m<u< Un 


Etant minorée par m, elle converge vers un réel L. On montre ensuite 
que L est une valeur d'adhérence de la suite u. En efet, si e > Q est 
un récl, on peut trouver un rang M. à partir duquel L < v, < L+e 
(convergence de la suite v). Si n > Ne on a aussi L — € < vs, ce qui, 
compte tenu de la définition de w,, entraïne l’existence d’un entier 
k2>n tel que L—e <ux < un & L+e. On en déduit ainsi l’existence 
d’une infinité de termes de la suite u dans ]L — €, L + e[ (puisque 
l'indice & est ”aussi grand qu'on le veut”). 


REMARQUE 6-1.11 On vient de prouver qu’une suite bornée possède toujours 
comme valeur d’adhérence le réel 

Re a. H 
qu'on appelle limite supérieure de la suite u. La démonstration précédente 
montre que si une suite extraite de la suite u est définie par w, = w{n}, comme 
on a g{n) > nr (récurrence sur n) 


VREN y = Uofn) < Va 
Ceci montre que, si la suite w est convergente, sa limite est forcément inférieure 


à lim un. L'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite bornée & a donc un 
+00 


plus grand élément qui est la limite supérieure de la suite. On définirait de même 
la limite inférieure de la suite bornée u par 


lim «,= lim inf u 
Fate RE 


{lnite d’une suite croissante majorée), et on prouverait aisément qu’il s’agit de 
la plus petite valeur d’adhérence de la suite u. 


EXERCICE 6-1.12 Si u et v sont deux suites réelles bornées, montrer que 
Fm (tn + bn) & im unt Fm va 
+00 n++00 +00 


et donner un exemple où l'inégalité est stricte. Donner de même un résultat concernant 
les limites inférieures, Que peut-on dire de Fm. (—u») ? 
nfo 
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On a vu précédemment qu’une suite réelle convergente est bornée et ne pos- 
sède qu’une seule valeur d’adhérence. Le théorème suivant, réciproque de cette 
propriété, est souvent utilisé pour prouver la convergence d’une suite : 


THÉORÈME 6-1.13 Si une suite réelle est bornée et ne possède qu'une 
valeur d'adhérence !, elle est convergente vers [. 


Démonstration : Si la suite u, ne converge pas vers { on a : 
1e>0 VNEN In>2N Vu -{l>e 


On peut donc extraire une suite v, = u,{n) vérifiant [v, — {| > € pour 
tout n. La suite v est bornée et possède donc, d’après le théorème de 
Bolzano-Weierstrass, une valeur d’adhérence {’ (qui est aussi valeur 
d’adhérence de la suite u, puisqu'une sous-suite d’une suite extraite 
de la suite u est aussi sous-suite de u} qui vérifiera [P —1{ > €. Ceci 
contredit l’unicité de la valeur d’adhérence de 4. 8 


6-1.4 Suites de Cauchy 
DÉFINITION 6-1.14 (Suite de Cauchy) 


Cauchy !Suite Une suite réelle u = (us)hen est dite de Cauchy si et seulement si 
elle vérifie la propriété : 


Ve>0 I1NEN VnmeN n>Nem>èN= lu -unl SE 


REMARQUE 6-1.15 Dans cette définition, les enticrs n et m sont quelconques, 

indépendants” si l’on veut. On peut se convaincre qu’une suite w de Cauchy 

vérifie lim Untp — Un = 0, si p est un entier naturel quelconque. Cette propriété 
n+ 

ne caractérise cependant pas les suites de Cauchy, comme l’exemple u, = [nr le 

montre. 


THÉORÈME 6-1.16 Toute suite convergente de réels est une suite de Cau- 
chy. 


Démonstration : Si la suite u converge vers let sie > 0 est donné, il 
existe un rang N à partir duquel |ux—1| < £. Si n et m sont supérieurs 
à N, on a immédiatement par inégalité triangulaire |, — u,,| <<. M 


L'intérêt de la notion de suite de Cauchy réside dans la réciproque de ce 
théorème, qui donne un moyen de prouver qu'une suite réelle est convergente, 
sans déterminer la valeur de la limite a priori. 


THÉORÈME 6-1.17 Toute suite de Cauchy de nombres réels est conver- 
gente. On dit que (R, ||) est un espace complet. 
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Démonstration : Une suite réelle u de Cauchy est bornée. En 
effet, à partir d’un rang M, on a une majoration [u, — ux,| < 1, ce 
qui entraîne pour tout enticr naturel n la majoration 


lunl < max(luol ul, ,fun-al, fun + 1) 


La suite u possède donc une valeur d’adhérence, d'après le théorème 
de Bolzano-Weierstrass. Si on note { cette valeur d’adhérence et si 
€ est un réel > 0 arbitraire, il y a une infinité d'indices k vérifiant 
ux € (l—e,1+e]. De plus, on peut trouver un rang N, tel que 


n>Netm>N— {fu -ul<e 


Sin > N. est un entier arbitraire, en choisissant un entier & > M. 
avec uy € {{—e,1+e€], on aura 


Ven — 4] < un — ua + lue — 4] < 2e 


ce qui montre la convergence de la suite u vers L 


6-1.5 Extension aux suites complexes 


C’est la fonction module” qui prolonge la fonction ” valeur absolue” à €, et qui 
permet de définir la distance de deux nombres complexes z et 2’ par |z— |. On 
peut alors étendre les définitions : 


DÉFINITION 6-1.18 Une suite (zn)nen de complexes est convergente si et seule- 
ment s'il existe un complexe L vérifiant 


Ve>0 INEN Vn>NM fm—il<e 


Si z, = u, + iv, où , et v, sont deux suites réelles, et si { = a + 1b avec 
a,b€R,les majorations 


fus — af < 12 — 41, fon — 61 < fan — El et [en — 4 < un — al + jus — 6] 


montrent que la convergence de la suite z, vers { équivaut à la convergence si- 
multanée des suites des parties réelles et des parties imaginaires vers les parties 
réelle et imaginaire de {. Cependant, les calculs sur les complexes ne se rame- 
nant pas systématiquement à des séparations en parties réelles et imaginaires, 
d'autres techniques (notamment l'utilisation des modules et arguments) peuvent 
être utilisées, 

EXERCICE 6-1.19 Etudier la convergence de la suite 


in \* 
rs) 


Si la notion de suite monotone n’a évidemment aucun sens dans €, les autres 
notions introduites précédemment se généralisent sans difficulté. En particu- 
lier, un complexe / est valeur d’adhérence d’une suile complexe z, ssi pour tout 
e>0,{neNfu,e D(1el} est infini, où D{l,e[= {2€ C| [2-1] <e} est le 
disque ouvert de centre { et de rayon €. On a toujours le théorème de Bolzano- 
Weicrstrass : 
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THÉORÈME 6-1.20 (Bolzano-Weierstrass) Toute suite bornée de complexes 
possède au moins une valeur d'adhérence. 


Démonstration : Dire qu’une suite z = (2,),en de complexes est 
bornée revient à affirmer l’existence d’un réel A tel que pour tout n 
on ait [z,| < M. La suite u, = Rez, est donc bornée, et on peut 
en extraire une sous-suite w,{n) Convergente vers un réel a. La suite 
un = Im sn est aussi bornée, el on peut en extraire une sous-suite 
vyn) qui converge vers un réel b. La suite z,un) est extraite de la 
suite z el converge vers le complexe a +ib. 


De même, la notion de suite de Cauchy se généralise, et les inégalités entre 
module et valeurs absolues des parties réelles et imaginaires rappelées au début 
de ce paragraphe montrent qu'une suite complexe est de Cauchy ssi les suites des 
parties réelles et imaginaires le sont. On en déduit le 


THÉORÈME 6-1.21 Toute suite de Cauchy de complexes est convergente. 


6-2 Norme sur un espace vectoriel. Dis- 
tance associée 


Dans toute cctte partie, E est un espace vectoriel sur K = R ou €. 


6-2.1 Norme et distance 


DÉFINITION 6-2.1 (Norme) Si E est un K-ev., une application N : E — R* 
est une norme ssi : 


VrecE N(r)=0=z=08 
VzecE VER N(àx) = |[AIN(x) (homogénéité) 
VayeE N(x+y) < N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire). 
Un espace vectoriel normé est un couple (E, N), où N est une norme sur E. 


EXEMPLE 6-2.2 Sur K”, on utilise souvent les normes ”usuelles” suivantes : 
sir=æ(e,...,z,) € K° 


°Ieh = tel 


«le = 


e (kel =supllr, é= 1e) 
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On vérifie aisément qu’il s’agit effectivement de normes, le seul résultat non 
immédiat étant peut-être l'inégalité triangulaire pour || ||,, connue sous le nom 
d’inégalité de Minkowski, ct qu’on roverra ultérieurement dans le cadre des es- 
paces vectoriels euclidiens et hermitiens. 


EXEMPLE 6-2.3 Sur l’espace vectoriel C%([z,6],K) des fonctions continues sur 
le segment [a, b] à valeurs dans K, les expressions suivantes définissent également 
des normes : 


» 1 = sp LE 
el = RGNé 
“= (VO) 


L'existence de |[f|L. provenant du fait qu’une fonction numérique continue 
sur [a,b] est bornée, vérifier qu’on définit ainsi une norme est élémentaire. Les 
implications 

IF =0— f =0 
pour à = 1 ou 2 utilisent la continuité de la fonction f (voir chapitre sur l'in- 


tégrale). Enfin l'inégalité triangulaire pour || ||, porte encore le nom de Min- 
kowski.* 


PROPOSITION 6-2.4 Si z et y sont deux vecteurs d’un espace normé 
(E, 1} I), on a 


Mel hylll < Hz — vil 


Démonstration : I suffit d'écrire x = (x — y} + y et d'appliquer 
l'inégalité triangulaire. 


DÉFINITION 6-2.5 (Vecteur unitaire) Un vecteur x de (E,|| ||) est dit uni- 
taire ssi jx|| = 1. 


Si x # 0x, les vecteurs unitaires et colinéaires à x sont de la forme Àr avec 
æ 
PAIell = 1. Ts sont de la forme +=" 


Iæll 


dans le cas réel, e——, avec 4 réel dans 


Fe 
Izll 
le cas complexe. 

DÉFINITION 6-2.6 (Distance) Sur l'espace normé (E,|| ||), on appelle dis- 
tance associée à la norme l'application : 


d:E x E — R* définie par (x,y) + dx, y) = ||x —yl| 


Cette application vérifie les propriétés 


“Sur l’espace £ des fonctions continues par morceaux sur [a, 6], les expressions définissant 
IL I et Il Il, ont encore un sens. L'application N : E -+ R+ associée possède les propriétés 
d’une norme à part la propriété N{z) = 0 = + = Üg qui n'est plus vérifiée. On dit alors que M 
est une semi-norme sur Ë. 
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d{(z,y)=0 4 x =7y (d ”sépare” les points de E) 
d(z,y) = dy,x) (symétrie) 
d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (inégalité triangulaire) 


Ces propriétés découlent immédiatement des propriétés de la norme. On peut 
remarquer de plus que d est invariante par translation ( pour tout « € # on a 
d(x +a,y+a)= d{x,y) ) et que d{Ax, Ay) = [Afd(z,y) pour À EK. 


6-2.2 Boules et sphères 


DÉFINITION 6-2.7 (Boules et sphères) Si (E, || {|} est un espace normé, si 
a € E etr est un réel strictement positif, on appelle boule ouverte (resp. boule 
fermée, resp. sphère) de centre a et de rayon r les sous-ensembles de E : 


Bar {reE|lr-al<r}. 
Blar]={reEl sal <r}. 
S(ar)={reE|lr-al=r). 


Dans le cas particulier a = 0g et r = 1, on parle des boules et sphère unité. 
Les homothéties et translations opèrent sur £ et permettent de reconstituer toutes 
les boules et sphères si on connaît les boules et sphères unité. Par exemple, il est 
clair que 


Bar] =a+rB(0r,1]et B(a,r(= « +rB(0s,1{ 


DÉFINITION 6-2.8 Si a el b sont deux éléments de E, on appelle segment (a, b] 
l'ensemble 


latl={re£|3te(01] 2=(1-tje+t6} 
C’est l’ensernble des barycentres de a et b affectés de coefficients positifs. 


DÉFINITION 6-2.9 Une partie À non vide d’un K-ev est dite conveze si cl 
seulement si * 


Va,be A [aë]c À 


Par exemple, la propriété de la borne supérieure permet de montrer que les 
seules parties convexes de R sont les intervalles (fermés, ouverts où semi-ouverts). 


PROPOSITION 6-2.10 Les boules ouvertes ou fermées d'un espace vecto- 
tiel normé sont convexes. 


Démonstration : Montrons le par exemple pour une boule fermée 
B = Bar]. Six,ye Bette [0,1], on a 


Ie + (1 — t}y — all = Je — «) + (1 — #{y — a)ll 
<tlle-al+4-#ly-el<r 


ce qui montre que [z,y] C B. M 
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Figure 6.1 — Boules unités de R? pour || [l1, || Île et || Il 


Dans l’espace R? muni des normes ”’usuelles”, les boules unités sont délimitées 
comme indiqué dans la figure 6.1. On notera les inclusions 


B1(0,1[C B:(0,1[C Bo(0,1[C B1(0, V2] 


Par homothéthie ct translation, on constate sur cet exemple qu’une boule de 
centre & pour une des normes contient une boule de même centre pour toute 
autre de ces trois normes. 


EXERCICE 6-2.11 Si (£, || ||) est un espace normé non réduit à {0}, montrer que 
Bar] B(a',r] + r+{la- «|| < r' 


En déduire que, dans un espace normé, l'égalité de deux boules équivaut à légalité des 
centres et des rayons. 


6-2.3 Parties bornées, diamètre 


DÉFINITION 6-2.12 (Partie bornée} Une partie À d’un ev normé (E, || ||) est 
bornée ssi l'ensemble des normes {|x||, x € A} est majoré dans R*. 


Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition : 
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+ Toute partie contenue dans unc partie bornée est bornée. 
e Un réunion d’une famille finie de parties bornées est bornée. 


e Toute boule est bornée. Une partie est bornée ssi elle est incluse dans une 
boule. 


L'exemple ( dans (R,| |) } IR = [J(-n,n] montre qu’une union quelconque 
EN 
de parties bornées n’est pas bornéc en général. 


DÉFINITION 6-2.13 (Diamètre) Si A est une partie bornée non vide de (E, || ||), 
on définit le diamètre de À par : 


(A) = sup{llr — yll, s,y € A} 


On remarquera que cette borne supérieure n’est pas atteinte en général par 
un couple (x,y) de À x À. 


EXERCICE 6-2.14 Montrer que, si E # {Ou}, 

6(B{a,rl) = 6(B{a,r]) = 6(S(a,r)) = 2r 
Si A est une partie bornée non vide, a € E et À € K, comparer 8(4), (a + A), et 
(A4). Si A et B sont bornées, que peut-on dire de A+ B={a+b,ae Aetbe BR}? 


DÉFINITION 6-2.15 Si X est un ensemble non vide, une application f définie 
sur X à valeurs dans (E, || ||) est dite bornée si f(X) est une partie bornée de 
E. 


THÉORÈME 6-2.16 (Norme de la convergence uniforme} L'ensemble des ap- 
plications bornées de X dans Æ est un sous-espace vectoriel de E*. On le 
note B(X,E). L'application || ||. de B(X,E) dans R* définie par 


If, = sup{lf(ll, & € À} 


est une norme sur B(X,Æ), appelée norme de la convergence uniforme sur 
X 


Démonstration : Exercice. 


En particulier, lorsque X -= N, on parle d'espace des suites bornées à valeurs 
dans E, et la norme est alors définie par [full =sup [lu,|| si w est la suite de 
neN 


terme général u,. L'espace B(N, £) est alors noté [{N, E) ou plus simplement 
IE). 
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6-2.4 Distance d'un point à une partie 
DÉFINITION 6-2.17 Siÿ£ACEetxe E, on définit la distance de x à À 
par : 

d(x, À) = inf{d{(x,y), y € A} 

Dans (R, | |), l'exemple d(0,]0, 1[) = 0 montre qu'en général la distance d’un 
point à une partie n’est pas atteinte par un point de cette partie. On remarquera 
aussi que 

d(z, A) = 0 n'est pas équivalent à x € À 
Par contre, si a > 0, on a l'équivalence : 
dir, A)<o + B{a,olNnA #0 
Il faut se convaincre de la nécessité de travailler avec la boule ouverte et l’inégalité 
stricte. ‘ 


THÉORÈME 6-2.18 (Inégalité triangulaire) Si Ü £ AC E et z,ye E on a 
Id(x, 4) — d(y, 4) < Île — yll 
Démonstration : Si z € À, on a [y—2| > [le -2|| — [x || 
par l'inégalité triangulaire. On en déduit, par définition de la borne 
inférieure, l'inégalité 
y 212 dx, 4) + Ile — vil 
puis d(y, À) > d{x, A) |} — y|| ce qui démontre l'inégalité souhaitée, 
puisque x et y y jouent des rôles symétriques. 1 


6-2.5 Norme induite sur un sev. Distance induite 
sur une partie 


Si (E, || Il} est un ev normé et si F est un sev de E, la restriction de la norme à 


Ne: F+Rt 28 el 


est évidemment une norme sur F appelée norme induite sur F par || ||. L'espace 
{F, [1 |]F) est appelé sous-espace normé de (E, [| ||). S'il n’y a pas d'ambiguité, on 
commet un abus d'écriture en notant encore || || la norme || ||. 

De même, si X C £ est une partie non vide de E, l’application dx 

dx: XXX +R (e,y)r dxfe,y) = d(z,y) = ||x -yl| 

restriction de la distance à X est appelée distance induite par la norme {| || sur 
X. On la notera souvent encore d, par abus d'écriture, et le couple (X,d) est 
appelé espace métrique. On pourrait définir dans X une notion de boule (ou 
de sphère) de ceutre a € X, ensemble des points de X situés à une distance de 
a inférieure à un réel r > 0 donné. Il ne s’agit pas d'autre chose que des traces 
sur X des boules (ou sphères) dans £, de centre a et de rayon r. On remarquera 
cependant que, contrairement à ce qui se passe dans un espace normé E 3% {Or}, 
une sphère de X peut être vide, et que deux boules peuvent être égales sans avoir 
même centre ct même rayon. 
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6-2.6 Produit d'une famille finie d'espaces normés 


DÉFINITION 6-2.19 (Produit d'espaces normés) Si (E;, Nihigigp est une fa- 
mille de p K-ev normés le K-ev EH = TT E; peut étre muni d’une norme ”natu- 


1Kip 
relle” qu’on notera, s’il n'y a pas d’ambiguité, N® définie par 
Va=(as. mer N°(x)=sup{N(x), 1<i<p} 


L'espace (E, N°) est alors appclé espace produit des espaces vectoriels normés 
(Es Nihigigr- 


On vérifie sans peine qu’il s'agit là bien d’une norme sur Æ. La distance 
associée sur Ë sera notée d... On notera en particulier que, si z = (z1,...,r,) et 
Y= (gr... 8) sont deux éléments de £' on a les inégalités : 


: 
Vi. dasu) = Mai) < dofr, y) = N°z — y) < DU Nix; — ÿ;) 


31 


On remarquera également que l'espace normé (KP, |] ||.) est en fait le produit de 
p espaces normés (K, | |). 


6-3 Suites d’un espace normé : conver- 
gence, valeurs d'adhérence 


On généralise dans cette section les définitions et résultats donnés dans le cas des 
suites numériques dans la section 6-1. 


6-3.1 Convergence d'une suite 

6-3.1.1 Suites d'un espace normé 

On appelle suite de l’espace normé (E, || ||}, toute application 
N5nmufn)=weE 


Par abus de langage, on parlera encore de suite lorsque l'application u n'est définie 
qu’à partir d'un certain rang. L'espace EN des suites à valeurs dans E est un 
Kev. On sait que l'espace l°{E) des suites bornées en est un sev, qui est normé 
Par la: nürime dé le -convergeice uniforme. 


6-3.1.2 Suites convergentes 


DÉFINITION 6-3.1 (Suite convergente) Une suite (u, )\en de vecteurs de l’es- 
pace normé (E, || ||) est convergente si et seulement s'il existe LE E vérifiant 


Ve>0 INEN Va>n (lu -1|<e 


ce qui revient à dire que la suite réelle (positive) |lu, — {|| est convergente vers 0. 
Une suite non convergente est dite divergente. 
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On remarquera donc que la convergence de u,, vers { équivaut à la convergence 
vers Og de la suite u, — 1. Comme dans le cas des suites complexes, les résultats 
suivants découlent directement de la définition : 


THÉORÈME 6-3.2 (Unicité de la limite} Si une suite u est convergente, le 
vecteur { intervenant dans la définition est unique. On le note ALU Une 


Toute suite convergente est bornée (la réciproque étant évidemment fausse). 


Démonstration : Si Let l' répondent à la définition, le réel positif 
I - PI] vérifie 


0< IE < un — 4 + Il — PI 


La suite majorante tendant vers 0, on à forcément |} — {|| = 0 ce qui 
entraîne { = l’. De plus, si la suite converge vers {, on à, à partir d’un 
certain rang ||u,l| < 1 + ||f{|, ce qui montre que la suite est bornée, 
L 1 


THÉORÈME 6-3.3 (Opérations sur les limites) Si An)sen et 0 = (Un)en 
sont deux suites de (£, || ||) qui convergent respectivement vers ! et !’ et si 


a = (a,),en est une suite de K convergente vers « € K, la suite u + av est 
convergente et 


au (un + Qnûn) = {+ al! 


La suite réelle (||1.|),.N est convergente et 


li = 
lim llual = 1H 


En particulier, l’ensemble C(E) des suites convergentes est un sous-espace 
vectoriel de l'espace normé (/°(E),|] ||.) et l'application u + lim u, est 

n4oe 
linéaire de C(E) dans E. Si la suite v est convergente on a 


Jin un full 


Démonstration : Comme dans le cas des suites complexes, il suffit 
d'appliquer l'inégalité triangulaire 


An + end — 4 al}] = [lun — 2) + an(s — F) + (as — a) 
< {lus — A+ ant [lon + PE lex — al IE 


et de ”couper les € en 3”. La deuxième assertion est conséquence de 
l'inégalité 


ul — A < Iren — 2 


Enfin, pour tout » on a |[u,|| & |ful[.., ce qui donne la dernière inéga- 
lité 8 
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THÉORÈME 6-3.4 (Suites dans un espace produit) Si (F, N°) est un pro- 

duit d'espaces normés I] (E;, N:), une suite u de vecteurs de E, de terme 
1&KP 

général u, = (u},...,u?) est convergente vers ! = (l,...,l) € E ssi pour 

tout i € {1,... ,p} la suite (uf),., converge vers /; dans (E:;, N;). La conver- 

gence dans l'espace produit est donc la convergence ”’ coordonnée par coor- 

donnée”. 


Démonstration : C'est une conséquence immédiate des inégalités : 


VREN Vi Nu, —4)< Nan 1) DU Nu —1) 
FA 


déja signalées plus haut. 


6-3.2 Comparaison de deux normes 


Dans K, dire qu'une suite converge vers une limite { pour || ||, équivaut à dire 
qu’elle converge vers la même limite pour || ||, (ou pour |] |,). Le fait de changer 
une des normes usuelles par une autre n’a aucune incidence sur la notion de suite 
convergente. Par contre, dans l’espace C°([0, 1], R), ce n'est plus le cas : La suite 
de fonctions (fn )ren-{o} définies par 


nx si0<zx<l/n 
fat)= Ÿ2-ne sil/r << In 
0 sin <<] 
converge vers la fonction nulle pour || ||, cat ||fall, = À mais pas pour || |. car 


Ille = 1: On est donc amené à comparer la convergence vers Or de suites de 
vecteurs de E pour le choix de différentes normes. 


THÉORÈME 6-3.5 Soit £ un K-ev et N et N' deux normes sur £. Pour 
que toute suite de E tendant vers 0£ pour N tende vers 0£ pour 
et il suffit qu'il existe une constante a > 0 telle que 


VreE N'{x)<aN(x) 


Démonstration : La condition est évidemment suffisante puisque, 
si a existe, pour toute suite u de Æ on à 0 & N'{u,) < aN{u,). 
Réciproquement, si on ne peut trouver de valenr de a satisfaisant la 
de majoration, on a 


VneN 12,€E N'a) >nN(r) 


Comme N'(z1) > 0 on a x, # Og. La suite u, = converge 


dise 
n N(ta) 
évidemment vers 0g pour N (puisque N{u,) = D mais pas pour N° 
puisque N'{u.) > 1. M 
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Par exemple, dans l’espace E = C%([a,b],R), la convergence pour la norme 
111 entraîne la convergence pour || |, puisque, pour f € £ 


1 
hf Ltd < sup CON = Ps 
0 +fou1] 


{on dit que la convergence uniforme entraîne la convergence "en moyenne”). Par 
contre la réciproque est fausse, comme le montre le contre exemple précédent. 

Dans K, les notions de suites convergentes pour les trois normes ”’usuelles” 
sont équivalentes puisque 


Vzek [sl < ll <lrlh <pllelle 


DÉFINITION 6-3.6 (Normes équivalentes) Si N et N' sont deur normes sur 
E, on dit que N est équivalente à N° ss1 il existe deux réels à et B strictement 
positifs tels que 


VreE aN(x) < N'(x) < BN(z) 
On écrira en abrégé aN < N'< BN. 
THÉORÈME 6-3.7 La relation “’être équivalente à” est une relation d'équi- 
valence sur l'ensembles des normes sur le K-ev E. Deux normes sur £ sont 


équivalentes ssi elles définissent les mêmes suites convergentes {vers 0g, 
donc par translation vers un élément ! quelconque dans E). 


Démonstration : Exercice. M 


EXEMPLE 6-3.8 Sur un produit d'espaces normés £ = TJ] (£;,N:) on a défini 
1<i<r 

la norme N® qui définit la convergence coordonnée par coordonnée”. On vérifie 

aisément. que les expressions 


Et) 


8 
Ni 2p)= DNA) € Nan... 2) = 
pe 


définissent sur E deux normes équivalentes à N®, 


On peut donner une définition plus "’géométrique” de l’équivalence des normes 
(donnée pour les boules de centre Op, mais valable pour les boules de centre 
quelconque, par translation) : 


THÉORÈME 6-3.9 Deux normes sur un K-ev sont équivalentes ssi toute 
boute (ouverte, par exemple) de centre 0x pour l’une de ces normes contient 
une boule (ouverte) de centre 0£ pour l'autre norme. 


Démonstration : Si on à un encadrement aN < N' < BN, il est 
clair que pour r > 0 


Bn(0s,or[C Bn(üssrl et Ends, 51C Bn(0s,rl 
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Réciproquement, s’il existe a > 0 avec Bn(0r,a[C Bn(0r,1f, si x 
non nul est dans E, le vecteur y = 2NG] est dans Bn(0r, al et vérifie 
donc N'(y) < 1, ce qui donne W'(x) < 2). Comme cette inégalité 
est encore vraie si x = 0, on en déduit l’existence d’un réel & > 0 tel 
que N' < aN. Comme les rôles joués par N et N' sont symétriques, 
l’équivalence de N et N'en découle. M 


EXERCICE 6-3.10 Montrer que les normes N et N’ sur E sont équivalentes ssi les 
espaces normés (E,N) et (E, N’) ont les mèmes parties bornées, les mèmes suites 
bornées. 


6-3.3 Valeur d'adhérence d’une suite 


Comme dans les cas réel et complexe on donne la définition et la caractérisation : 


DÉFINITION 6-3.11 Si u = (unhnen est une suite de (E, || ||} et sil € E, on dit 
que l'est une valeur d’adhérence de la suite u si et seulement s’il existe une 
suite extraite de u qui converge vers {. 


Cette propriété est invariante lorsqu'on remplace la norme par une norme 
équivalente. 


PROPOSITION 6-3.12 Un vecteur / € E est valeur d'adhérence de la suite 
« ssi, pour tout £ > 0, l'ensemble 


{nENlu, € B(lef} 
est infini. 


Toute suite convergente ne possède qu’une valeur d’adhérence qui est sa limite. 
En conséquence, une suite ayant au moins deux valeurs d'adhérence distinctes ne 
peut converger. Comme pour le passage de R à €, par extraction successives de 
suites pour les différentes coordonnées on démontre le 


THÉORÈME 6-3.13 (Bolzano-Weierstrass) 


Bolzano-Weierstrass Dans K? muni d'une des normes usuelles, toute suite 
bornée possède au moins une valeur d'adhérence, 


COROLLAIRE 6-3.14 Une suite bornée de (K, || ||.) converge ssi elle pos- 
sède une unique valeur d’adhérence. 


On prendra garde que ce théorème {ou son corollaire) ne se généralise pas 
à des espaces normés plus généraux (de dimension infinie). Par exemple dans 
l’espace (B ([0,1],R), || |.) des fonctions numériques bornées sur [0,1], muni de 
la norme de la convergence uniforme, la suite de fonctions f, = 1{9,2{ (fonction 
caractéristique de l'intervalle [0, 1f) est bornée puisque ||fa{l. = 1. Pour r #m, 
on vérifie que ||f — fl. = 1, ce qui montre facilement qu'aucune suite extraite 
de la suite (f1}1en ne peut converger. 
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6-4 Topologie d’un espace normé 


6-4.1 Voisinages d’un point 
DÉFINITION 6-4.1 (Voisinage) Si (E,|| ||) est un espace normé et sia € E, 
une partie V C E est un voisinage de a ssi il existe un réel r > 0 tel que 
Ba,r[c V. On notera V(a) le sous-ensemble de l’ensemble des parties de 
formé de lous les voisinages de a. 

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition : 

ea appartient à tout voisinage de a. 

e Toute partie contenant un voisinage de a est un voisinage de a. 


+ L'intersection d’une famille finie de voisinages de a est un voisinage de a. 


+ Par contre l'intersection d’une famille infinie de voisinages n’est pas, en 
général, un voisinage. Par exemple 


A v={) 
VEV{e) 
puisque les boules de centre a sont des voisinages de a ct que 
Ï 
( BA {2€ El | al = 0} = {a} 
neN* 
e Sia  b sont deux points de E, il existe des voisinages V € V(a) et V' € V(b) 

avec VNV'= 4. On dit qu’un ev normé est séparé. 


REMARQUE 6-4.2 Si N et N' sont deux normes équivalentes sur £, la notion 
de voisinage est la même dans les espaces (E, N) et (F, N°), à cause des inclusions 
de boules résultant de l'équivalence des normes, 


Avec le vocabulaire que l'on vient d'introduire on a d’ailleurs : 
PROPOSITION 6-4.3 Une suite u = (u.),., de vecteurs de £ converge vers 
le E ssi 

VVEV() I1NEN Vr>N u eV 


REMARQUE 6-4.4 Dans le cas particulier de (R, ||), une partie est dite voisi- 
nage de a à gauche ssi elle contient un voisinage de la forme Ja —r, a], avec r > 0. 
Il ne s’agit pas d’un voisinage de a au sens de la définition générale donnée ici. 


DÉFINITION 6-4.5 {Voisinage de l'infini) On dit qu'une partie V © (E, || ||) 
est un voisinage de l'infini dans F ssi il existe un réel M > 0 tel que 
VD{&eEllal2M} 


Il est équivalent de dire que V contient le complémentaire d'une partie bornée 
de E. Les propriétés des voisinages énoncées plus haut se modifient de manière 
évidente. En particulier 

N v-8 


VEV(c0) 
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6-4.2 Ouverts d’un espace normé 


DÉFINITION 6-4.6 (Ouverts } Une partie O d’un espace normé (E, || ||) est un 
ouvert ssi 


VzeO 4e>0 B(x,dcO 


Il est équivalent de dire que O est voisinage de chacun de ses points. L'ensemble 
des ouverts de (E, || ||) est appelé topologie de l'espace normé E. Les ouverts ne 
changent pas lorsqu'on remplace la norme par une norme équivalente. 


THÉORÈME 6-4:7 Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la 
définition et des propriétés des voisinages : E et Ü sont des ouverts de E. 
Une réunion d'une famille quelconque d'ouverts de E est un ouvert de E. 
Une intersection d’une famille finie d'ouverts de E est un ouvert de £. 


On prendra garde qu'une intersection quelconque d’ouverts n’est pas un ouvert 
en général. Par exemple, dans (R, | |), l’intersections des ouverts | — 1, 1{ pour r 
parcourant N° n’est pas ouvert. 


PROPOSITION 6-4.8 Toute boule ouverte de F est un ouvert. Une partie 
non vide de E est un ouvert ssi elle est réunion d’une famille de boules 
ouvertes. 


Démonstration : Si O = B{a,rl est une boule ouverte et x € O, 
on vérifie aisément, à l’aide de l'inégalité triangulaire, que 


all 
Ba 2 co 


B{a,r| est donc bien voisinage de chacun de ses points. Toute boule 
ouverte étant un ouvert, une réunion de boules ouvertes est ouverte. 
Réciproquement, si O est un ouvert non vide, on à 


VzeO 3e >0 Brel[cO 


© peut alors s’écrire comme union de boules ouvertes 
O= U B(x,e( 
x€0 


EXERCICE 6-4.9 Montrer qu’une boule fermée d’un espace normé non réduit à {0x} 
n'est jamais ouverte. 


DÉFINITION 6-4.10 (Ouvert élémentaire ) Si(E,N°®)= II (E, M) est un 
I<i<P 

produit d'espaces normés, on appelle ouvert élémentaire de E toute partie de E 

de la forme 


QO=OixO3 xx Op 


où Où est un ouvert de Ei. 
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THÉORÈME 6-4.11 Tout ouvert élémentaire de E est un ouvert de (E, N°). 
Une partie de E est un ouvert de (E, N°) ssi elle est réunion d'ouverts élé- 
mentaires. 


Démonstration Si O = Où x O2 x: x O, est ouvert élémentaire, il 
n'y a rien à dire si l’un des O; est vide. Sinon, sir = (x1,...,r;) € O, 
pour tout ï on a r; € O; ouvert de F;. Il existe donc r; > 0 tel que 
Bic Oi. Sir = minfn,.…. ,r), il est clair que Bv(x,r[C 
O. Un ouvert élémentaire est done ouvert, il en est de même d’une 
réunion d’ouverts élémentaires. Réciproquement, un ouvert de E est 
réunion de boules ouvertes pour N. et il est clair, avec les notations 
précédentes que, si a > 0 


Br(s,el= [[ Bna ai 


ii 


est ouvert élémentaire. M 


6-4.3 Fermés d’un espace normé 


DÉFINITION 6-4.12 (Fermés d'un ev normé} Une partie F d’un espace vec- 
toriel normé (E, || ||) est un fermé ssi son complémentaire F° = E - F est un 
ouvert de E. 


Ici encore, les fermés ne changent pas si on remplace la norme par une norme 
équivalente. - 


THÉORÈME 6-4.13 Des propriétés des ouvert découlent immédiatement 
celles des fermés, par passage au complémentaire : E et Ÿ sont des fermés 
de E. Une intersection d'une famille quelconque de fermés de E est un 
fermé de E. Une union d’une famille finie de fermés de E est un fermé de 
E. 


EXERCICE 6-4.14 Montrer que toute boule fermée, toute sphère d’un espace normé 
est fermée. Montrer qu'une boule ouverte n’est jamais fermée si E # {0r}. 


6-4.4 Point adhérent, adhérence 


DÉFINITION 6-4.15 (Point adhérent) Si À C (E, || ||), un point x € E est dit 
adhérent à À ssi 


VVEV(x) VnA£O 


Il est équivalent de dire (à cause de la définition des voisinages) que toute boule 
ouverte centrée en x rencontre À, ou encore que tout ouvert contenant x rencontre 


À. 


Comme on a vu que B(r,a[NA 5 Ë 4 d(x, A) < «, on a immédiatement la 
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PROPOSITION 6-4.16 Un point x € E est adhérent à une partie À (non 
vide) de E ssi d{x, A) = 0. 


DÉFINITION 6-4.17 (Adhérence d'une partie} Si À est une partie de (E, || ||), 
on appelle adhérence de À et on note À l'ensemble des points adhérents à A. 


THÉORÈME 6-4.18 Si À C E, À est un fermé, C'est le plus petit fermé 
{au sens de l’indusion) contenant À. 


Démonstration : Si À = 0, il n'y a rien à dire. Sinon, il est d’abord 
clair sur la définition que À € À. On montre ensuite que À est fermé, 
en étudiant son complémentaire. Si x € À, il existe un a > 0 tel que 
B{x,e[NA = @. Si y € Br, al, cette boule est un voisinage de y 
(c'est un ouvert) qui ne rencontre pas À, et on a donc y # À. B{x,al 
est donc incluse dans le complémentaire de À qui est bien ouvert. 
Enfin, montrons que tout fermé F contenant À contient À. Sizg F, 
le complémentaire F° de F dans Æ est un ouvert qui contient x et qui 
ne rencontre pas À (puisque F D À). Donc # # A. On a donc prouvé 
que F° € À°, ce qui prouve l'inclusion de À dans F. M 


COROLLAIRE 6-4.19 Si O est un ouvert de E on a : 
OnAZH&O0NnA#Y 
COROLLAIRE 6-4.20 Une partie À de E est fermée si et seulement si 


A=À 
REMARQUE 6-4.21 Le théorème précédent donne donc une autre définition de 
l’adhérence de A. Si A est une partie de E, il existe des parties fermées de E 
contenant À (par exemple E). On peut donc considérer 

A= A F 
F fermé de E 
FSA 

qui est fermé comme intersection de fermés, et est par construction le plus petit 
fermé contenant À. C’est pour cette raison que l’adhérence d’une partie À est 
parfois appelée fermeture de À. 


Les résultats suivants peuvent être démontrés en appliquant directement la 
définition des points adhérents. Les caractérisations données dans le paragraphe 
suivant en fourniront d'autres démonstrations : 


EXERCICE 6-4.22 Montrer que Bla;rf= B{a,r] et que 
GeFRtr-af>r}= Bart 


EXERCICE 6-4.23 Si A C B montrer que À C B. Montrer que, si À et B sont des 
parties quelconques de E, on à 


AUB=AUR «tt ANMBCANE 
L'exercice précédent, donne un exemple où l'inclusion est stricte. Un autre exemple 
classique dans (R, ||) est donné par À = Q et B = R- Q. Montrer qu’en général, si 
{Aiier est une famille quelconque de parties de £, il existe une relation d’inclusion 
entre UAï et UA;. Etudier notamment, dans R, le cas A: = {0, 1 — E[ pour n € N°. 
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EXERCICE 6-4.24 Si u = (u,),en est une suite de points de E, on note 
Un={wlk>n} 
Montrer que l’ensemble des valeurs d'adhérence de la suite w est exactement N Un. En 


ne 
déduire que l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite est un fermé (éventuellement 
vide) de E. 


6-4.5 Caractérisation séquentielle de l’adhérence, 
des parties fermées 


THÉORÈME 6-4.25 (Adhérence et suite convergente) Si A est une partie 
non vide de E, un point x € E est adhérent à À ssi il existe une suite de 
points de À qui converge vers x. 


Démonstration : Si (a,) est une suite de points de À convergente 
vers x, tout voisinage de x contient tous les termes de la suite à 
partir d'un certain rang, donc rencontre À, et par conséquent x € À. 
Réciproquement, si x € À, pour tout r € N° AN B(x,1[# O et on 
peut donc trouver un point a, € À avec ||a, — || < £. La suite a, 
est bien convergente vers x. 


THÉORÈME 6-4.26 Une partie À C E est fermée ssi toute suite conver- 
gente (dans (E,|| ||}) de points de 4 a sa limite qui appartient à 4. Une 
partie fermée est donc, d'une certaine manière, ”’stable pour le passage à 
la limite”. [Il revient évidemment au même de dire que toutes les valeurs 
d'adhérence éventuelles d'une suite de points de À sont dans À. 


Démonstration : Si A est fermée, on a À — À. Si une suite de 
points de À converge, c'est forcément vers un point de À d’après le 
théorème précédent, donc vers un point de À. Réciproquement, si 
LE À, il existe une suite de points de À qui converge vers £. Si la 
propriété de l'énoncé est vérifiée, on à { € À, donc À = À est fermé. 
L 


COROLLAIRE 6-4.27 Dans un espace normé, l'adhérence d’un sous-espace 
vectoriel est un sous-espace vectoriel. 


Démonstration : Si F est un sev de E, on a F C F #0. De plus si 
æ et y sont deux points de F, et si « € K, il existe des suites (z,),en 
et (Yn)hen de points de F qui convergent respectivement vers z et y. 
La suite de F de terme général x, + ay, est donc convergente vers 
x + ay qui est donc bien dans F. M 


Dans (KP, | |l}, un sev est toujours fermé puisque défini, s’il est de dimension 
r, par un système de p — r équations linéaires indépendantes de la forme 


Miritorrt- toi =0 pour L<jÿ<p-r 
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Comme la convergence dans K? est la convergence coordonnée par coordonnée, 
il est clair qu’une limite d’une suite convergente dunt le terme général vérifie ces 
p—r conditions les vérifie également (théorème sur les combinaisons linéaires de 
suites convergentes de K). Par contre, dans des espaces normés plus généraux, 
on peut avoir des sev non fermés, pour lesquels l'inclusion F £ Fest stricte. Voir 
par exemple : 


EXERCICE 6-4.28 Dans (C%([a, b],R), |||l:}, montrer que 
F = {f € Cab], R) | (0) = 0) 


est un sev vérifiant F = CU{a, 6],R). 


6-46 Partie dense 


DÉFINITION 6-4.29 {Partie dense) Une partie À C E est dite dense dans E 
ssiA=E. 


Les caractérisations de l’adhérence qui précèdent donnent immédiatement : 


THÉORÈME 6-4.30 Une partie À de E est dense dans E ssi tout point de E 
est limite d'une suite convergente de points de À. De manière équivalente, 
A est dense ssi tout ouvert non vide de E rencontre À. 


EXEMPLE 6-4.31 Dans R, une conséquence de l'existence de la partie entière 
d’un réel quelconque (elle même conséquence de la propriété de la borne supé- 
rieure) est que tout intervalle non réduit à un point contient un rationnel et 
un irrationsel, et donc une infinité de tels points. Comme un intervalle de ce 
type contient toujours un intervalle ouvert, cette propriété traduit exactement la 
densité de Q et RQ dans (R, ||). 


L'exemple précédent montre que l'intersection de deux parties denses n’est 
pas dense en général. Par contre on à : 


EXERCICE 6-4.32 Une intersection d’un nombre fini d’ouverts denses est dense. 


La densité de Q dans R peut être considérée comme un cas particuliér du 
théorème suivant : 


THÉORÈME 6-4.33 Un sous-groupe additif de R est soit de la forme aZ, 
soit dense dans KR. 


Démonstration : On remarquera donc que les sous-groupes additifs 
fermés de R sont, soit de la forme aZ, soit égaux à R. Si H cst un 
sous-groupe non réduit à {0}, on a HNR°+ 4 D. Cette partie étant 
minorée par 0, elle possède une borne inférieure. Si cette borne est 
> 0, notons la a, et montrons que H = aZ. On commence par 
montrer que a € I. Si ce n’est pas le cas, la définition de la borne 
supérieure montre l'existence d'un élément x € AN)Ja,2al, puis d’un 
élément y € HNJa, zf. Mais alors z = 7 — y est dans /{ (groupe) et 
vérifie 0 < z < a, ce qui est contradictoire avec la définition de «. 
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Donc a € H et, H étant un groupe, aZ C H. L'inclusion inverse 
provient du fait que tout x € H peut s’écrire de manière unique sous 
la forme 


z=patr avcpEeZet0<r<a 


{c'est toujours l'existence de la partie entière). r = x — pa ne peut 
être dans # que s'il est nul, Enfin, si la borne inférieure de H NA R°+ 
est nulle, on montre que H est dense. Si ]a, b[ est un intervalle ouvert 
de R, il existe un élément z € HN]0,6— af. Si p est la partie entière 


de =. on a 
z 
pr <a<(p+l}z <pr+b-a<b 
ce qui montre que (p+ 1}r € HN]a,b{. H est bien dense dans R. Æ 
EXERCICE 6-4.34 Montrer que tout réel est limite d’une suite de la forme 
Un = Pn + V2 
où pe et ga sont des suites d'entiers relatifs. 


EXERCICE 6-4.35 Si 8 £ rQ, montrer que 874277, est dense dans R. En déduire 
que l’ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (e'"?},.,, est le cercle unité du plan 
complexe. 


EXERCICE 6-4.36 Dans un espace normé, montrer qu’un hyperplan est fermé ou 
dense. L'exercice 6-4.28 donne un exemple d'hyperplan dense. 


La propriété de densité admet la généralisation suivante, en relation avec la 
notion de topologie induite sur une partie d’un espace normé qui sera abordée à 
la fin de cette section : 


DÉFINITION 6-4.37 (Densité relative) Si (E, || ||) est ur espace normé et si 
AC B sont deux parties de E, on dit que A est dense dans B ssi B C À. Ceci 
équivaut encore à dire que tout point de B est limile d’une suite convergente de 
points de À. 


THÉORÈME 6-4.38 Si À C B C C sont trois parties de £, si À est dense 
dans B et B est dense dans C,, alors À est dense dans C. 


Démonstration : B C À implique B C À (l'adhérence de B est le 
plus petit fermé contenant B). Or par hypothèse C © B, donc on 
a bien C € À: À est dense dans C. Ce raisonnement traduit l'idée 
fort intuitive suivante, rnais peut-être délicate à formaliser : si tout 
point de B est limite d’une suite de points de À et si tout point de € 
est limite d’une suite de points de B, alors tout point de C peut être 
approché par une suite convergente de poinis de A. M 


Terminons enfin par un exemple classique de partie dense dans un evn. : 
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EXEMPLE 6-4.39 L'espace des Imatrices carrées M, (K) est identifié à l’espace 
K”, et est inuni d’une des trois normes usuelles, par exemple 


1<ij<p} 


IGri,s)]] = max{| 


La convergence d’une suite de matrices pour cetle norme est donc la convergence 
’coefficient par coefficient”. Dans cet espace, GL, (K), ensemble des matrices 
inversibles est un ouvert dense. La densité est, par exemple, conséquence du fait 
que le spectre d'une matrice À € M,(K) étant fini, pour # suffisamment grand 
È 1 , : A « 
la matrice 4, = À — —{, est inversible et lim An = À. On peut d’ailleurs 
no 
remarquer que ce résultat ne dépend pas de la norme choisie, ce qui n’a rien 
&’étonnant puisqu'on verra ultérieurement que toutes les normes sur M,(K) sont 
équivalentes. Il est facile (exercice), en utilisant par exemple le déterminant, de 
montrer que l'ensemble des matrices non inversibles est fermé dans (M,(K), || ||...) 


6-4.7 Intérieur, frontière 


DÉFINITION 6-4.40 (Intérieur) Si À C E, un point a € À est dit intérieur à 
À ssi À est un voisinage de a, ce qui équivaut à dire qu'il existe une boule ouverte 
centrée en a incluse dans A. On appelle intérieur de À ct on note A l’ensemble 
des points intérieurs à A. 


THÉORÈME 6-4.41 L'intérieur de A est le plus grand ouvert inclus dans A. 
C'est, aussi la réunion de tous les ouverts inclus dans À. A est ouvert ssi 
A=A 


Démonstration : est un ouvert inelus dans À. SiQ = |] w, 
4 ouvert 
CA 
{est clairement le plus grand ouvert inclus dans 4. Tout point de 
est dans un ouvert w € À et est donc intérieur à À. Réciproquement, 
si a est intérieur à À, il existe une boule ouverte w centrée en a et 
incluse dans 4. Donca ef. 5 


EXERCICE 6-4.42 Montrer que l'intérieur de B{a,r] est B(a, rl. 


COROLLAIRE 6-4.43 Le complémentaire de l'intérieur de À est égal à l'ad- 
hérence du complémentaire de À. De même le complémentaire de l'adhé- 
rence de À est égal à l'intérieur du complémentaire de À. 


La deuxième assertion est conséquence de la première, en rempla- 
çant À par son complémentaire. Pour démontrer que 


il suffit de remarquer que le complémentaire d’un ouvert inclus dans 
À est un fermé contenant le complémentaire de A. Si l’on part dn plus 
grand ouvert inclus dans À, on obtient le plus petit fermé contenant 
A. 
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EXERCICE 6-4.44 Le passage au complémentaire permet d'obtenir les propriétés de 
l'intérieur à partir de celles de l’adhérence. On à en particulier : 
2 0 0 e 
ANB=ANB et AUBDAURB 


DÉFINITION 6-4.45 (Frontière) On appelle frontière de lu partie AC E et on 
note Fr(A) le sous-ensemble de E égal à 


Fr(4)= À - À = AN Æ 


Les points de Fr{A) sont appelés points-frontière de A. 


La définition des adhérences de À et de son complémentaire montrent qu'un 
point x est dans la frontière de À ssi tout voisinage de x rencontre à la fois les 
parties À et A°. 


EXERCICE 6-4.46 Montrer que 


Fr(B(a,r[) =Fr(B(a,r]) = S(a,r) 
A est ouvert & ANFr(A) = 
A est fermé & À 9 Fr(4) 


6-4.8  Topologie induite sur une partie 


DÉFINITION 6-4.47 (Voisinage relatif) Si À est une partie d'un espace normé, 
a€ Aet VC À, on dit que V est un voisinage de a relatif à A ssi il existe un 
réel r > 0 Lel que B(a,r[NA C V. Il revient au même de dire qu'il existe une 
boule ouverte de centre a pour la distance induite sur A incluse dans V. 


Les propriétés des voisinages restent vérifiées pour l'essentiel : toute partie 
de À contenant un voisinage de a relatif à À est encore un tel voisinage, une 
intersection d’un nombre fini de voisinages relatifs de « est encore un voisinage 
relatif, l'intersection de tous les voisinages relatifs de a est égale à {a}, deux 
points distincts de À possèdent des voisinages relatifs disjoints. 


THÉORÈME 6-4.48 Une partie V de A est un voisinage relatif de a € À ssi 
c'est l'intersection avec À d'un voisinage de à (dans l'espace normé E). 


Démonstration : Si V est un voisinage relatif de a, il existe un 
réel r > 0 tel que l'on ait H{a,r[NA C V. On a alors évidemment 
V = (VU B(a,r{) N À, qui est bien trace sur À d’un voisinage V’ = 
VU B(a,r{ de a dans (E, {| ||}. Réciproquement, si V = V’N À avec 
V'E V(a), il existe r > 0 avec B(a,r[C V’, donc B(a,r[N AC V et 
V est un voisinage relatif de a dans À. M 


Par exemple, dans (R, | {), J0, 1] est un voisinage de 1 relatif à À =]-1,1]U)2,4[, 
puisque c'est la trace sur À du voisinage de 1 égal (par exemple) à ]0,2]. Un voi- 
sinage de a relatif à une partie À n'est donc pas en général un voisinage de a dans 


E. 
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DÉFINITION 6-4.49 (Ouvert relatif) Si À est une partie non vide de E, une 
partie w de À est un ouvert relatif de A si w est voisinage relatif à À de chacun 
de ses points. 


Comme dans le cas des voisinages, on a la caractérisation à l’aide des ouverts 
de E: 


THÉORÈME 6-4,50 Une partie & de À est un ouvert relatif de À ssi c'est 
l'intersection avec À d'un ouvert de l'espace normé E. 


Démonstration : La caractérisation des voisinages relatifs donnée 
dans le théorème précédent montre immédiatement que si la partie 
w = QN A est trace sur À d’un ouvert {? de £, w est ouvert relatif de 
À (puisque {? est voisinage de chacun de ses points). Réciproquement, 
si w est un ouvert relatif de À, pour tout x € w, il existe r, > D avec 
B{z,r.[NA Cw. On a alors 


w= (U at) NA 


seu 
est bien trace sur À d’un ouvert (union de boules ouvertes) de E. 


L'ensemble des ouverts relatifs de À est appelé topologie induite sur À 
par la topologie de Æ. On vérifie que cette famille de parties de A vérifie les 
trois propriétés déja vérifiées par la topologie de E : @ et A sont des ouverts, 
une union quelconques d’ouverts de À est un ouvert de À, une intersection d’une 
famille finie d’ouverts de À est un ouvert de À. 

Il est clair qu’un ouvert de E inclus dans À est un ouvert de À (il est égal à 
sa propre trace sur À) mais uu ouvert de À n’est pas en général ouvert de E. Par 
exemple {0} est ouvert de À = {0} U[1,?] CR. 

DÉFINITION 6-4.51 (Fermé relatif) Une partie 9 C À est un fermé (relatif) 
de A ssi son complémentaire dans A est un ouvert relatif de A. 
Si A-6 = ANA avec (! ouvert de E, on a évidemment $ = Q°N A (le complé- 


mentaire de ( est calculé dans E). On a donc immédiatement la caractérisation 
des fermés relatifs : 


THÉORÈME 6-4.52 Une partie ÿ de À est un fermé relatif de A ssi c'est la 
trace sur À d’un fermé de E. 

Par passage au complémentaire, des propriétés de la topologie de À on déduit 
qu’une intersection quelconque et qu’une union finie de fermés de À sont encore 
des fermés de A. Si u = {tn},ey est une suite de points de À, on dit que cette 
suite converge dans À ssi elle est convergente dans Æ et si sa limite appartient à 
A. La caractérisation séquentielle des fermés de E donne le théorème suivant : 


THÉORÈME 6-4.53 Une partie & de A est un fermé relatif de A ssi toute 
suite de points de qui converge dans À a sa limite dans 6. 
Démonstration : Exercice. M 


EXERCICE 6-4.54 Montrer que tout fermé relatif de À est fermé de E ssi À est un 
fermé de E. Démontrer un résultat analogue pour les ouverts. 
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6-5 Suites de Cauchy, espaces complets 


6-5.1 Suites de Cauchy 


DÉFINITION 6-5.1 Une suite u — (u,)hen d’un espace normé (E, || ||)est dite 
de Cauchy si et seulement si elle vérifie la propriété : 


Ve>0 ANEN VnmeN n>Nem>N=— |u-unl<e 
ILest clair que si la norme est remplacée par une norme équivalente, les suites 


de Cauchy conservent cette propriété. Les propriétés suivantes sont conséquences 
immédiates de la définition : 


+ ‘Toute suite convergente est de Cauchy. 
+ Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy. 


e Toute suite de Cauchy est bornée, 


Dans R ou €, les suites de Cauchy convergent. La démonstration de ce résultat 
a été basée sur l’existence d’une valeur d’adhérence. On a d’ailleurs la propriété 
générale : 


THÉORÈME 6-5.2 Si une suite de Cauchy d'un espace normé possède une 
valeur d'adhérence, elle est convergente. 


Démonstration : Exercice. 


ILexiste des espaces normés où les suites de Cauchy ne sont pas toutes conver- 
gentes. L'exercice suivant en donne un exemple : 


EXERCICE 6-5.3 Dans l’espace {C°([0, 1],R), || },montrer que la suite de fonctions 
Un}nen-{ou définies par 
0 si0<zx<1/2-1/r 
fnz)= 4 na-h+1 si1/2-1/n<x< 1/2 
1 sil/2<r<1 


est de Cauchy. Si elle convergeait (au sens de La norme) vers une fonction g, en étudiant 
In — glls, montrer que g serait nulle sur (0, #[ et étudier de même g sur (4, 1]. Conclure. 


EXERCICE 6-54 Si u = (u,),en est une suite d'un espace normé, on pose 
Un=u, ka} 


Montrer qu’une suite u est de Cauchy ssi les U, sont bornés et si leur diamètre tend 
vers Ô pour nr — +00. 
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6-5.2 Espace de Banach 


DÉFINITION 6-5.5 (Espace complet) Un espace vectoriel normé est dit com- 
plet ssi toute suite de Cauchy de cet espace est convergente. Un espace vectoriel 
normé complel cst aussi appelé espace de Banach. Cette propriété est évidem- 
ment conservée si on remplace la norme par une norme équivalente. 


THÉORÈME 6-5.6 Un produit d'espaces vectoriels normés muni de la norme 
du sup (notée précédemment N°) est complet ssi chacun des espaces est 
complet. 


Démonstration : Il suffit de remarquer que la convergence d’une 
suite dans l’espace produit est la convergence coordonnée par coor- 
donnée, et qu’une suite de l’espace produit est de Cauchy pour N° 
ssi les suites coordonnées le sont dans leurs espaces respectifs. De 
plus une suite de Cauchy dans un des espaces de coordonnée peut 
être remontée” en une suite de Cauchy du produit, en imposant par 
exemple à toutes les autres coordonnées d'être nulles. I 


COROLLAIRE 6-5.7 K? muni d'une des trois normes ”’usuelles” est un es- 
pace de Banach. 


EXERCICE 6-5.8 Montrer qu'un espace vectoriel normé est complet ssi toute suite 
décroissante pour l'inclusion de parties fermées bornées dont le diamètre tend vers 0 à 
une intersection réduite à un point. Cette propriété généralise d’une certaine manière 
la propriété de R connue sous le nom de théorème des segments emboîtés. 


EXERCICE 6-5.9 Dans un espace de Banach, l'intersection d’une suite décroissante de 
boules fermées est une boule fermée (éventuellement de rayon nul, c'est-à-dire réduite 
à un point). On commencera par montrer que les suites des centres et des rayons 
convergent. 


Terminons enfin par un exemple d'espace de Banach sur lequel nous revien- 
drons ultérieurement. 


THÉORÈME 6-5.10 Si X est un ensemble non vide et (£;, || ||} un evn, l'es- 
pace vectoriel normé (B{X,E) ,|| ||.) est complet ssi (£, || ||) est un espace 
de Banach. En particulier l'espace des fonctions numériques bornées sur X 
est complet pour la norme de la convergence uniforme. 


Démonstration : Si (B(X, E) |] ||.) est complet, et si u = (u4),en 
est une suite de Cauchy de (£, |] ||), la suite de fonctions f, constantes 
sur X de valeur u,, est évidemment de Cauchy dans (B(X,E), || |.) 
puisque ||, — fall = tn — un|l. Elle converge donc vers une fonc- 
ion g € B{X, E) pour || |. En particulier, si 0 € X est fixé, on 
a 


lun — g(ro)ll = 1A(co) — g(zo)ll < A — gl 
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ce qui montre que la suite 4 converge dans (E, || ||} vers g(xo). E est 
donc complet. Réciproquement, si (£, || ||) est complet, et si (f:),en 
est une suite de Cauchy de (B(X, “ ,11le); pour x € X on a 


Ie) — fn(a ll < In — Piles 


majoration qui montre que la suite (fa(x)),en est de Cauchy dans 
(E, I). Elle est donc convergente vers une limite qui dépend du 
choix de x. On note {(x) cette limite. On définit ainsi une application 
1: X — E, On termine la démonstration en montrant que / est dans 
B(X,E) et que la suite f, converge vers g pour |||L.. La suite f, 
étant de Cauchy dans (B{X, £), |} [L.), elle est bornée. 1] existe un 
réel M tel que pour tout n on ait [|f,ll.. < M. On a alors 


VzeX VneN [firi<M 


Pour = fixé et en faisant tendre n vers +00 on obtient |}{x)|| < M, 
ce qui montre que / € B(X, E). Enfin, si e > 0 est donné, ilexiste un 
rang N, tel que 


netm>N=Vrex |fx)- fur <e 


Si n est fixé arbitrairement > N., en faisant tendre m vers +0 on 
obtient 


22ZN=VrEx |z)- fall <e 


ce qui donne exactement la convergence de f, vers { dans (8 (X, E), || ||.) 


6-5.3 Partie complète 


DÉFINITION 6-5.11 (Partie complète) Une partie À d’un espace normé E est 
dite complète si et seulement si toute suite de Cauchy de points de À ést conver- 
gente dans À. 


THÉORÈME 6-5.12 Si À est une partie complète d'un evn E, À est fermée. 


Démonstration : Si { est limite d'une suite convergente de points de 
A, cctte suite est de Cauchy ct converge donc dans À par hypothèse. 
On a donc {€ A et À est fermé. M 


THÉORÈME 6-5.13 Dans un espace de Banach, les parties complètes sont 
exactement les parties fermées. 


Démonstration : Si À C E est fermée, une suite de Cauchy de 
points de À est convergente dans Æ complet, et sa limite appartient 
à À car A est fermée. M 


234 Chapitre 6 : Espaces normés : suites et topologie 


6-6 Exercices 


EXERCICE 6-6.1 Soient (a,) et (b,) deux suites réelles convergentes. Etudier la suite 
(cn) définie par : 


1 
Cn= PE D aibn-i 


1=0 


EXERCICE 6-6.2 Soit f(x) = 2"+2""1+...4+x2421 et a, l'unique racine positive 
de l'équation f,(+) = 0. Etudier la suite a. 


EXERCICE 6-6.3 Soit z € R? (p > 2). On définit une suite (z,) d'éléments de R? par 
zo = x et 


D Fnÿ 


pi 


Vie{l,.-,p} tanii = 


p= 


où æn,; est la j-ième composante de +,. Etudier la convergence de la suite (z,). 


EXERCICE 6-6.4 Soit us une suite bornée de réels telle que lim (nya — 4) = 0. 
ace 


Montrer que l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite w, est un segment. Que se 
passe-t-il si la suite u, n’est pas bornée? Construire une suite réelle dont l’ensemble 
des valeurs d’adhérence est R. 

Soient w, et v, deux suites réelles telles que : 


Jim a,= lim vu, =<+ooet lim (usyr - un) = 0 
Poe aise 7 ni fut — tn) 


Montrer que {u, —v, :n,m € N} est dense dans R. 


EXERCICE 6-6.5 On considère la suite définie par wo > 0 et 4141 = LArctg(nu,) 


1. Montrer que la suite 1, converge. 


2. Montrer que la suite nu, est bornée, puis qu’elle ne possède qu’une seule valeur 
d'adhérence. Que peut on en déduire ? 


EXERCICE 6-6.6 On note l{N) = {{u),eN € ©] D ui? converge}. 
1. Montrer que F(N) est un Cev et que [|u]h = (X{uf?)? est une norme sur 
P{N). 
2. Montrer que pour cette norme {?{N) est complet. 


EXERCICE 6-6.7 Sur C!([0, 1],R) montrer que : 
MP) = If) + suplf+2f1 et Naf) = supl fl + suplf 
fe) to] LU] 


sont deux normes équivalentes. Sont-elles équivalentes à la norme de la convergence 
uniforme ? 


EXERCICE 6-6.8 Soit (E, || ||) un espace vectoriel nurmé complet. Montrer que si 
(Bi) en est une suite de boules fermées décroissante pour l'inclusion, alors ("] B est 


une boule fermée. 
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EXERCICE 6-6.9 On considère R? muni de sa topologie usuelle. Soit F un voisinage 
fermé de 0, convexe, borné, invariant par symétrie par rapport à 0. Montrer qu'il existe 
sur RP une norme unique dont F soit la boule unité ferméc. 


EXERCICE 6-6.10 On se propose de déterminer S = {{x,y) € 2? | x? 2y? = 1} 


1. Montrer que G—{2€R|z>0et 4(z,y} € S z = x+yv2} est un sous groupe 
multiplicatif de R°. Montrer que Les éléments de G supérieurs à 1 vérifient z > 0 
ety>0. 


2. En déduire G puis S. 

EXERCICE 6-6.11 Soit p une semi-norme sur M,(C) vérifiant 
VA,B p(AB) < p(4)p(B) 

Montrer que p est identiquement nulle ou est une norme sur A4, (C). 


EXERCICE 6-6.12 Soit E l'espace des fonctions réelles bornées sur [0,1] muni de 
Iles = supl/l. Si A est une partie non vide de [0,1] et X = {f € E | fla = 0}, 
(0,1 


montrer que X est égal à sa frontière. 


EXERCICE 6-6.13 Pour tout 7 on pose u = (#5) ; et an = d{un, Z). Quel 


est le comportement de la suite (as) ? 


EXERCICE 6-6.14 Soit E = {(z,y) € R? | y?(2- y?) = z?(x - 1}(x - 2}}. Montrer 
que E est borné pour || {[. 


EXERCICE 6-6.15 Soit (u,) une suite réelle ”sous-additive”, c’est à dire que 
Van, p, Untp < Un + Up 
1. Soient m2 et n deux entiers strictement positifs tels que m divise n. Montrer que : 
un /n € tm/m. 


2. Soit m € N°; on pose 8 = sup{lu,|, 0 & r < m}. Montrer que, pour tout n > m, 
ona 28 
Un LE 
Le En pe 
ROM on 
3. En déduire que Ja suite (u,/n) converge vers sa borne inférieure (si elle est mi- 
aorée) ou diverge vers —00. 
EXERCICE 6-6.16 Dans R?, on pose |r|| = 2lx11+3z2l. Vérifier que ceci définit une 
norme et trouver les meilleures constantes « et A, telles que : 
Ve, alzll < Isle < All 
Même question dans R* avec 
Ill} = max(2lzil + 8Ixal, Beat + 212al) 
EXERCICE 6-6.17 Soient r, et y, deux suites réelles vérifiant Vn > 1 y = 2z»+2n1. 
Montrer que la suite x, converge ssi la suite y, est convergente. 


L 
EXERCICE 6-6.18 Etudier la suite définie par a > 0 et uni = 4/ un + . 


Chapitre 7 


Continuité et Compacité 


7-1 Limite et continuité 


7-1.1 Limite et continuité en un point 


Dans tout ce chapitre, E et F représentent deux espaces normés sur lesquels les 
normes sont représentées (s’il n'y a pas d'ambiguïté) par le même symbole || ||, 
bien que ces deux normes soient en général distinctes. Cela ne doit pas créer de 
confusion, il suffit d’être attentif à l'espace dans lequel sont évaluées les normes. 


DÉFINITION 7-11 Soit À C E el f : À + F une application, a étant un point 
de E adhérent à A. On dit que f admet une limite en a ssi 


36EF Ve>0 da>0 VreA [r-al<a— |/(x)-bl<e 


Comme tout voisinage d’un point contient une boule ouverte centrée en ce point 
{qui est elle-même voisinage du point), cette définition équivaut à 


3bEF VVEV(&) 1WEY(a) FWNA)CV 


Tl est à noter que l'hypothèse a € À est indispensable pour donner un sens à 
cette définition, en assurant que si W est un voisinage de À, W NA £ @. Il est 
clair également que si f admet une limite en a alors f est bornée sur un ensemble 
de la forme W N À (il suffit de choisir le voisinage associé à € = 1 sur lequel on a 
la majoration ||{(+)|| & Ilbf] + 1). 
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THÉORÈME 7-1.2 (Unicité de la limite) Si f possède une limite en «, le 
vecteur b intervenant dans la définition précédente est unique, on le note 
b “lim f =lim f(x) 
Démonstration : Si b, 7 b2 répondent à cette définition, on peut 
en trouver des voisinages disjoints Vi et V2 (F est ”séparé”), et leur 
associer des voisinages W, et W: de a avec 
JMNA)CH et f(WNA)CV 
On arrive alors à une contradiction puisque 
B£ASWMNWONA)CHNV =0 M 


On remarque également que si g : À — F coïncide avec f sur un ensemble 
de la forme W N À où Wa est un voisinage particulier de a € À, on a également 
& =lim g, puisque pour W € Y(a) on a 

a 


SW NW NA) = g(W N Wo N À) 
On dit que l'existence d’une limite en a est une propriété locale. 
La définition précédente arène à distinguer deux cas : 


eSiae A et si f : À —+ F possède une limite b en a, comme f{a) doit 
appartenir à tout voisinage de b, on a forcément f(a) = b, et on dit que f 
cest continue en a. La propriété de continuité peut se traduire par 


VVEV(S(a)) 3W' voisinage de a relatifà A f(W)CV 
e Sia € A— A, et si lim f(x) = à, il existe un prolongement ”naturel” f: 


de f à AU {a} obtenu en posant f(a) = b. Cette application est le seul 
prolongement de f à AU {a} qui soit continu en a (vérification facile), on 
dit que f est le prolongement par continuité de f en a. 


7-1.2 Généralisation de la définition 


7-1.2.1 Limite suivant une partie 


DÉFINITION 7-13 Soit ACE etf: A—F. Si PCAeta€ P, on dit que 
f possède une limite en a suivant P si la fonction fl possède une limite en a 
et on note 


Bi fe) li le) 
cette limite. On a donc lim f(x) = b ssi 
A 


Ve>0 3a>0 VzeP |r-al<a— |f(x)-0]<e 


Par exemple, si f : R—R est la fonction caract: ique de R—Q, on a 
lim f(#) = 0, alors que l'en a lim f(x) = 1. La fonction f n'a évidemment pas 
Fee “Re 
de limite en 0. 
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7-1.2.2 Limite à l'infini 
DÉFINITION 7-14 Si À est une partie non bornée de E, on dit que f : A F 
tend vers b à l'infini et on note lim f(x) — b si el seulement si : 
Ilr+c 
Ve>0 Ja>0 VreA frl>a—|lf(r)-bl<e 
ce qui peut aussi se traduire en lermes de voisinages par : 
VVEV() 3WEV(cœo) f(WnA)}cV 


Si E = R, un voisinage de +co (resp. —æ) est une partie contenant unc 
demi-droite de la forme [M, +oo[ (resp. ] — 00, M]). On peut ainsi donner une 
définition correspondant à l'égalité lim (2) = b. 

2400 


DÉFINITION 7-15 Si f : AR et a € À, on dit que f tend vers +00 en a ssi 
VV EV(+o) 31WEV(a) f(WNA)CV 
ce qui traduit la propriété 
VM>0 3a>0 VreA fr-al<a—/f(:}>M 
On donnerait de manière similaire une définition pour 1 f(x) = +00 lorsque 
A n'est pas bornée. 


Les définitions précédentes se généralisent à la notion de limite suivant une 
partie P de À. 


7-13 Caractérisation séquentielle 


THÉORÈME 7-1.6 Si f : À — F et « € À, f possède une limite en « égale 
à be F ssi, pour tout suite (a,).en de points de À convergeant vers a la 
suite des images (f(a)),.n converge vers b. En particulier f est continue 
en a € À si les suites images convergent toutes vers f(a). 
Démonstration : Si b=lim f, si V est un voisinage arbitraire de b, 
il existe un voisinage W de a avec f(W NA) C V. Si (a.}en est une 
suite de points de À convergeant vers a, à partir d’un certain rang 
tous les termes de la suite sont dans W N À, ce qui entraîne que tous 
les termes de la suite image sont, à partir du même rang, dans V. 
Ceci traduit bien 
in fa) = b 
Réciproquement, si f ne tend pas vers ben a, on a 
3e>0 Va>0 3zeA [x-al Saet [f(x)—-b|>e 


: Î : 
Pour ce choix de €, et en prenant à = ra avec n € N°, on est assuré de 


: x 1 
l'existence d'un point z, € À, avec ||z, — al] < = et [lf(z,) — 6f > €. 
La suite x, converge bien vers a, mais la suite des images ne converge 
pas vers b. 
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On notera que, si pour toute suite de points de À qui converge vers a la suite 
des images est convergente dans F, alors la limite de cette suite image ne dépend 
pas de la suite choisie dans A. Il suffit pour s’en convaincre de prendre deux 
suites (a,) et (a) dans À qui tendent vers a et de les ”mélanger” en une seule 
suite b = (b,) en posant b, = a, et banys = a! 

Les théorèmes sur les suites convergentes démontrés dans le chapitre précédent 
permettent d'obtenir les résultats suivants : 


THÉORÈME 7-1.7 (Limite dans un espace produit) Si f: A— Fx-..xF, 
est à valeurs dans l'espace normé produit des espaces (F, || |h1gigs. la fonc- 
tion f = (f,... , f,) possède une limite ! = (l,... ,1,) en a € À ssi chacune 
des applications composantes jf; possède la limite !; en a. En particulier, la 
fonction f est continue en à € À ssi toutes les applications composantes 
sont continues en a. 


THÉORÈME 7-18 Les applications 


EXEE (z,y)mr+y 
KxXE—E (àz)m à: 
E-—R+ ze || 


sont continues en tout point de leur espace de départ (muni de sa structure 
naturelle d'espace produit pour les deux premières applications) 


THÉORÈME 7-19 (Composition) Si f : À + f possède une limite égale à 
benae À, sig:F 2 B -+G à valeurs dans l'evn Gest telle que f(A) C B 
et possède une limite égale à { en b, alors go f tend vers ! en a. 


Démonstration : On remarque tout d’abord que si (a,) une suite 
de points de À qui converge vers a, la suite (/(a,)) est dans B et 
converge vers b qui est donc bien dans B. Comme g a la limite ! en 
b, la suite (g{f(a;)}aen converge donc vers !. 


On notera l'importance de l'hypothèse f(A) C_B dans le théorème précédent. 
Par exemple, si g =1r- (fonction caractéristique de R”) et f : R -; R définie par 
J{x) = sin (£) pour x # 0 et f(0) = 0, on vérifie que 

Jia f(2) = 0 et lim g(x) = 1 
Éd Sa0 


Par contre lim g o f(x) mexiste pas. 
= 
es 


THÉORÈME 7-1.10 (Opérations algébriques) Si f : A > F,g:A—Fet 
a: À — K possèdent des limites en a € À, il en est de même de f + ag et 
on a : 


lin (+ ag) =lim f + (lim a) (tm D) 


Si /,g et a sont continues en a € À alors f + ag l'est également. 
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THÉORÈME 7-1.11 Les fonctions polynomiales (K?, || ||.) — K sont conti- 
nues en tout point de K. 


THÉORÈME 7-1.12 Si / : À — K possède une limite non nulle en a € À, la 
fonction n est définie au moins sur un voisinage de « relatif à À et 


De même si f est continue en a € À avec (a) Z 0, la fonction 7e continue 
en a. 


THÉORÈME 7-1.13 Les fonctions fractions rationnelles K° —+ K sont conti- 
nues en tout point de leur domaine de définition. 


La continuité d’une application à valeurs dans un espace produit peut se lire, 
comime on l’a vu plus haut, sur chacune des applications composantes. Pour les 
fonctions définies sur un produit, la situation est plus complexe : 


THÉORÈME 7-1.14 Si E = E; x E; est un produit de deux espaces normés, 
AC Er et A2 C En, et f : Aix A1 — F est continue en a = (a,az) € A1 x Az, 
les applications partielles en a : 


fem): AFF zu f(i,@) 
f(ase): A8 yo fans) 


sont continues respectivement en a; et 42. 


Démonstration : Il suffit d’appliquer la caractérisation séquentielle 
pour conclure immédiatement. M 


Il n’y a évidemment pas de réciproque à ce théorème, la connaissance des 
applications partielles en & ne donnant d'information sur f qu’en restriction à 
A1 x {az} U {a1} x A2. Par exemple l'application 

RSR (x "4 avec f(0,0) = 0 
d': (O7 ae pra avec f(0,0) = 
possède des applications partielles à l'origine continues en 0 (puisqu’identique- 
ment nulles) alors que f n’est pas continue en (0,0). En effet : 


bg Ja) = 7 4 0.0) 
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7-1.4 Utilisation d'espaces complets 


Lorsque l’espace d’arrivée est un espace de Banach, le critère de Cauchy permet 
de démontrer l'existence d’une limite sans avoir.à déterminer a priori la valeur 
de cette limite : 


THÉORÈME 7-1.15 (Critère de Cauchy) Soit f : À > F espace de Banach 
et u € À — À. La fonction possède une limite en a ssi 


Ve>0 3WEV() VayeWnA [f@)-f@l<e (1) 


Ce résultat est encore valable si À n’est pas bornée pour étudier l'existence 
d'une limite éventuelle de f à l'infini. 


Démonsiration : L'inégalité triangulaire montre facilement que 
(1) est conséquence de l'existence d’une limite. Réciproquement, si la 
propriété (1) est vérifiée, il suffit de montrer que pour toute suite (a,,) 
de points de À qui converge vers a, la suite des images est convergente 
(cf. la remarque suivant le théorème 7-1.6). Or si e > 0 est donné, 
on dispose d’un voisinage W de a tel que le diamètre de f(W N À) 
soit inférieur à €. Si n et m sont suffisamment grands, a, et a, sont 
tous deux dans ce voisinage et vérifient donc ||f{as) — f(an)l| < €, ce 
qui montre que la suite image est de Cauchy dans F espace complet, 
donc est convergente. M 


7-15 Continuité globale 


DÉFINITION 7-1.16 Une application f : À + F est dite (globalement) continue 
sur À ssi elle est continue en lout point de A. On notera C°(À, F) l’ensemble des 
applications continues de À dans F. 


Des théorèmes précédents découlent immédiatement les résultats : 


e CA, F) est un sous-espace vectoriel de FA. L'ensemble des fonctions nu- 
mériques continues C°(A, K) est une K-algèbre. 


eSif:A—Feg:F BG sont globalement continues avec f(A) C B, 
la composée go f est continue. 
» 
eSif: A F = []# à pour ensemble d'arrivée un produit d'espaces 


i=1 
normés, f est continue ssi les applications composantes p; o f le sont, pi 
étant la projection canonique F — Fi, pour 1 Ki < p. 


e Sif:A Fest continue, sa restriction à toute partie P C À est continue. 
THÉORÈME 7-1.17 (Continuité globale) Une application f : À —+ F est 
continue si et seulement si l'image réciproque de tout ouvert de F est un 


ouvert relatif de A. De manière équivalente, f est continue ssi l'image 
réciproque de tout fermé de F est un fermé de 4. 
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Démonstration : Si f est continue et O est un ouvert de F, posons 
A = f"1(0). Si A est vide, c’est un ouvert de À. Sinon, si x € (, O 
est un voisinage de f(x). Par continuité de f en x, il existe donc un 
voisinage W de x dans E avec f(W NA) C O, soit WNA CA. Q est 
donc voisinage dans À de chacun de ses points, c'est un ouvert de À. 
Réciproquement, si l’image réciproque de tout ouvert de {” est ouvert 
de À, montrons que f est continue en tout point a € À. Sie > 0, 
ST (B({a),el) est un ouvert de À qui contient a, il contient donc un 
ensemble de la forme ANB(a, a, avec a > 0. Ceci prouve la continuité 
de f en «. Si enfin X est un fermé de F,on a f”'(X)= A—f-1(X°), 
ce qui montre bien que la propriété de continuité globale se traduit 
également en termes d'images réciproques de fermés. Il 


REMARQUE 7-1.18 On n’a par contre aucune information en ce qui concerne 
l'image directe d’un ouvert ou d’un fermé de À par une application continue. Par 
exemple, la fonction x + sinz est continue sur R, et sin (]0, 27{) = [—1,1] n’est 
pas ouvert de R. 


REMARQUE 7-1.19 Le théorème précédent est très souvent utilisé pour prouver 
que certaines parties d’un evn sont ouvertes ou fermées. Par exemple, dans 
[| ), si P:K + K est une application polynomiale 


Sp={r= (au 2,) | Pen. ,2) = 0} 
("hypersurface algébrique”) est un fermé, puisque image réciproque de {0} par la 
fonction continue P. C’est ainsi que l’on peut prouver que GL, (R) est un ouvert 
de (M,(R), || Le) sur lequel l'application M ++ M1 est continue. 


EXERCICE 7-1.20 Montrer que O,(R) = {M € Ma (R) |'MM = 1,} est un fermé 
de (M, (R), || !L.). Est-ce un ouvert de (M, (R), || #,.)? 


EXERCICE 7-1.21 Montrer qu’une application f : À — F est continue ssi, pour toute 
partie X C À 


1 n4)c 7) 


On peut remarquer que dans cette caractérisation X N A est le plus petit fermé de 4 
contenant X, c'est donc l'adhérence de X dans A. 


7-16 Exemple d'utilisation de la continuité 


Le fait de travailler avec des fonctions continues permet souvent, pour parler de 
manière vague, de ” passer à Ja limite” (dans des égalités ou des inégalités). On a 
par exemple le résultat très important suivant : 


THÉORÈME 7-1.22 Soit f et g: À — F deux applications continues coïn- 
cidant sur une partie B C À dense dans À (AC B). On a alors f = g. 
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Démonstration : Si a est un point de À, il existe une suite (b,);en 
de points de B convergente vers u. Comme Vn f(b,) = g(b,) et 
comme f et g sont continues en a on à 


Ft) im, f(,) = lim gb.) = g(a) M 


L'exercice suivant est un bon exemple d'utilisation de ce genre d’argument 
(raisonnement "par densité”). 


EXERCICE 7-1.23 Si K = R ou C et si À et B € M,(K), montrer que les matrices 
AB et BA ont même polynôme caractéristique. 


Solution : Le résultat est clair si B est inversible puisqu'alors 
AB = B”'(BA)B est semblable à BA. Dans le cas général, on peut 
obtenir le résultat par un argument de continuité. Si on muuit M,(K) 
de la norme || ||, l'application 


f: MK) +R Br le nuplet des coefficients de Xp 


(on a oublié le coeflicient dominant (—1}"), est continue puisque ses 
applications composantes sont évidemment polynomiales. Il en est de 
même de l'application g où x 44 est remplacé par Xxg4. Or f et g coïn- 
cident sur GL,(K) dont on a montré (exemple 6-4.39) qu'il est dense 
dans M,(K). On en déduit que g et f coïncident sur M,(K). Sur un 
corps quelconque, l’argument précédent ne pourrait être utilisé, mais 
on pourrait l'adapter en un raisonnement plus algébrique, en remar- 
quant que les coefficients du polynôme x 4(#_x,) sont des polynômes 
en X, qui caïncident avec ceux de x{ÿ_w1,4 hors du spectre de B. Si 
K est infini, un argument purement algébrique permet de conclure. 
Enfin, l'identité matricielle 


A -l B I N\_fAB-XEI À 
—X1, B XI 0) ti XI 


donnerait nne autre démonstralion de ce résuliat. 3 


7-1.7 Notion d'homéomorphisme 


DÉFINITION 7-1.24 (Homéomorphisme) Deux espaces normés E et F étant 
donnés, une partie À de FE est dite homéomorphe à une partie B de F ssi il 
existe une bijection f : À -» B bicontinue, c'est-à-dire que f et sa bijection 
réciproque f7' sont continues. f est alors un homéomorphisme de A dans B. 


Î est à noter qu'une bijection continue n'a pas en général de réciproque conti- 
nue. Par exemple, avec E =R et F = C, l'application 


J:10,1(- {2€eC]l:1=1} 


définie par f(x) = e%"* est bijective, continue, mais sa réciproque n’est pas 
continue en 1. 
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EXERCICE 7-1.25 Montrer que la composée de deux homéomorphismes est un ho- 
méomorphisme. En déduire que la relation être homéomorphe à” est une relation 
réflexive, symétrique et transitive. 


EXERCICE 7-1.26 Si f : À + B est un homéomorphisme, montrer que l'application 
A f(Q) 


définit une bijection entre l'ensemble des ouverts relatifs de A et celui des ouverts 
relatifs de B. Un homéomorphisme entre À et B donne donc une correspondance 
bijective entre la topologie de À et celle de B. 


7-2 Continuité uniforme 


7-2.1 Continuité uniforme 
DÉFINITION 7-2.1 (Continuité uniforme) Si (£, || ||) et (F, | ||} sont deux es- 


paces normés, une application f : E 7 A — F est dite uniformément continue 
sst 


Ve>0 3a>0 VayeA r-yl<a—|f(x)-f(yl<e (2 


On notera la place des quantificateurs : a dépend de €, mais pas des points x et 
y, contrairement à la propriété de continuité en un point x quelconque de À. Ilen 
résulte clairement qu’une application uniformément continue sur À est continue 
en tout point de À. Des inégalités sur les normes montrent que la propriété est 
conservée si l’on remplace la norme sur E ou F par.une norme équivalente. La 
caractérisation suivante est souvent utilisée (par sa négation} pour prouver qu’une 
application n’est pas uniformément continue : 


THÉORÈME 7-2.2 Une application f : A —> F est uniformément continue 
ssi pour toutes les suites (x, ÿ:}1en de (A x A)" telles que lim Îa — ynll = 0 
m4 


ona lim If(tx)— {ll = 0 


Démonstration : Si f est uniformément continue ct (24, yr}en € 
(A x AY" telles que l'on ait lim [ln — gall = 0, si € > U est fixé, la 
res 
propriété (2) donne l'existence d'un réel a > 0 tel que 


Ie <a = f(x) - Al < e 


Si n est choisi assez grand on est assuré que ||x, — yall < à ce qui 
entraine |}f(xx) — f(y)|| €. On à donc bien 


lim ea) — Fu) = 0 


Réciproquement, si f n’est pas uniformément continue, en niant la 
propriété (2) on a 


Ae>0 Va>0 z,yeA [z-uyl<aet [f{x)- (y) >e 
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, 1 
Si on prend a = avec n € N"', on pourra donc trouver z, et 


ÿn dans À avec [rs — gl < : et [f(æn) - f(m)ll > €. La suite 
(xx) — Fwr)Iuen ne tend pas vers 0. M 


à 1 
Par exemple les suites x, = n et 4, = nr + — montrent que x ++ x? n’est pas 
uniformément continue sur R, bien qu'elle soit continue en tout point de R. 


EXERCICE 7-2.3 Montrer qu'une composée d'applications uniformément continues 
est uniformément continue. 


7-2.2 Applications lpschitziennes 


On étudie dans ce paragraphe un cas particulièrement important d'applications 
uniformément continues. 


DÉFINITION 7-2.4 (Applications lipchitziennes) Soit f : E > À — F une 
application et k € IR*, on dit que f est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne de 
rapport k) ssi 


Vaye A (f(x) - FI < kllz - y 


On remarquera que si f est k-lipschitzienne, elle est K°-lipschitzienne pour tout 
K > k. D'où l'intérêt, pour une fonction dont on sait qu’elle est lipschitzienne, 
de trouver k le ”meilleur possible”, c’est-à-dire le plus petit possible. Il est clair 
(inégalités sur les normes) que remplacer les normes par des normes équivalentes 
ne change pas le caractère lipschitzien d'une application, mais la valeur du rap- 
port est changée en général. Il est facile de voir qu’une composée d'applications 
lipschitziennes est lipschitzienne. 


EXEMPLE 7-2.5 Les applications 


(CANIN) æn Ifell 

CE, IH) + (R,1D ze d(r,4) GHACE) 

(ENS) = [IE No) + (EN) 2e pif) = 25 (8 projection) 
sont 1-lipschitziennes. 


THÉORÈME 7-2.6 Toute application lipschitzienne est uniformément conti- 
nue. 


Démonstration : Evident. 8 

Il n'y a pas de réciproque à ce théorème. Par exemple, on verra que l'appli- 
cation [0,1] + R définie par x ++ /x est uniformément continue mais on voit 
facilement qu’elle n'est pas lipschitzienne. Pour les fonctions dérivables d’un in- 
tervalle de R dans €, l'exercice suivant donne une caractérisation du caractère 
lipchitzien : 
EXERCICE 7-2.7 Si / est un intervalle de R, une application dérivable f : 1 -+ Cest 
k-lipschitzienne ssi 


Vael [FRS 
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7-2.3 Théorème du point fixe 


DÉFINITION 7-2.8 (Contraction) Si f est une application de A dans F, on 
dit que f est une contraction ssi f est lipschitzienne de rapport k < 1. On dira 
aussi que f est k-contractante (ce qui suppose k < 1). 


Il faut remarquer que cette définition à un sens lorsque sont précisées les 
normes sur E et F. Si on remplace les normes par des normes équivalentes, la 
propriété n’est pas conservée en général. 


THÉORÈME 7-2.9 (Point fixe) Si À est une partie complète d'un ev normé 
(E,]| 1, et si f : À + 4 est une application k-contractante (pour la même 
norme || || au départ et à l’arrivée), il existe dans À une unique solution ! de 
l'équation 
flx)=2 
Plus précisément, si r9 est un point quelconque de À, la suite de points de 
A définie par la donnée de zx, et la relation de récurrence 
ana = fn) 


converge vers / et on a les majorations : 
Un les aol et lien = < les an 
1—k 1—k 


Démonstration : Il ne peut y avoir qu'un seul point fixe dans À, 
puisque si / et {’ sont points fixes, on a 
UE = 1) — FO < #1 — EI 


donc ! = {', puisque & < 1. On montre ensuite l’existence en étudiant 
la convergence de la suite définie plus haut. Par récurrence, on montre 
que [+1 — x,ll < & [lx1 — sol. On a alors, pour n < m 


Us — all It — mal + 22e + run = all 
< (MH + AT) [ler — zoll 


et puisque k < 1 on a 
ke 
[rm — ænf < TX ll: — roll «) 


inégalité qui montre que la suite (+,}) est de Cauchy dans l'espace 
complet À. Cette suite est donc convergente vers une limite 1 € À, et 
comme f est continue en { (puisque f est lipschitzienne), on a 


l = lim ni = lim fan) = (D) 
Par continuité de la norme, en faisant tendre m vers +oo dans l’in- 
égalité (1), on obtient 
ke 


ln A < 7 


Ii — roll 
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et de même en considérant que la suite a été initialisée à l'instant 
n— t, on obtient 


Îlen — 41 < Ita — zn-1l) 


k 
1-k 
Cette majoration justifie le test d’arrêt utilisé en général lorsqu'on 
programme le calcul d’une valeur approchée de ! sur ordinateur. 1 


Insistons sur les hypothèses de ce théorème : A doit être complète (donc si 
l'espace normé ambiant est un Banach, cela signifie À fermée) et f doit être 
contractante de À dans A. Ce théorème dont l'énoncé et la démonstration sont 
simples est à la base de très nombreux résultats en Analyse. Citons notamment 
le théorème d'existence el d’unicité locale pour les solutions d’une équation dif- 
férentielle, le théorème des fonctions implicites, d'inversion locale. Dans ces trois 
exemples, la difficulté de la démonstration réside dans le choix de l’espace complet 
ct d'une contraction adaptée” au problème. 


EXERCICE 7-2.19 A l’aide du théorème du point fixe, étudier la suite réelle définie 
par la donnée de ug et la relation de récurrence 4,41 = sin 2u,,. 


7-2.4 Exercice : prolongement d’une application 
uniformément continue 


La notion de continuité uniforme à été introduite, historiquement, pour prou- 
ver l’intégrabilité au sens de Riemann d’une fonction continue sur un segment. 
Le théorème qui suit est une autre application très importante de la continuité 
uniforme : 


EXERCICE 7-2.11 Si f : À = F est uniformément continue, montrer que l’image 
d’une suite de Cauchy de points de À est une suite de Cauchy dans F. 


Ce résultat prend évidemment tout son intérêt lorsque F est complet. On a : 


THÉORÈME 7-2.12 Si A C (E, {||} et f : À —+ (F,I| ||) est uniformément 
continue à valeurs dans un espace de Banach, f se prolonge de manière 
unique en une fonction (uniformément) continue f de À dans F. Ce pro- 
longement est donc défini sur £ dans le cas particulier où À est dense dans 
E. 


Indication pour la démonstration : D'après (7-1.6) comme A est 
dense dans À, deux fonctions continues sur À coïncidant sur À sont 
égales. Si le prolongement f existe, il est unique. Pour le construire, 
on raisonne par analyse-synthèse. Si a € À, il existe une suite a, de 
points de À convergeant vers a. Si f existe, on a forcément f(a) slim 
(ax). Montrer que cette suite converge dans F, que sa limite ne 
dépend pas de la suite choisie, ct montrer enfin que le prolongement 
Ÿ ainsi défini est uniformément continu sur À. I 
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Les applications de ce théorème sont multiples en analyse. Citons en parti- 
culier la construction de l'intégrale de Riemann que nous donnerons plus loin, la 
construction de l'intégrale de Lebesguc ”abstraite”, la transformation de Fourier 
etc. 


7-3 Convergence uniforme et continuité 


Rappelons des définitions et résultats vus précédemment. : 


e Soit X un ensemble et E un espace normé. Sur l’espace vectoriel B(X, E) 
des applications bornées de X dans F, l'application || ||, définie par 


Ill = SUP{l/@)I, & € X} 


est une norme, appelée norme de la convergence uniforme sur X. 
(théorème 6-2.16) 


e Si (E, || ||} est complet, il en est de même de (B(X, E), || |[..). (théorème 
6-5.10). 


Dans cette section, nous allons préciser quelques propriétés fondamentales de 
la convergence uniforme, en relation avec la notion de continuité. 


7-3.1 Convergence simple, convergence uniforme 


DÉFINITION 7-3.1 Soit X un ensemble, (E, || ||) un espace normé et (nhaen 
une suite d'applications X — E. On dit que lu suite (fh),en converge simplement 
sur X vers une fonction f : X + E si et seulement si 


VzexX lim fi(x)= f(x) 
oo 
Lorsque la convergence a lieu pour tout x d'une partie À C X, on parlera de 
convergence simple sur À. 


L'étude de la convergence simple d’une suite de fonctions X — E est donc 
l'étude de la convergence de suites de vecteurs de £ dépendant d’un paramètre 
æ € X. On notera cette convergence par 

CVs 


fn + S 
ce qui peut se traduire par 
VzeX Ve>0 ANEN Vn>N [fal(x)- f(x <e 


On notera bien la place des quantificateurs : N dépend à la fois de x et €. 


DÉFINITION 7-3.2 La suite J, convergence uniformément vers [ sur X (en 
abrégé fn y f} si et seulement si 


Jim sup [fa (x) — f (x)|| = 0 
m0 EX 
soit 


Ve>0 INEN Vrex Va>N [A(x)-f(xl<e 
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Ici, l’ordre des quantificateurs montre que N ne dépend que de € : à 
partir du rang NV, la majoration ||f, (x) — f (x)|| & € est valable pour tout x € X. 

Attention! La norme ||||,, est définie sur l’espace des fonctions bornées de 
X dans E. La convergence uniforme de f, vers f suppose évidemment que les 
différences f, — f soient bornées (à partir d’un certain rang) et tendent vers 0 
dans (B(X,E),[|1l..). Les fonctions f, et f ne sont cependant pas nécessairement 
bornées sur X. 


PROPOSITION 7-3.3 Si f, ©*Ÿ f sur un ensemble X, alors f, ©YŸ f sur 
X. La réciproque est fausse. 


Par exemple, la suite de fonctions f, : [0,1[— R définie par f(x) = 2" 
converge simplement vers la fonction nulle. La convergence n’est pas uniforme 
puisque 


VRreN suplf.(x)|=E 
tal 


1 
Pour avoir |r"| < € avec x € ]0,1[, il faut n > Le Pour obtenir un rang A qui 
E 


convienne pour tous les +, il faudrait prendre 


N> LE pour tout r € ]0,1[ 


: : , LE 
ce qui n’est pas possible, puisque lim = = +00. 
si nr 
REMARQUE 7-3.4 On dira que la suite f, converge uniformément vers f sur 
une partie À C X si et seulement si 
Ve>0 INEN VreA Va>N f(r)-f(l<e (1) 


ce qui revient en fait à n'étudier que les restrictions des f, et de f à À. Il 
est alors clair que la convergence uniforme sur des parties Ai, 42,..., À, de X 


P 
entraîne la convergence uniforme sur la réunion (J Ai. En eflet, si £ > 0 est fixé, 


= 1 
la propriété (1) appliquée à la partie A; donne un entier M tel que 
VaZN VreA [f(r)-f(r<e 
Pour N = max(N,...,N,), on aura bien 


P 
Vn>N VeelJA IAt)-f(a)<e 


ist 


p 
ce qui prouve qu’il y a bien convergence uniforme sur [J 4. Le raisonnement 


LD 
précédent n’est pas valable dans le cas d’une réunion d’une famille 
infinie de parties de X. Par exemple, en reprenant les fonctions f, : [0, 1[—+R 
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définies par f,(z) = x", il y a bien convergence uniforme sur tout intervalle 
{0,a] € (0,11, puisque 


_ 
sup =, ,0 


Ï] n’y a pas convergence uniforme sur |] (1 _- 1 = [0,11 
PEN 


EXERCICE 7-3.5 Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions 
fa : [0,+o0[- R définies par 


fa) = ntre"" 


Discuter la convergence uniforme sur R+ en fonction du paramètre &. Montrer qu'il y 
à toujours convergence uniforme sur [a,+oo[ pour tout a > 0. 


7-3.2 Continuité d'une limite uniforme 


On suppose à présent que X est une partie d’un espace normé. Une limite simple 
de fonctions continues f, : X -> Æ n’est pas forcément continue, comme le 
montre l'exemple X = [0,1] et f,(z) = æ°. La limite simple est f = lu}, 
fonction caractéristique du singleton {1}, discontinue en 1, bien que toutes les 
fonctions f, soient continues en ce point. 

La situation est autre en cas de convergence uniforme : 


THÉORÈME 7-3.6 Soit ( fn),ex une suite de fonctions X —> É qui converge 
uniformément sur X vers une fonction f. Si toutes les f, sont continues en 
un point & € X, alors f est continue en a. 


Démonstration : Si e > 0 est donné, on peut trouver un entier N 
avec 


€ 
If — fvlle < 3 
La fonction fy étant continue en a, on peut trouver a > 0 tel que 


VaEX [e-al<a= |fn(2) - fn (a)l < 


Pour x € X vérifiant ||r — all < a, on a alors 


If (x) — J (a)ll 
<IF(z)— fx (æ)ll + If (7) — fn (all + If (a) — S (all 
<21f- fl + ln (e)- fn (all < € 


ce qui prouve bien la continuité de f en a. 


On notera bien, dans la démonstration précédente, l'importance de l’hypo- 
thèse de convergence uniforme : la différence f (x) — fw{x) peut être majorée 
pour un bon choix de N indépendamment de x. On peut cusuite imposer à x 
d’être dans un voisinage bien choisi de a, en utilisant la continuité de fx. 
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REMARQUE 7-3.7 Comme la continuité est une propriété locale, la conver- 
gence uniforme sur un voisinage de a est suffisante pour assurer la conclusion du 
théorème. 


COROLLAIRE 7-3.8 Une limite uniforme sur X d'une suite de fonctions 
continues sur X est continue sur X. 


COROLLAIRE 7-3.9 L'espace C? (X, £) des fonctions continues bornées de 
X dans E est fermé dans (B(X,E),| ||). W est donc complet (car fermé 
dans un complet} lorsque £ est complet. 


7-3.3 Théorème d'interversion des limites 


L'interversion de passages à la limite ne peut être faite sans précautions. Par 
exemple, pour f, : [0, 1[—+ R définie par f, (x) = x" 


= ni Je CE) À nn Ja (9) = 


C'est souvent un argument de convergence uniforme qui permettra d'intervertir 
des passages à la limite. 


THÉORÈME 7-3.10 Soit E un espace normé complet, À une partie d'un 
autre espace normé et f, : À —} E une suite de fonctions convergeant 
uniformément sur À vers une fonction f. Soit « un point de À — 4, adhérent 
à A. On suppose que chacune des fonctions f, possède une kmite {, € E 
en a. Alors 


e La suite ({,) est convergente dans E. 


+ La fonction f possède une limite en a et on a 


Bip FC) = (6) id = li, ie () 


Démonstration : Comme la suite (f, — f) est convergente dans 
(8(4,E}, ||), elleest de Cauchy. Sie > 0 est choisi arbitrairement, 
on peut trouver un rang N, tel que 


Vn>m>N VreA |f(z)-fn(r)h<e 
En faisant tendre z vers a, on obtient 
Va>m>Ne in-lm <e 


ce qui montre que la suite (,) est de Cauchy, donc converge vers une 
limite { dans l'espace complet (E, |} ||}. Définissons alors X = AU {a} 
et prolongeons par continuité les fonctions f, à X en posant f, (a) = 
d,. Prolongeons égalemment f à a en posant f (a) = {. Par hypothèse, 


or CV. | ; 
la suite f, YF f sur A. Il y à aussi convergence (uniforme!) sur 
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{a}, donc finalement convergence uniforme sur X. Toutes les f, étant 
continues en a, il en est de même de f, ce qui prouve que 


pa 


et démontre le théorème d’interversion des limites. M 


REMARQUE 7-3.11 1 suffit en fait d’avoir convergence uniforme sur la trace 
sur À d’un voisinage de a. 


REMARQUE 7-3.12 Dans la pratique, on n'utilise qu’une partie de la conclusion 
du théorème : on prouve en général d’abord l'existence des limites 


Rein in But) 


et on utilise le théorème pour prouver l'égalité de ces deux termes. 


REMARQUE 7-3.13 Si À est une partie non bornée de l’espace normé de dé- 
part, une légère modification des démonstrations des deux théorèmes précédents 
montrerait qu'on peut appliquer aussi le théorème d'interversion pour des limites 
à l'infini. 


7-4 Applications linéaires continues 


Dans tout ce paragraphe, (E, l ||) et (F, | |}) sont deux K-espaces normés. 


7-4.1 Caractérisation de la continuité d’une appli- 
cation linéaire 

THÉORÈME 7-4.1 Si / € L(E, F) est une application linéaire, les propriétés 

suivantes sont équivalentes 


1. f est uniformément continue sur £. 
2. f est continue en 0g. 

3. f est bornée sur B(0g,1]. 

4. f est bornée sur la sphère unité, 

. IKERT VreE f(x) <&llxll 

. 14€ R+ avec f k-dipschitzienne. 


Se a 


Démonstration : 1) = 2), 3) + 4), 5) = 6) et 6) = 1) sont 
évidents. Si f est continue en 0y, il existe a > 0 tel que 


el <e + AG <1 
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l 
Si [[zll < 1, on aura donc ||f(az)|| £ 1 et donc |/(x)|| & =. On a donc 
a 
bien 2) = 3). Enfin, si on suppose f bornée sur la sphère unité, et si 
k est la borne supérieure de ||f(+)|| pour x parcourant la sphère unité, 


à) | < k et denc [|/()|| < Ælrl|, inégalité 


qui est encore valable lorsque x est nul. On à prouvé 4) = 5). 8 


pour + #0£ona |f 


EXERCICE 7-4.2 Etudier la continuité des applications linéaires : 


2. 728 [Goût sur ((0,11,R). 11.) 


2. fr f sur (C'([0,1],R), |] [L.) à valeurs dans (C°([0, 1], R), || 1.) 
3. Pr P(2} sur R[X] muni de Ja norme ||P]| = sup |P{#)]. 
1e] 


On retrouve le résultat du chapitre précédent relatif à la comparaison des 
normes : 


COROLLAIRE 7-4.3 Si FE est un K-ev et si N et NV’ sont deux normes, 
l'application idg : (E,N) -+ (E, N°) est continue ssi il existe & > 0 tel que 
N'< kN. Si les normes sont équivalentes, cette application est un homéo- 
morphisme, ce qui traduit que les espaces (£, N) et (E, N')} ont les mêmes 
ouverts. 


On remarque que la continuité de idg : (E,N) — (E, N°) traduit exactement 
le fait que toute suite tendant vers Op dans (E, N) converge vers Us pour N’. 


7-42 Espace L.(E,F) 
7-4.2.1 Définition 


DÉFINITION 7-4.4 Si (E, || ||} et (F, Il |}} sont deux K-espaces normés, on note 
L.(£, F) l'espace des applications linéaires continues de E dans F. 


THÉORÈME 7-4.5 L.(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F). 


Démonstration : L'application identiquement nulle est évidem- 
ment continue. Les théorèmes sur les combinaisons linéaires de fonc- 
tions continues donnent immédiatement le résultat. 


DÉFINITION 7-4.6 En particulier, on appelle dual topologique et on note en 
général E" l’ensemble des formes linéaires continues sur l’eun E (K est évidem- 
ment muni de sa topologie usuelle). 


Par exemple, toute forme linéaire sur (K?, {| ||.) est continue, puisqu'elle s'ex- 
prime comme polynôme homogène de degré 1 des coordonnées dans la base cano- 
nique. Par contre, sur un evn de dimension infinie, il existe des formes linéaires 
uon continues : 
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EXEMPLE 7-4.7 Sur R{X}, on vérifie aisément que 
ao + X +2: + a, XP] = max |a;| 
définit une norme. Construire une forme linéaire non continue sur cet espace en la 


1 
définissant sur les vecteurs de la base canonique. P ++ P () eætPn Î P(t}dt 
(] 


sont-elles continues ? 


EXERCICE 7-4.8 Si 4 est une forme linéaire sur E, montrer que 4 est continue ssi 
kerg est fermé. 


Indication : kerg = w71(0). Une des implications en découle 
aisément. Si H = kerg est fermé, et si E = kerÿ @ vecta, montrer 
que, pour z € À, 

Ilx + dal > IAld(a, H) 


En déduire la continuité de . 


7-4.2.2 Norme d'une application linéaire continue 


THÉORÈME 7-4.9 (et définition) Si f € £.(E, F), on définit la norme de 
l'application linéaire continue f par 


? LI æ)ll 


HI = el 


up lis di (HO 
LES 


c'est donc la plus petite constante k > 0 telle qué 
VzeE fe) <Ællxll 
(£{E, F), 11 1) est un espace normé. 


Démonstration : On prendra garde que, dans la définition pré- 
cédente, il y a trois symboles || |}, qui représentent des normes sur 
des espaces distincts en général. L'existence des bornes supérieures et 
leur égalité est conséquence de la caractérisation de la continuité d'une 
application linéaire et de l'homogénéité de la norme. Prouver qu'on 
définit ainsi une norme sur £.(E, F') est élémentaire. Par exemple, 
pour l'inégalité triangulaire : 


VreE |(f+9))1 < A) + la(æ)ll 
< AI + (gl el = OAI + gl All 
donne immédiatement ||f + gl| < ||f|| + Ilgll. 


REMARQUE 7-4.10 Si on remplace la norme || || sur Æ par une norine équiva- 
lente N, et celle sur F par une norme N' équivalente, on a des inégalités 


<< B8N et a'N'< [I < SN 
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(attention à la signification des différents symboles), ce qui donne facilement, 
pour un vecteur non nul de E et f € C(E,F) 


NU) AG) 
8 N(x) 


B'N'(F()) 
<— 1 
HT Sa M a 
L'espace £L(E, F) n’a pas changé, puisque la continuité est une notion topolo- 
gique. En travaillant avec les espaces (E, N) et (E", N'}, on définirait une norme 
N" sur £L.(E,F) par 


"(D à ao NUE) 
MASSE Ne 


N° est alors évidemment équivalente à la norme précédemment définie puisque 
(1) donne immédiatement 


SN )< IIS Evry f#) 


Lorsqu'on parle de norme d’une application linéaire continue, il est indispensable 
(s'il y a des risques d’ambiguïté) de préciser quelles normes ont été choisies au 
départ et à l’arrivée, On dit donc que la norme sur £.(E, F) définie au théorème 
(7-4.9) est la norme subordonnée aux normes || || et || {| (respectivement sur 
Eet F). 


EXERCICE 7-4.11 On considère E — R[X] muni de 


Ileo+aX +::-+a,X?]| = max }a;l 


et la forme linéaire P-> P(c) où cest un réel fixé. À quelle condition cette forme est- 
elle continue et déterminer alors sa norme, (R étant évidemment muni de | |). Réponse : 


sild<L 


THÉORÈME 7-4.12 (Composition) Si f € L{E,F) et g € L{F,G), alors 
go f € L(E,G) et 


lg 1 < Hgl LA 


Démonstration : La composée de deux applications linéaires conti- 
nues est évidemment linéaire et continue. De plus, en étant cohérent 
sur la signification des normes : 


VzeE [ge ft) <IglIF@ < HS el 


ce qui donne immédiatement la majoration souhaitée. I 
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7-4.2.3 Convergence en norme 
DÉFINITION 7-4.13 Si L(E,F) est muni de la norme des applications li- 


néaires continues subordonnée à des normes || || sur E et F, on dit qu'une suite 
d'applications linéaires continues f, € Le(E, F) converge en norme vers une ap- 
plication f € Le(E, F) (on dil aussi converge fortement vers f) ssi 


in fn — fl 0 


Î ne s’agit pas d'antre chose que de la convergence dans l’espace normé 


(CCE, F), 11): 


THÉORÈME 7-4.14 Si f, € £.(E, F) converge en norme vers f € £L.(E,F), 
alors 


V2EE Jim f()= /{) 


{on dit que la convergence forte entraîne la convergence simple). La réci- 
proque est fausse en général. 


Démonstration : U suffit de remarquer que 
AG) - FI < IA = el 


Le contre-exemple suivant montre que la réciproque de ce théorème est fausse 
{bien qu'elle soit vraie pour les espaces normés de dimension finie comme on le 
verra plus loin en exercice). On note £ = «n{N) le sous-espace de {©(R) formé 
des suites réclles convergentes vers 0. On le munit de la norme induite par || ||, 
qu'on notera de la même manière. On définit une forme linéaire 4, sur par 


Pnlu) = ur pour u = (tx)en 


On vérifie aisément que +, est continue sur £ et vérifie ff] = 1. La suite 4, 
converge simplement sur Æ vers la forme linéaire nulle, mais ne converge évidem- 
ment pas en norme vers cette limite. 


Lorsque l’espace d'arrivée est complet, il en est de même de l'espace des 
applications linéaires continues : 


THÉORÈME 7-4.15 Lorsque l'espace F est complet, l'espace (£.(E, F),|| |) 
est un espace de Banach. En particulier, le dual topologique d’un espace 
normé est toujours complet. 


Démonstration : Soit {fie une suite de Cauchy de l'espace 
normé {L.(E, F), || 1|). Pour montrer que cette suite est convergente, 
on commence par montrer, conformément à ce qui précède, que la 
suite est simplement convergente vers une application linéaire / de E 
vers F. On montrera ensuite que f est continue et que f, converge 
en norme vers f. On a 


Ve>0 INEN Vam>N |n-/ful £e 
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On a en particulier, pour x € Æ quelconque et € > 0 fixé 


Vam>Ne fe) far < [fe - Balle elle (2) 


ce qui montre que la suite f;(x) est de Cauchy, donc convergente 
dans l’espace complet (F,|| ||). On note sa limite f(x), puisqu'elle 
dépend de x € Æ. On définit ainsi une correspondance de Æ vers 
F, clairement linéaire (il suffit en effet de passer à la limite dans les 
équations traduisant la linéarité des applications f,). Si n est fixé 
> N., la propriété (2) donne, en faisant tendre m vers +00 et par 
continuité de la norme, 


Ie) — SG < let 


ce qui montre que f, — f est continue, donc aussi f =(f—f.)+fn, 
et que ||: — fl] < € pour tout n > M. Ceci montre bien que f est 
limite forte de la suite f.. 


REMARQUE 7-4.16 La convergence forte dans £.(E, F) peut se traduire par 
in sup{llA(®) - FH), 2 € B(0E, 1} = 0 


c’est donc la convergence uniforme sur la boule unité, ce qui entraîne par 
homothétie et translation (les fonctions sont linéaires) la convergence uniforme 
sur toute partie bornée de E. 


EXERCICE 7-4.17 (qu'il vaut mieux traiter après avoir vu les séries). Décrire le dual 
topologique de R[X] muni de la norme [ao + a X +:-:+a,X?|| = max|al, qu'on 
notera dans la suite {| ||. 


Indication : Si $ est une forme linéaire, elle est définie par l'image 
de la base canonique de R[X], c'est-à-dire par une suite de réels 


(an = p(X")hen 
Montrer que $ est continue ssi les sommes 


Sa = Y lai 


i=0 
sont. majorées (indépendamment de n}, ce qui veut dire que la sé- 
+00 
rie Dan est absolument convergente. Montrer que l’on à alors 
n=0 
+00 
Ile = > le,| et que réciproquement une série de réels absolument 
n=0 
convergente permet de définir une forme linéaire continue sur R[X]. 
Cet exercice montre en particulier que l'espace 1! (N) des séries abso- 
lument convergentes est complet pour la norme 


400 
Ien)enll, = D2leel # 
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7-4.3 Applications bilinéaires continues 


7-4.3.1 Caractérisation de la continuité 
THÉORÈME 7-4.18 Si (£, || ||), (F, || |l) et (G, || 11). une application bilinéaire 
B:E xF - G étant donnée et E x F étant muni d'une des normes usuelles 
définissant la topologie produit, les propriétés suivantes sont équivalentes : 
1. Best continue sur E x F. 
2. Best continue en 0g x Or. 
3. Best bornée sur B(0g,1] x B(0r, 1]. 
4. Best bornée sur le produit des sphères unité. 
5 IkKERT VayeEzxF [By] <kllzllllvl. 
Démonstration : Les implications 1) æ 2) => 3) = 4) =+ 5) sont 
évidentes et utilisent essentiellement des propriétés d’homogénéité. 


Pour montrer que 5) = 1), on montre que, si (z:,yn) — (x,y) dans 
l’espace produit £ x F,on a 


182,9) — Bars ya)| = B(x — 20,9) — Ban ge — y)Il 
<klle— &all al + A rail gs — vil 


ce qui permet de conclure. M 
REMARQUE 7-4.19 On remarquera qu'une application bifinéaire non identi- 
quement nulle ne peut être uniformément continue, pour la même raison qui fait 
que (x,y) —+ ry n'est pas uniformément continue sur R? (pourquoi donc ?). 
REMARQUE 7-4.20 La continuité du produit externe K x E — E déja vue 
au théorème (7-1.8) donne un exemple très simple de continuité d'application 


bilinéaire. 


REMARQUE 7-4.21 On inontrerait de la même manière qu’une application p- 
linéaire entre evn normés est continues s’il existe une majoration de la forme 


: 
IBGe. 29) & AT dl 


Le théorème précédent et le théorème (7-4.12) donnent. immédiatement 
COROLLAIRE 7-4.22 Si FE, F et G sont trois espaces normés, l'application 
LE, F) x L(F,G) + L{(E,G) (uv)mvou 


est continue, 
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7-43.2 Algèbre normée 


Le corollaire précédent montre en particulier que, si Æ est un evn, L(E,E) = 
£e(E) est une sous-algèbre de (£L(E),+,-,0). Si on la munit de la norme des 
applications linéaires continues, le produit (u,v) ++ u o v est alors continu, avec 
plus précisément 


(ERETESET ET 


et également, si E # {05}, l'égalité |lide|| = 1. 
Plus généralement, si un K-ev normé À est aussi une K-algèbre, le produit est 
continu ssi il existe une constante k > 0 telle que 


Va,be A Iabll < #]lelf|(bl| 


il est alors facile de voir que si l'on remplace la norme || || par & |] ||, on aura alors 
la même inégalité avec k = 1. Ceci amène à la définition suivante : 


DÉFINITION 7-4.23 (Algèbre normée) Une K-algèbre (A,+,-, x, || |) munie 


d'une norme est une algèbre normée ss 
Va,be A [labl < IlallIlél 


On vérifie alors aisément que l’on a forcément ||L4|| > 1. On dira que l'algèbre 
normée est stricte (ou unitaire) ssi ||14l| = 1. On parlera d'algèbre de Banach 
si (A, || ||) est complet. 


Avec ce vocabulaire, les résultats précédemment obtenus peuvent s'énoncer : 


THÉORÈME 7-4.24 Si E est un espace normé, l'espace £.(E) muni de la 
norme des applications linéaires continues est une algèbre normée unitaire. 
Si E est un espace complet, c'est une algèbre de Banach. 


THÉORÈME 7-4.25 Si X est un ensemble non vide, (B(X,K),+,:, x, |] |.) 
est une algèbre de Banach stricte. 


7-5 Compacité 


I s'agit de généraliser ici la propriété de Bolzano-Weierstrass vérifiée par les suites 
réelles prenant leurs valeurs dans un segment. 


7-5.1 Compacts d'un espace normé 


DÉFINITION 7-5.1 Une partie K° d’un espace vectoriel normé (E,, || ||) est dite 
compacte si elle est non vide et si toute suite de points de K possède au moins 
une valeur d'adhérence dans K. 


On dit aussi que A° possède la propriété de Bolzano-Weïerstrass. Cette pro- 
priété ne change évidemment pas si on remplace la norme par une norme équiva- 
lente. 
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THÉORÈME 7-5.2 Tout segment est une partie compacte de (R, ||). 

Par contre, R n’est évidemment pas compact, [0,1{ ne l'est également pas 
(toute suite de [0, I[ a évidemment une v.a. dans [0,1], mais u, = 1 — = montre 
que cette v.a. n’est pas toujours dans (0,1[). 


7-5.2 Propriétés élémentaires 


THÉORÈME 7-5.3 Une réunion d'une famille finie de parties compactes de 
FE est compacte. 


Démonstration : Exercice. On remarquera que le résultat n'est pas 
vrai en général pour la réunion d'une famille quelconque de compacts. 
Ü 


THÉORÈME 7-5.4 Toute partie compacte d’un espace normé est bornée. 
Démonstration : Si K C E n’est pas bornée, on a 
VMERT JrEeK Ie > M 


On peut alors construire une suite de points de K telle que ||r,|| > n 
pour tout entier naturel n. Une telle suite ne possède évidemment 
pas de valeur d’adhérence. M 


THÉORÈME 7-5.5 Toute partie compacte d'un espace normé est complète, 
donc fermée. 


Démonstration : Si (rA)ken est une suite de Cauchy du compact 
K, elle possède une valeur d’adhérence dans K. Etant de Cauchy, 
elle converge vers cette valeur qui est dans K. K° est bien une partie 
complète de £ et est donc fermée. 


THÉORÈME 7-5.6 Si A et B sont deux parties non vides respectives de E 
et F, la partie À X B de l'espace normé produit E x F est compacte ssi À 
et B sont compactes. 


Démonstration : Si À et B sont compacts, et si z, = (z,,ÿn) est 
une suite de A x B, il existe une suite extraite 1}, = z{n) de la suite des 
premières coordonnées qui converge vers un point a € À. De la suite 
de points de B de terme général y{n) on peut extraire une suite y, = 
Yon) Qui converge vers un point b € B. La suite zsou(n) = (Ty4n}s Un) 
converge dans l'espace produit vers (a,b) € A x B, ce qui prouve la 
compacité de À x B. Réciproquement, si À x B esl compact, une 
suite (tn}nen de À peut être remontée” en une suite (r,,b) où b est 
un point fixé arbitrairement dans B. On en déduit aisément que la 
suite (z,}nen possède au moins une valeur d’adhérence dans À. 


Le résultat suivant est très important. Il permet de caractériser les parties 
compactes plongées” dans une partie compacte. 
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THÉORÈME 7-5.7 Si À est une partie compacte de (E, || ||). une partie 
B C À non vide est un compact ssi B est fermée. 


Démonstration : On remarquera que dans l'énoncé du théorème, le 
terme ”fermé” signifie aussi bien fermé de (E, || ||) que fermé relatif de 
A (puisque À étant compact il est fermé de EF, et les fermés relatifs de 
A sont exactement les fermés de E inclus dans A). Si B est compact, 
ilest fermé d'après le théorème (7-5.5). Réciproquement, une suite de 
points de B est dans À compact, donc possède au moins une valeur 
d’adhérence dans À. Si B est fermé, cette valeur d’adhérence est 
forcément dans B, ce qui prouve la compacité de B. 1 


7-5.3 Compacts de R, de K? 


Les résultats 7-5.4 et 7-5.5 donnent une caractérisation des parties compactes de 
R et de (K, |] ||.) (et, on le verra plus loin, dans tout espace vectoriel normé de 
dimension finie). 


THÉORÈME 7-5.8 Les parties compactes de (K?, || ||.) sont exactement les 
parties fermées bornées (non vides). 


Démonstration : Si Ü  K° est une partie fermée bornée de l’es- 
pace normé (K?, || ||), une suite de points de A° possède au moins 
une valeur d’adhérence, d’après le théorème de Bolzano-Weicrstrass 
et cette va. est dans À, puisque K est fermé. K est donc compacte. 
La réciproque a été vue dans le paragraphe précédent. 1 


REMARQUE 7-5.9 Dans un espace normé de dimension infinie, les parties fer- 
mées bornées ne sont pas toutes compactes. On a vu dans le chapitre précédent 
(page 220) qu’on pouvait trouver dans la boule unité ferméc de (8([0, 1], R), || 11.) 
une suite f, = 1,1, qui ne possède aucune valeur d’adhérence. La boule unité 
fermée est fermée, bornée mais non compacte. 


Attention! Une erreur fréquemment commise est. de confondre compacts de 


R et segments. La ”structure” d'un compact de R peut être fort compliquée. Par 
exemple : 


EXERCICE 7-5.10 Si u, est une suite réelle convergente vers une limite {, 
K={u,neN}u{} 


est un compact de R. Montrer que ce résultat est valable dans un evn quelconque 
{attention : la caractérisation par fermé borné n’est pas correcte dans le cas général). 
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7-5.4 Propriété de Borel-Lebesgue 


On étudie ici une caractérisation de la compacité (autre que la propriété de 
Bolzano-Weierstrass), qui a l’intérêt de se généraliser à des espaces plus géné- 
raux que les espaces normés et qui, même si l’énoncé semble ”’obscur” au départ, 
est d’une importance considérable pour démontrer des propriétés "globales” sur 
un espace compact à partir de vérifications “locales” (au voisinage de chaque 
point). 


DÉFINITION 7-5.11 (Recouvrement ouvert} Si (E, || ||) est un espace normé 
et A est une partic non vide de E, on appelle recouvrement ouvert de A toute 
famille (Q;);e, d'ouverts de E, inderée par un ensemble quelconque (non vide) 1, 
telle que 


AcUR: 


ie 


Ceci signifie que tout point de À appartient à au moins un des ouverts de la 
famille. On remarquera qu'alors les ensembles w; = (1 À sont des ouverts de À 
qui "recouvrent" À puisque leur réunion est égale à A. Par exemple, dans (R, | |), 
la famille (| — £,1— 1{),.,. est un recouvrement ouvert de [0,1[. On remarque 
sur cet exemple qu'une sous famille finie extraite de ce recouvrement ouvert n’est 
plus un recouvrement. Comme le montre le théorème qui suit, ceci est dû à la 
non-compacité de {0, 1[. 


THÉORÈME 7-5.12 (Borel-Lebesgue) 


Borel-Lebesgue Une partie A non vide d’un espace normé est compacte ssi 
de tout recouvrement ouvert de À on peut extraire un sous-recouvrement 


Démonstration : Montrons que si K° possède la propriété de Borel- 
Lebesgue, alors A possède la propriété de Bolzano-Weierstrass (c'est- 
à-dire est compact, au sens de la définition donnée plus haut). Soit 
(rn)nen une suite de points de K. On suppose qu’elle n'a pas de valeur 
d’adhérence. On à alors 


Vaek 3e>0 {neNlx, € B{a,c} est fini. 


La famille (B{a,el),-x est un recouvrement ouvert de K dont on 
peut, par hypothèse, extraire un sous-recouvrement fini. Soit : 


; 
3a...,a €K KC(JBlaseu 


sl 


Comme chacune de ces boules 1e contient qu’un nombre fini de termes 
de la suite x,, on arrive évidemment à une contradiction. 
Réciproquement, si A possède la propriété de Bolzano-Weierstrass, 
on commence par montrer que, si € > 0 est fixé, il existe un nombre 
fini de boules ouvertes centrées en un point de K° et de rayon € qui 
recouvrent À. Si ce n’est pas le cas, on construit une suite (a, )hen de 
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points de A de la manière suivante : on choisit «o € K° quelconque. 
Comme Bo — B(ao, el ne recouvre pas A', on choisit ai € K — Bo et 
on pose Bi = B(a,e{. Par hypothèse, BoU Bi ne recouvre pas A. On 
choisit a € K — (Bo U Bi} et on construit ainsi de proche en proche 
une suite (a, }en de points de K° vérifiant 


n=1 
VREN" ag {] Basel 


i=1 


On a alors, pour r £ m, ||a, — al] > €, ce qui est contradictoire avec 
l'existence d'une valeur d’adhérence pour cette suite. 

On montre enfin que A° possède la propriété de Borel-Lebesgue. Si 
(ser est un recouvrement ouvert de K pour lequel il n'existe aucun 
sous-recouvrement fini, on montre qu'on arrive à une contradiction. 
Si p € N° il existe un nombre fini de boules centrées en un point de 


K° et de rayon — qui recouvrent K. Il existe donc forcément une de 


ces boules, qu'on note B (e L | telle que 
P 


Viel B (er il n'est pas incluse dans (; (1) 


La suite (x,) de points de K° possède une valeur d’adhérence x € K 
et il existe un indice io € Z tel que x € ;. Comine Q,, est un 
ouvert de F, il existe « > 0 avec B(x,a[C : Par définition d’une 
valeur d’adhérence, on peut trouver des entiers aussi grands qu'on le 


souhaite vérifiant ||æ, — 2 < ©. On choisit un entier pp vérifiant 


DERIE 


PA Ï 1 
cette propriété et tel que Fr < =. On 2 alors, pour y € B (xl 


1 ,a 
lg 2l< y 20ll + lex al < + <a 


L : Svp 
On a donc B en | € B(x,a[c M, ce qui est contradictoire avec 
0 


(1). Æ possède donc bien la propriété de Borel-Lebesgue. M 


Le cours et les exercices donneront des exemples d’utilisation de cette vision 
de la compacité, qu’on peut qualifier grossièrement de procédé de passage du local 
au global : 

Soit K un compact d’un evn E et P une propriété pouvant être satisfaite sur 
certaines parties de E (on écrira alors P{A) pour "la propriété P est vérifiée sur 
A”). On suppose que P est telle que : 


Si P est vérifiée sur A1 et A2, elle est vérifiée sur A U A2. 
Si AC B alors P(B) + P(A). 


7-5 Compacité 265 


Si tout point de A possède un voisinage (relatif à Æ° si l’on veut) sur lequel P 
est vérifiée, alors P est vérifiée sur K. En effet, pour tout + € K°, on peut trouver 
un €; > O tel que P soit vérifiée sur B(x,e:(NK. Les (B(x,e.[),.K forment un 
recouvrement. ouvert de K', dont on peut extraire un sous-recouvrement fini. Les 
propriétés supposées de P permettent ensuite de conclure. Si f : E -+ R est une 
application, un exemple de propriété P pourrait être 


P(A) + f est bornée sur À 


Une fonction numérique bornée au voisinage de chaque point d’un compact A 
est globalement bornée sur K. On reviendra sur ce résultat dans le paragraphe 
suivant. 


EXERCICE 7-5.13 Reprendre l'exercice (7-5.10) 


Le passage au complémentaire permet d'obtenir une caractérisation de la com- 
pacité à l’aide des fermés : 


COROLLAIRE 7-5.14 Une partie À d'un espace normé est compacte ssi 
pour toute famille de fermés (F;);e; de E vérifiant 


(Qr)n«-0 


ier 


il existe une partie J C I finie telle que 


(Qs)n«-0 


ie 


Démonstration : ({e; Fi) N K = 0 équivaut à À C UF, 
ce qui signifie que la famille (F°). est un recouvrement ouvert de 
K. Le corollaire est douc conséquence immédiate de la propriété de 
Borel-Lebesgue. Il 


Avec la notion de fermé relatif, cela signifie qu'une famille de fermés relatifs de 
K qui est d'intersection vide possède une sous-famille finie qui possède la même 
propriété. En particulier, si (F,)4en est une suite décroissante (pour l'inclusion) 
de fermés non vides d'un compact (donc de compacts puisque tout fermé de Fi est 
compact) (, F, est non vide (puisque les intersections finies le sont). Si de plus le 
diamètre de F, tend vers 0 lorsque n tend vers +00, on voit assez facilement que 
cette intersection est réduite à un point, ce qui traduit le fait que tout compact 
est complet. 
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7-5.5 Continuité et compacité 


THÉORÈME 7-5.15 Si f : E > K -+ Fest continue sur le compact K, alors 
J(K) est un compact de F. 


Démonstration : Si (Q;);., est un recouvrement ouvert de f(K), 
alors pour tout à € J, la partie w; = f-'(Q;) est un ouvert relatif 
de K, avec [J;,w; = K. On peut en extraire un sous-recouvrement 
fini (w;)e, et on vérifie alors que f(K) € [es S, ce qui prouve la 
compacité de f(K). M 


EXERCICE 7-5.16 Démontrer ce résultat avec la propriété de Bolzano-Weierstrass. 
Les conséquences de ce théorème sont multiples. On a notamment : 


COROLLAIRE 7-5.17 Si f : K — R est une fonction numérique continue 
sur le compact ', alors f est bornée sur K et atteint ses bornes, c'est-à-di 
qu'il existe z et y € K tels que 


JC) =inf Jet f{y) =sup f 
K 


f atteint son maximum et son minimum sur Æ. 


Démonstration : f(K°) est un compact, donc un fermé borné de R. 
Etant borné, il admet une borne supérieure et une borne inférieure 
dans R. La borne supérieure d'un sous-ensemble majoré de R est 
adhérente à ce sous-ensemble (voir la caractérisation de la borne sup). 
Comme f(K) est fermé, il contient tous ses points adhérents, ce qui 
prouve le résultat. 8 


En particulier, en travaillant avec l'application continue x ++ ||x — «ll, on 
obtient : 


COROLLAIRE 7-5.18 Si K est un compact d'un espace vectoriel normé £ 
etae E, il existe au moins un point x de K vérifiant 


Iso — ell = d(a, K} 


COROLLAIRE 7-5.19 Si f : K — F est continue sur le compact K, la 
fonction + ||/(x)|| atteint son maximum et son minimum sur X. 


COROLLAIRE 7-5.20 Si K est compact, C° (4H, F) est fermé dans l'espace 
{B(K,F),|[Il.). Mest complet si Fest complet. 


Démonstration : C’est le corollaire 7-3.9 puisque 
C(K,F)=C(K,F) M 


Un argument de compacité donne une démonstration simple du théorème de 
D'Alembert : 
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EXERCICE 7-5.21 Si P € C[X] est un polynôme non constant, montrer que 


LA PEAI +0s 


En déduire l'existence d’un nombre complexe 2 tel que 


1P(o) = inf, IPC) 


En faisant une étude locale en 5 montrer que P(z0) = 0 (par homothétie et translation, 
on peut se ramener au cas où z = Ü et P(z) = L si on suppose que P ne s’annule pas 


en æ). 


Terminons par deux théorèmes, le premier généralisant le théorème de Heine 


sur les fon 


ns continues sur un segment de R, (résultat qui est à la base de 


l'intégrabilité au sens de Riemann des fonctions numériques continues sur un 


segment). 


THÉORÈME 7-5.22 Si une fonction est continue sur un compact, elle est 


uniformément continue. 


Démonstration : Si f : K — F était continue sans être uniformé- 
ment continue, on pourrait trouver deux suites (x,) et (y,) de A avec 


im lé — gel] = 0 et 


Je>0 VNEN An>N [f()-f(m)l >e 


En extrayant au besoin une suite de la suite (x,,ÿ,), on peut supposer 


que 


VneN {|/{(æ)-/(w)l >e 


Comme K x K est compact, on peut extraire une suite 


Gus) = (Totah Ven) 


qui converge vers (a,8) € K. Comme lim ||x, —3{]| = 0, on ae =b 
PLUS 


et par continuité de f en a, 
RU 
im IL) FI + 0 


ce qui contredit VneN {|f(x,)-f(y)l>e 


THÉORÈME 7-5.23 Si f : E > K — F est injective et continue sur le 


compact K, alors la réciproque 
JSK) + K 


est continue. f est donc bi-(uniformément)-continue. 
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Démonstration : On pose g = f-!. Pour montrer la continuité 
de 9, il suffit de montrer que l'image réciproque d’un fermé de L 
est un fermé relatif de K° = f(K). Si F est un fermé de E, on a 
g(F)=g'{(FNK)= [(FNK) est l’image continue d’un compact 
(fermé de A), donc un compact inclus dans A” et donc un fermé de 


A. M 


EXERCICE 7-5.24 Donner une démonstration de ce résultat en utilisant la propriété 
de Bolzano-Weierstrass. 


L'exemple donné en (7-1.7) montre que l'hypothèse de compacité est indis- 
pensable. 


7-6 Espaces normés de dimension finie 


Si K = R ou €, nous savons que les parties compactes de (K, || ||.) sont exacte 
ment les parties fermées et bornées. Nous allons voir dans cette section des consé- 
quences importantes de cette propriété, uotamment l'équivalence des normes en 
dimension finie : 


7-6.1 Equivalence des normes 


Nous travaillerons d’abord sur l'espace K?, et nous nous transporterons ensuite 
par isomorphisme sur un espace de dimension finie sur K. 


THÉORÈME 7-6.1 Sur K? toutes les normes sont équivalentes. 


Démonstration : Notons (e;),;e, la base canonique de K, ct 
montrons qu'une norme NV quelconque sur KP est équivalente à la 
norme usuelle |||[,.. Par transitivité, on en déduira évidemment que 
deux normes quelconques sur K? sont équivalentes. 

Siz=(x1,...,7,) € K?, nous avons 


Li ven € (SE: ve) el 


er 1 


Mere ( 


Nous avons donc prouvé l'existence d’une constante K° > 0 telle que 
VER NU)€R [el 
Remarquons que cette inégalité montre que l'application 
Ni (Ke) +R 
est A-lipschitzienne, donc continue, puisque 


Vase IN()-N(YIEN(:-y)< Elle -vle 


7-6 Espaces normés de dimension finie 269 


Pour prouver le théorème, il reste à trouver une constante k > 0 telle 
que 


VzekK N(x)>klrl, 
Par homogénéité, cela revient à prouver l'existence de k > 0 tel que 
VreK al =1=N()2>28# 


Si X désigne la sphère unité de (K, || |[..), on sait que £ est compact 
(fermé borné). L'application N : (K°,{||L.) — R* étant continue, 
elle est bornée sur £ et atteint sa borne inférieure : 


Ir6EKX N(x)= De N(z)=k 
Comme z9 € K, on 2 ro # Gr et donc N(x5) = k > 0. On a donc 
bien 

Vrek klzl < Ne) <K el 
ce qui prouve l’équivalence des normes || ||, et N. 


COROLLAIRE 7-6.2 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les 
normes sont équivalentes. 


Démonstration : Si E est un K-ev de dimension p > 0 et si B = 
(uiigie, st une base de Æ, on construit un isomorphisme & entre E 
et K en posant 


& (£a) Æ (aise. 27) 
ii 


Si M et N, sont deux normes sur E, on vérifie aisément que M, o D"! 
et N3 0 ®-! sont des normes sur K. Le théorèrne qui précède nous 
assure l'existence de deux constantes k et K > 0 telles que 


Vas. ,z) ER kEMoŸT (x... ,z) 
LN20 D Em, 29) < K NO D (x... ,7p) 
ce qui donne simplement 
VreE kM(x)< 2x) < K Ni(x) 
On a donc bien prouvé l’équivalence des normes N, et A2. 1 


Sur un K-ev £ de dimension p, il n’y à donc qu’une seule topologie d’es- 
pace normé : si B = (ici est une base de E, toutes les normes sur E sont 
équivalentes à la norme ||{|,,5 définie par 


P 
ù Tiui 


ist 


= max feil 
Ki<p 
00,8 


La convergence d’une suite de vecteurs de E pour une norme arbitraire 
est donc la convergence coordonnée par coordonnée dans une base 
quelconque de E. 
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COROLLAIRE 7-6.3 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est 
complet. 


Démonstration : Si (E, ||||) est un espace normé de dimension p 
et (Yn)hen est une suite de Cauchy de cet espace, cette suite est aussi 
de Cauchy pour la norme ||||,.8 définie plus haut. Si on décompose 
dans la base B 


» 
un = Yyiu 
ii 


chacune des suites (y;),en est de Cauchy dans (K, | |}, donc converge 
vers une limite 4 € K. On a donc 


nus vu 


En 


pour la norme || [les donc aussi pour || || qui lui est équivalente. 


COROLLAIRE 7-6.4 Les compacts d'un espace normé de dimension finie 
sont exactement les parties fermées bornées. 


Démonstration : Soit (E, || ||) un espace de dimension finie. Nous 
savons qu'un compact de E est nécessairement fermé borné. Récipro- 
quement, si £ # Ÿ est une partie fermée bornée de E, c'est aussi une 
partie fermée bornée pour la norme équivalente |||[.,5 définie précé- 
demment. L'application 


; 
SOI) + (Elle) (reve Dai 
i=i 


est une bijection qui conserve les distances, donc un homéomorphisme. 
L'ensemble #"* (K) est ainsi une partie fermée bornée de (I, || ||..), 
donc un compact de cet espace. Æ = # (#7 (K)) est donc compact 
de E, comme image continue d’un compact. 1 


EXERCICE 7-6.5 Soit (E, ||]|) un espace normé et u une forme linéaire sur F. Montrer 
que l'application 


N:ERT sr N(z)=lu(z)}+{xll 


est une norme sur Æ. Montrer que N est équivalente à |[|| si et seulement si u est 
continue. En déduire qu’un espace vectoriel normé (E’, || ||} est de dimension finie si et 
seulement si toutes les normes sur E sont équivalentes à || ||. 

Indication : if suffit, si E est de dimension infinie, de montrer qu’on peut trouver une 
forme linéaire non continue sur E. On pourra admettre que tout sous-espace vectoriel 
de E possède un supplémentaire. 
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Si (Æ, || |) est un espace normé et F C E est un sous-espace de dimen- 
sion finie, la restriction de la norme à F' mmunit ce sous-espace d’une structure 
d’espace normé. Il est remarquable que, si on munit E d’une autre norme, non 
nécessairement équivalente à ||||, la topologie induite par cette autre norme sur 
F sera la même que celle induite par || ||, puisque les restrictions des normes à F 
seront toutes équivalentes. 


COROLLAIRE 7-6.6 Si F est un sous-espace de dimension finie d’un espace 
normé (£,||||), F est un fermé de E. 


Démonstration : (F,||||) est un espace normé de dimension finie, 
et est donc complet. La partie F de E est complète donc fermée. M 


7-6.2 Continuité des applications linéaires 


THÉORÈME 7-6.7 Si (E.||||} est un espace normé de dimension finie, et 
(F,][I) est un autre espace normé (non nécessairement de dimension finie}, 
toute apphcation linéaire de Æ dans /' est continue. 


Démonstration : Soit « une application linéaire de E vers F. Si 
B = (eee est une base de E, on a pour tout # € E décomposé 
dans la base B 


Cette inégalité prouve la continuité de , puisque {||l.,# est équiva- 
lente à toute norme sur E. 


Île (Go = 


SI bei Ile (e)ll < (5 tt) Iles 


ii il 


Si (E, II) est un espace normé de dimension finie et (F, ||) un e.vin. quel- 
conque, on a donc 


Le(E,F)= £(B,F) 


On notera bien que l'hypothèse de dimension finie ne porte que sur l’espace de 
départ. 


EXERCICE 7-6.8 On suppose que E et F sont comme précédemment, el B = {ei)icics 
est une base de E. On munit l’espace L'(E, F) de la norme des applications linéaires 
continues 
VueL(E,F) [ul = sup [lu (æ)II 
de 


Montrer que 


P 
Nu) = Ye (el 
i=l 
définit mme autre norme sur L(F, F), et que cette norme est équivalente à la norme 
des applications linéaires continues. En déduire que, lorsque l’espace E de départ est 
de dimension finie, la convergence en norme dans £L'(E, F} n’est pas différente de la 
convergence simple. 
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REMARQUE 7-6.9 Si £;, et E2 sont deux espaces normés de dimension finie, 
rapportés à des bases respectives B1 = (igigr et B2 = Joickee on montre 
que toute application bilinéaire de E, x F3 dans (°,||||) est continue : si y est 
une telle application, on a en effet, avec des notations évidentes 


P 4 
Île (el = (so Snn) D etes FI] lille Hélloos 
de k=L HA 
<k<q 


Cette inégalité prouve bien la continuité de 5. Ce résultat se généralise évidem- 
ment aux applications multilinéaires définies sur un produit d'espaces normés de 
dimensions finies. 


7-6.3 Norme matricielle subordonnée à des normes 
sur K' et K 


Si p et n sont des entiers naturels non nuls, l'espace M, (K) est un K-espace 
vectoriel de dimension np sur lequel toutes les normes sont équivalentes. Si À 
appartient à M, (K), le morphisme canoniquement associé à À est l'application 
linéaire 


Pa: K+Rk XHAX 


Comme K* est de dimension finie, ® 4 est continue pour Lout choix de normes sur 
K” et K. Si M et N sont des normes respectivement sur K” et KP, la norme de 
4 considérée comme application linéaire continuc entre (K", M1) et (K7, N2) est 


MAX) 


let = sup ST 


Comme la correspondance À »-+ ®14 est bijective (et linéaire), ceci nous amène à 
la définition : 


DÉFINITION 7-6.10 Si N et N; sont des normes respectivement sur K° et K?, 
la norme sur Mn (K) subordonnée à N1 et Na est définie par 


M(AX 
VAE Myn(K) |A] = sup Lao ) 
ie M UN 

#0 


Il s’agit donc d’une norme! sur Myn (K) vérifiant 
VXERK® A2(4X)< [|A] M(X) 
Comme le sphère unité de (K", M1) est compacte el que l'application X =+ Na (AX) est 


continue sur cette sphère, ou pourra toujours trouver un vecteur Xo € K” avec Mi (Xo) = 1 et 
tel que 


Na(AXo)= max Ne(AX)= sup Le 
EN xx "00 
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et nous savons que ||A|| est la plus petite constante vérifiant cette inégalité pour 
tout X de K*. Comme nous travaillons avec des normes d'applications linéaires 
continues, nous avons aussi : 


PROPOSITION 7-6.11 Si N, N, et NV; sont des normes respectives sur K”, 
K et K”, nous aurons 


VAE Mon(K) VBEMmp(K) |IBAÏ< IBIIIAI 


où la norme de À est subordonnée à N et N,, celle de B est subordonnée 
à Net N: et celle de BA est subordonnée à N et Ns. 


En particulier, si |||| est une norme sur K”, elle permettra de définir sur 
M, (K) une norme qui lui est subordonnée, que nous noterons encore par || || 


ee 


VAEM( IAIS mp TXT 


On aura alors 
VA BEM,(K) AB] <1ANIBI et [A =1 


et donc (M, (K) , || ||) est une algèbre normée (complète). Utiliser une telle norme 
sur M, (K) est souvent commode, notamment parce qu'elle vérifie 


VAEMa(K) VrEN [41 <|IAl? 


EXEMPLE 7-6.12 Déterminons la norme sur M, (C) subordonnée à la norme 
IL sur © : 

Si À = (a) € M, (C), et X est le vecteur colonne de composantes (i)cieus 
nous avons 


h 
AX=Y= 
Ya 


avec 


Vi = ais; 
j=l 


ce qui donne 


vi but < D laut ll & (Es 


ii 


On en déduit 


6) AXIS = max lil < ex (Eui)] XL 
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Par définition de ||A]|, nous aurons 


» 
IAÏ< max (Er) 


Mais il est facile de trouver un vecteur X 7% Oxr pour lequel l'inégalité (x) est en 


il suffit de choisir un indice à pour lequel 


\ : 
Élu = px (3 tu) 


et de choisir pour vecteur X un vecteur de la forme 


ei 


avec ax € R (et donc |[X ||. = 1) et tel que 


Vi Gi ii € ER? 


puisqu'alors l'inégalité triangulaire 


n 


D cuit 


i=1 


< (È 0) IXIL. 


est une égalité. On a donc finalement 


ñ 


II = ex (£ lai; 


en 


EXERCICE 7-6.13 Montrer que la norme sur M4, (C) subordonnée à la norme |||}, est 
donnée, pour À = (a;;} par la formule 


HAI= ax (È hi) 
On voit qu'il s’agit d'une formule analogue à celle obtenue précédemment, mais on a 
simplement remplacé la matrice À par sa transposée. Ceci pourrait se voir aussi en 
remarquant que l’espace (C*, ||||,) est le dual topologique de (C", |||[..), ceci signifiant 
simplement que la norme ||{; d’un vecteur ligne est la norme de la forme linéaire 
continue définie par cette ligne sur (K*, ||{l.). 


Si À = (a) € M, (K), il est souvent peu commode de déterminer explici- 
tement ||A]| pour une norme subordonnée à une norme sur K". Par exemple, 
dans le cas réel, nous verrons, au chapitre sur les espaces euclidiens, que Ja norme 
subordonnée à || ||, est donnée par 


IA = Va plus grande valeur propre de ‘ AA 


alors qu'il n’est nullement évident, a priori, que cctte formule définisse une norme 


sur M4 (R). 
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EXERCICE 7-6.14 Si À € K est une valeur propre de À € M, (K), montrer que, pour 
toute norme subordonnée à une norme sur K?, on a 


A < AI 


EXERCICE 7-6.15 Si À € M, (C), on appelle rayon spectral de A et on note p (A) 
le réel positif 


(A) = max {IA], À valeur propre de 4} 


L'exercice précédent nous montre que, pour toute norme subordonnée à une norme sur 
€”, nous avons 


P (A) < IIAIt 


Le but de cet exercice est de démontrer la formule, dite du rayon spectral” 


L 
À 


(+) p(4)= lim |l4 


lim | 
k—400 


quelle que soit la norme utilisée sur M, (C). 


En utilisant l’équivalence des normes sur M, (C), montrer que, si la propriété (+) 
est vérifiée pour une norme particulière sur M, (C), elle l’est pour toute norme. 


Si on suppose p{A) = 0, que peut-on en déduire pour la matrice A? Montrer 
alors que (+} est une évidence. 


Si on choisit une norme subordonnée à une norme sur C*, montrer que la plus 
petite valeur d'adhérence m (dans R+U {+00} de la suite (14) ue vérifie 


p{A)<m 


Soit À € M, (C), on peut trouver une matrice P € G£h (C) telle que P71AP 
soit triangulaire supérieure. Si p € N*', on considère la matrice diagonale 


11 1 
Dm (s2.l.…1) 
Que peut-on dire des coefficients diagonaux de la matrice 
Ap = (PDy)°* A(PDy) 


et des coefficients situés au-dessus de la diagonale principale, si p est ”grand” ? 


Montrer que, si € > 0 est donné, on peut trouver une norme N sur My (C) 
subordonnée à une norme sur €" telle que 


PA} N (A) < p (A) +e 


+ Conclure. 
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REMARQUE 7-6.16 Une norme N sur M, (K) est dite norme matricielle? si 
et seulement si elle vérifie 


VA,BEM,(K) N(4B)< N(A) N(B) 


Les normes subordonnées aux normes sur K" vérifient cette propriété. Mais on 
peut trouver des normes matricielles qui ne proviennent pas de normes sur K'. 
Vérifier par exemple que 


(JAI = v/trace 44) 


est une norme matricielle sur M, (R) (expliciter simplement || A| en fonction des 
coefficients (a;) de A), qui ne provient pas d’une norme sur R". Cette norme est 
très utilisée en pratique, car elle se calcule facilement et vérifie notamment 


VPEN* [41 < IA? 
On a de plus (exercice), pour cette norme 
VXER® |AXI < IAÏ IX 


En fait, toute norme sur M, (K) peut être transformée, par multiplication par un 
scalaire, en un norme matricielle : si N est une norme quelconque, la continuité 
du produit se traduit par l'existence d’une constante k > 0 telle que 


VA,BEM,(K) N(AB)<kN(A)N(B) 


ce qui signifie que & N est une norme matricielle. 


7-6.4 Complément : théorème de Riesz 


Nous avons vu que, dans un espace normé de dimension finie, les parties com- 
pactes sont Jes parties fermées et bornées. En particulier la boule unité fermée 
est compacte. Nous nous proposons ici de voir que cette propriété caractérise les 
espaces de dimension finic. 


7-6.4.1 Projection sur un sous-espace de dimension finie 


Dans un espace normé (£, || ||}, considérons un sous-espace vectoriel F de dimen- 
sion finie. Si x € E,, on essaie d'approcher au mieux x par un élément de F. C'est 
une démarche très souvent utilisé en analyse : les éléments de F sont souvent 
des objets “simples”, possédant des propriétés intéressantes®, qu’on utilise pour 
approcher un élément quelconque de E, plus compliqué”. 

On considère donc 


d= dés, F)= inf Île y 


ZOn précise parfois ”’sous-multiplicative”. 

SPar exemple, si E est l'espace de toutes les fonctions continues sur [0, 1] à valeurs dans C, 
muni de la norme de la convergence uniforme, F peut être l'espace des fonctions polynômes de 
degré inférieur à un entier p fixé. 
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la distance de x à F, et on cherche un élément w € F tel que ||x — yl| = d(x, F). 
Remarquons que l'existence d'un tel 9 n’est nullement évidente a priori, puisque 
la borne inféricure d’un ensemble de réels minoré n’est pas en général élément de 
cet ensemble. 

Nous savons déjà que F est fermé dans (E,||[|}, et donc le problème est 
évidemment résolu si d = 0, puisque 


d{z,F)=0&reF-=F 
et dans ce cas la solntion (unique) du problème est évidemment 9 = r. Nous 


supposerons donc d > 0, avec z g F. 
Nous cherchons en fait à minimiser la fonction continue 


e:FRt yelir-vyll 


Un argument souvent utilisé pour montrer qu'une fonction continue atteint sa 
borne inférieure est la compacité. Mais ici, le domaine de définition de y est F 
qui n’est pas compact (sauf dans le cas F = {0r}) puisque non borné. On peut 
cependant se ramener à travailler sur une partie compacte de F, puisqu'il est 
inutile de chercher vo ”trop loin” : 

Considérons en cffet la boule fermée de centre x et de rayon d +1, et sa trace 
sur F 


K=FNB(xd+1] 


Par définition de d, nous savons que À %# @. K est une partie fermée de F 
(intersection de F avec un fermé de E), évidemment bornée. C’est donc un 
compact de l'espace # de dimension finie. L'application 


pk :£ Rt 
atteint sa borne inférieure sur £ et donc 
3 — ll = inf |lz - 
HE le-vol = infle -vll 
Par construction, nous avons 
Île — voll < d +1 


et par conséquent, en distinguant les points de F' qui sont dans £ et ceux qui n’y 
sont pas, 


VyeF |r-voll <ir -vl 
Nous avons donc obtenu : 


PROPOSITION 7-6.17 Si F est un sous-espace de dimension finie d'un es- 
pace normé (E£,||||), tout élément x € Æ possède une meilleure approxima- 
tion par un élément de F', c'est à dire 


3WwEF Ix-voll = d(x,F) 
Un tel 70 est une projection‘ de x sur F. 


Attention à la terminologie : cette notion n’a en général aucun rapport avec celle de pro- 
jecteur sur un sous-espace parallèlement à un supplémentaire. Nous verrons cependant que les 
deux notions sont liées dans le cadre très particulier des espaces préhilbertiens, 
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REMARQUE 7-6.18 Un élément x € E peut posséder plusieurs projections sur 
F. Ce phénomène est lié à la géométrie des boules de l’espace E : par exemple, 
sur l'espace (R?, ||||,.), si F' est le sous-espace R x {0}, quelles sont les projections 
de x = (0,1) sur F ? (Indication : faire un dessin). Même question avec F = R.u, 
avec u = (1,1). 

Lorsque l’espace normé est un espace préhilbertien (c'est à dire lorsque la 
norme provient d’un prodnit scalaire), nous verrons (section 14-2) qu'il y a unicité 
de la projection. 


7-6.4.2 Théorème de Riesz 


THÉORÈME 7-6.19 Un espace normé (£,|||) est de dimension finie si et 
seulement si sa boule unité fermée est compacte. 


Par homothétie et translation, on voil aussi que, si une boule fermée de E (de 
rayon r > 0) est compacte, alors E est de dimension finie. 

Indication pour la démonstration : on montre en fait que, si E est de dimension 
infinie, on peut construire une suite de vecteurs (e;),ep., tous de norme égale à 
let vérifiant 


Vr£m [lee >1 


Montrer que, si une telle suite existe la boule unité fermée de £ n’est pas com- 
pacte. Pour construire une telle suite, on opère de proche en proche : on choisit 
er avec [fe1|| = 1; si on suppose ensuite construits (e;), ;c,, on considère le sous 
espace 


Fu = vect(ei)icies & E 


Size E— vect(e;), ce, il possède une projection y sur F,. Considérer alors le 
vecteur 


Ty 
Ze 
le yll 


7-7 Connexité par arcs 


IL s'agit d’une notion qui va nous permettre de généraliser le théorème des valeurs 
intermédiaires pour les fonctions réelles définies sur un intervalle de R : 


7-7.1 Théorème des valeurs intermédiaires : fonc- 
tions définies sur un intervalle 


THÉORÈME 7-7.1 Si { est un intervalle de R et f : 7 > R est continue, 
alors f({) est un intervalle. 


Démonstration : Les intervalles sont les partics convexes de R. Il 
suffit donc de montrer que, si a et # sont dans f({} avec a < B, alors 
Le, 8] € (1). On peut trouver a et b € f avec a = f (a) et 8 = f (b). 
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Sans nuire à la généralité, nous supposcrons a < b. Pour montrer que 
(&,8] € f(1), nous prenons y € ]æ,8{ arbitraire et nous montrons 
qu’il existe un c € Ja, b[ avec f (c) = +. Pour cela considérons 


X={2€labl| f(x) <1} 


Cet ensemble est non vide (il contient a), ct est majoré par 6. Il 
possède donc une borne supérieure € qui est limite d’une suite de 
points de X. Par continuité, on a 


f(o)<7 


De plus, comme f (b) = 8 > 7, il existe un a > 0 tel que la fonction 
f ne prenne que des valeurs strictement supérieures à + sur [b — a,b] 
(continuité de f en b}. On a donc c < b et 


Vzelÿ f(a)>7 
Par continuité de f en €, on aura 
f(@2% 
soit finalement f (c) = y. M 
Le théorème qui précède entraîne notamment : 


COROLLAIRE 7-7.2 Si / est un intervalle de R et / : ! — R est continue, 
s'il existe a et b € J avec 


Fa) F (6) < 0 
alors f s'annule au moins une fois entre a et b. 


COROLLAIRE 7-7.3 Si f : [ — R est continue et ne s’annuk pas, alors 
(1) C R‘+ ou f(7) C R°—. En d'autres termes, / a un signe constant sur 
l'intervalle 1. 


Comme les segments sont les intervalles compacts de R, nous avons aussi : 


COROLLAIRE 7-7.4 Si Æ est un segment de R et f : À —> R est continue, 
alors f (K°) est un segment. 


7-7.2 Connexité par arcs 


7-7.2.1 Chemin continu 


DÉFINITION 7-7.5 Si(E,||||) est ur espace normé, on appelle chemin continu 
dans E toute application continue 


r:0,1j+E 
L'ensemble image 
(0,1 = {y(8, te [0,1)} 
est appelé support du chemin y. C'est une partie compacte de E. 


280 Chapitre 7 : Continuité et Compacité 


DÉFINITION 7-7.6 Si + est un chemin continu dans E, les points 
zo = (0) et æ1 = y(1) 
sont appelés respectivement origine et extrémité du chemin 7. 
On utilise le segment [0, 1] comme ensemble de variation du paramètre { pour 
des raisons de commodité : si a et b sont réels avec & < b, toute application 
continue f : [a,b] — E permet de définir un chemin continu + par 


Vtel0,1] y(t)=f(a+t(b—a)) 


DÉFINITION 7-7.7 Si y, et y, sont deux chemins continus dans E tels que 
l'extrémité de y, soit égal à l’origine de y, 
n0 =» (0) 
l'application y : [0,1] + E définie per 
1 
5 


1 
y(t)= 2(2 1) pour LE 3.0] 


y () = y: (20) pourte Ê 


est un chemin continu, qu’on appelle chemin jurtaposé de y, et y,. On le note 
YEN + 


7-1.2.2 Partie connexe par arcs 


Une partie d’un espace normé connexe par ares scra, d’une certaine manière, ”en 
un seu] morceau” : 


DÉFINITION 7-7.8 Une partie À d’un espace normé est dite connexe par arcs 
si et seulement si, pour tous points a et b € À, il existe un chemin continu tracé 


dans À (c’est-à-dire dont le support est inclus dans À) d’origine a el d'extrémité 
b. 


EXEMPLE 7-7.9 En particulier, toute partie convexe d’un espace normé est 
évidemment connexe par arcs. Dans un espace normé de dimension différente de 
1, le complémentaire d’un point est une partie connexe par arcs (exercice) non 
convexe. 


Le théorème des valeurs intermédiaires 7-7.1 permet de caractériser les parties 
connexes par arcs de R : 


PROPOSITION 7-7.10 Les parties de R connexes par arcs sont les inter- 
valles. 
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Démonstration : Tout intervalle est évidemment connexe par arcs. 
Réciproquement, si À est un connexe par arcs de R, et si a et b€ À 
avec a < b, il existe un chemin continu tracé dans À 

+: [0,1 + A 


avec y(0) = a et y(1) = b. Le théorème des valeurs intermédiaires 
appliqué à + entraîne 


la,ë] € + (10,11) € 4 


ce qui montre que À est une partie convexe de R, donc un intervalle. 
L | 


EXERCICE 7-7.11 Soit (4;);e une famille de parties connexes par arcs d’un espace 
normé telles que 


vijel AnA;#4 


Montrer que la réunion des (Aj);er est connexe par ares. 
7-7.2.3 Connexité par arcs et continuité 
Le résultat qui suit est la généralisation du théorème 7-7.1 : 


PROPOSITION 7-7.12 Si (£, ||) et (F,{||1) sont deux espaces normés, À 


une partie connexe par arcs de E et 
J'A+F 
une fonction continue, alors f (A) est une partie connexe par arcs de F. 
Démonstration : Soient r,y € f (A). Il existe a et b € A avec 


& = f(a) ty = f(6) 


Comme À est conncxe par arcs, on peut trouver un chemin continu + 
tracé dans À avec 


Y(0) = a et (1) = 6 


L'application continue f o + est alors un chemin continu tracé dans 
f{A)reliantzày. M 


COROLLAIRE 7-7.13 Si À est une partie connexe par arcs d’un espace 
normé et f : À —> R est une application continue, alors f (4) est un in- 
tervalle. 


L'exercice qui suit est une belle application de ce résultat : 
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EXERCICE 7-7.14 Soit J un intervalle de R et f : 1 —+ R une application dérivable. 
Montrer que f' (1) est un intervalle. Ce résultat, appelé théorème de Darboux, montre 
qu'une dérivée, même lorsqu'elle n'est pas continue, vérifie toujours le théorème des 
valeurs intermédiaires. 

Indication : On considère 


D={(z,y)EIxI|z<y} 
Montrer que D est une partie connexe par arcs de R?. On définit 


J(e) = f{y) 


p:DDR (ay) 


LR 


Montrer que (2) est un intervalle J et comparer J avec f’ (7) (on pourra utiliser le 
théorème 8-5.4). 


REMARQUE 7-7.15 La notion de connexité par arcs peut ainsi être utilisée 
pour prouver que deux parties d'espaces normés ne sont pas homéomorphes : 
nous savons par exemple que 


U={:eClk|=1} 


et [0, 1[ ne sont pas homéomorphes, puisque U est compact et [0, 1[ ne l’est pas. 
De même, il ne peut exister d'homéomorphime 


CHINEX A 


L’argument de compacité n'est plus utilisable. Mais, si 4 existait, il induirait un 
homéomorphisme de [0,1]— {4} vers U— {y (1)}. Ce n'est pas possible, puisque 
ce dernier ensemble est connexe par arcs (faire un dessin) alors que [0,1] — {1} 
ne l'est pas. On peut de même voir (exercice) qu’il ne peut y avoir d'homéomor- 
phisme entre ]0, 1[ et [0,1[. Voir aussi à ce sujet la remarque suivant le théorème 


8-1.9. 


7-7.2.4 Partition d’un connexe par arcs en ouverts relatifs 


PROPOSITION 7-7.16 Si À est une partie connexe par arcs d’un espace 
normé (E, || |}, il n'existe pas de partition de À en deux ouverts relatifs non 
vides. 


Démonstration : Supposons qu’une telle partition existe. On peut 
alors écrire 


A= AjU À; 
avec A1 %# D, 42  Ô tels qu'il existe deux ouverts ( et A, de E avec 
A=MNA, 4 =MnAetMNMBNA=G 


Choisissons a, € A3, a2 € A2 et un chemin continu + tracé dans À et 
reliant a à a2. Si nous notons 14, la fonction caractéristique de A: 
(qui vaut 1 sur A1 et 0 sur son complémentaire), l'application 


J:0I+R fluo 
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est continue : elle ne prend que les valeurs 0 et 1 et, si to € [0, 1] vérifie 
f (to) = 0 (par exemple), cela signifie que y (to) € A2 = M2NA; comme 
A2 est un ouvert relatif de À et comme est continue, il existe alors 
un voisinage V de to dans [0,1] tel que 


VtEV y(t)€ A 


ce qui donne f (1) = f (te) pour tout £ de W et prouve la continuité 
de f en fo. La fonction f est continue avec f (0) = 1 et f (1) = 0, ce 
qui contredit le théorème des valeurs intermédiaires, puisque 


(10,11) = {0,1} 


On ne peut donc partitionner À en deux ouverts relatifs non vides. 
L | 


Comme le complémentaire dans À d’un ouvert relatif de À est un fermé relatif 
de À, une partition de À en deux ouverts relatifs est aussi une partition en deux 
fermés relatifs. Nous avons dons aussi : 


COROLLAIRE 7-7.17 Si A est une partie connexe par arcs d'un espace 
normé (E,||||), il n'existe pas de partition de À en deux fermés relatifs 
non vides. Les seuls sous-ensembles de A à la fois ouverts et fermés relatifs 
de A sont donc ÿ et À. 


REMARQUE 7-7.18 Une partie À d’un espace normé est dite connexe si elle 
possède ces propriétés. La connexité par arcs est dônc un cas particulier de la 
propriété plus générale de connexité. 


Un espace normé est évidemment connexe par arcs (4 +> (1 —t)a + tb relie a 
à b). On a donc : 


COROLLAIRE 7-7.19 Les seuls ouverts-fermés d'un espace normé (£, ||||) 
sont Det E. 


Le résultat qui suit est souvent dénommé ”{héorème du passage des douanes” : 
PROPOSITION 7-7.20 Soit À une partie d'un espace normé, a un point 
intérieur à À et b un point intérieur au complémentaire de À. Si > est un 
chemin continu reliant a à b, il existe /, € [0,1] avec 


(to) € Fr(4) 


Démonstration : Si ce n'était pas le cas, en notant B le complé- 
mentaire de À, le connexe par arcs 7 ([0, 1]) s’écrirait 


r,1)= (4nx(lo,) u (ny o,1)) 


ce qui en donnerait une partition en deux ouverts non vides. 
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La proposition 7-7.16 est souvent utilisée de la manière suivante (”raisonne- 
ments par connexité”) : pour montrer que tous les points d'un connexe par arcs 
A vérifient une propriété P, on montre que 


{a € A | a vérifie la propriété P} 


est non vide et est à la fois un ouvert et un fermé relatif de À : 

Par exemple, une application f : À > X où A est une partie d’un espace 
normé et X est un ensemble quelconque est dite localement constante si et 
seulement si 


Va€e A 3V voisinage de a f est constante sur Ÿ N À 


Lorsque À est connexe par ares, une telle fonction est constante sur À : 


PROPOSITION 7-7.21 Si A est connexe par arcs, toute application bcale- 
ment constante définie sur À est constante. 


Démonstration : Si f est une telle application et a € À est fixé, 
considérons l’ensemble X des x € À possédant un voisinage V, tel que 


VyEV NA f(y)=f(a) 


Comme f est constante au voisinage de a, X contient a, et est donc 
non vide. Par sa définition, il est clair que X est un ouvert relatif 
de A. Pour conclure, il suffit de montrer que X est un fermé de 
A : si (rn)en est une suite de points de X convergente vers x € À, 
montrons que r € X. Par hypothèse, il existe un voisinage V, de x tel 
que soit constante égale à f (x) sur V. NA. Comme la suite (x,),en 
converge vers x, il existe un entier no tel que 


rn>no—m EVMNA 
On a donc f(a) = f{z.)= f(x}, et doncz € X. M 


EXERCICE 7-7.22 Soit O un ouvert de R? connexe par arcs. Montrer que deux points 

quelconques de © peuvent être reliés par une ligne polygonale continue incluse dans ©, 

constituée de segments parallèles à l’un ou l’autre des axes de coordonnées. 
Indication : fixer a € À, et considérer 


X, = {b€ © |b peut être relié à & par un tel chemin} 


SSi X était une partie d’un espace normé, il suffirait de dire que f est continue puisque 
localement constante, et que 


X=f"({f (a) 


est un fermé de À comme image réciproque d’un fermé. 
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7-7.2.5 Complément : composantes connexes par arcs 


EXERCICE 7-7.23 Soit X une partie non vide d’un espace normé. On définit dans X 
une relation binaire par 


aRb< il existe un chemin continu dans X reliant a et b 


Montrer que À est une relation d’équivalence dans X. Les différentes classes d'équi- 
valence réalisent une partition de X. Montrer que ces classes d'équivalence sont des 
parties connexes par arcs de X, et que la classe d'équivalence de a € X est la plus 
grande partie de X connexe par arcs (pour l'inclusion} et contenant a. Une telle partie 
de X est appelée composante connexe par arcs de X. 


EXERCICE 7-7.24 Trouver les composantes connexes par ares de l’ouvert de R? 
O={(ry) ER |zy#1} 
EXERCICE 7-7.25 Soient x et y € R. Posons 


= arctanx + arctany 


Montrer que 
2= 474 ay=i 
2 
Si O est louvert de R? défini dans l’exercice précédent, montrer que 


z 
P'O—R (x,y)r arctanz + arctany — arctan ï + 
est continue, et prend ses valeurs dans 72. En déduire que 4 est constante sur chaque 
composante connexe par arcs de ©. Trouver la valeur de cette constante pour chacune 
de ces composantes. 


EXERCICE 7-7.26 Montrer que les composantes connexes par arcs d’un ouvert non 
vide de R sont des intervalles ouverts. En déduire que tout ouvert de R est réunion 
d’une famille d'intervalles ouverts disjoints deux à deux. Lorsque cette famille n’est 
pas finie, on peut montrer qu’elle peut être indexée par une partie infinie de @ (choisir 
dans chacun des intervalles un nombre rationnel). Comme une partie infinie de Q peut 
être mise en bijection avec N (voir la section 9-5.1), on a ainsi montré que tout ouvert 
de R est réunion d’une famille finie ou d’une suite d’intervalles ouverts deux à deux 
disjoints. 
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EXERCICE 7-8.1 Soit (£, || ||) un espace normé, À et B deux parties non vides de 
E telles que ÂN B = BN A = 9. Montrer qu'il existe deux ouverts U et V tels que 
ACU,BCVet UNV =. Montrer qu'en général cette propriété est fausse si on 
suppose seulement À NB = 9. On pourra considérer les applications z + d(x, A) et 
20 d(x, B). 


EXERCICE 7-8.2 Soient À ct B deux parties non vides d’un evn. On note 
A+B={atblae Abe) 


Montrer que : 
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1. À ou B ouvert = A+ B ouvert. 


2. À fermé et B compact = A + B fermé. Que se passe-t-il si B est seulement 
fermé? 


3. Aet B compacts = A+ B compact. 
EXERCICE 7-8.3 Dans M,(C) muni d'une norme quelconque, on considère 
D2= {4€ Ma(C) | A diagonalisable} 
D; = {A € M,(C) | À possède n valeurs propres distinctes} 


1. Montrer que D, est un ouvert dense dans M,(C). On pourra utiliser le fait que, 
pour P,Q € C{X] non nuls : 


PAQE1 
AU,V € CIX] deg{l/) < deg(Q), deg(V) < deg(P}, UP+VQ=0 


Montrer que cette propriété peut se traduire sur les coefficients de P et Q pat la 
nullité d’un déterminant {le résultant” de P et Q) 


2. Montrer que D> n'est ni ouvert ni fermé. Préciser son intérieur et son adhérence. 


EXERCICE 7-8.4 Soient À et B deux parties fermées d'un espace normé. Montrer 
qu'en général il n’existe pas (a,b) € A x B avec d(a,b) = d(A,B). Que se passe-t-il 
si une des parties est compacte? Plus généralement, si A est une partie d’un espace 
normé (E, |||[), on note P(A) la propriété : 


P(A) : VBfermé #9 (AnB=6 à d(A,B)>0) 


Montrer que À compact æ P{A) et que, si P(A) est vérifiée, alors À est fermé et la 
frontière de A est compacte. 


EXERCICE 7-8.5 Théorème du point fixe avec paramètre : 
Soient X et À deux parties d'espaces normés avec X complet et f : X x A — X telle 
que : 


3k € {0,1[ A € À f(e, À) soit k-contractante 
Vz e X f{z,e) est continue : À — X 


Montrer que, VA € À l'équation f{z, À) = x possède une unique solution za et que 
À xx est continue. 


EXERCICE 7-8.6 Soit X une partie compacte d’un espace normé et f : X > X telle 
que : 


Vaux À y = d(f(e), f()) < d(x,y) 
1. Montrer que f n’est pas nécessairement une contraction. 
2. Montrer que f possède un unique point fixe (considérer 4x) = d(f(x),x)). 


3. Montrer que, Va € X la suite (f(“{a)},.n converge vers ce point fixe. 
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4. Si X est un convexe compact d’un evn et f vérifie d(f(x), f(y)) & d(x,v) mon- 
trer que f possède au moins un point fixe, et que l’hypothèse de convexité est 
indispensable. 

EXERCICE 7-8.7 Soit € E = C°((0,1],R). Montrer que l'application 


Yo: (Elle) + (R,11) 
3 
définie par : DS) = Î wt)f(t)dt est continue et caleuler sa norme. 
0 


EXERCICE 7-8.8 Soit K un espace compact, F un K-ev normé. On munit C°{K, F} de 
la norme de la convergence uniforme ||fll = PRE If (HI. Démontrer l'équivalence 
des propositions, (g.} étant une suite de CO(K, F) : 


1. ga converge uniformément vers g sur K. 
2. VrEK Vzuhn € KN 2x = g(an) — g(z) 
EXERCICE 7-8.9 Soit X un compact d’un espace normé ct L, l'ensemble des applica- 


tions c-lipchitziennes de X dans R. Montrer que si (fh) est une suite d'éléments de Le 
convergeant simplement vers f, alors la convergence est uniforme. 


EXERCICE 7-8.10 Soit E = C°([0, 1], R) muni de | Il. On pose 
Nrk={feElfestk-lipschitzienne} 


pour & > Oet N = U N3. Montrer que My est fermé dans E, que N=Qet N=E. 


Sur N on définit |] = sup VRIUN Montrer que ce n'est paë une norme, mais 
2 


que sa restriction à No = vr € N | f(0) = 0} en est une. Est-elle équivalente à || fl ? 


EXERCICE 7-8.11 Pour X = Rou €, FE = M,{K) est muni d’une norme quelconque. 
LA=ReæF-=-{MEeEl|M?=I,}. F est-il fermé? compact? Quels sont 
les points d’accumulation de F (c'est à dire les limites de suites injectives et 
convetgentes de points de F)? 
2. Déterminer l’adbérence de {A € M2(C) 13€ N 4 = B}. 
EXERCICE 7-8.12 Soit E un R-ev normé de dimension finie et f € L(E) tel que 
la suite (/P),en soit bornée. On note gy = 15 J Montrer que la suite (9),eN 
converge vers un projecteur. Es 
EXERCICE 7-8.13 Montrer que l'application f : R?— R? définie par 
flv) = (a = sin(z + y), 8y — Zarctg(z — y) 


est bijective. Sa réciproque est elle continue ? 
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EXERCICE 7-8.14 On munit E = C®({0, 1], R) de la norme de la convergence uniforme. 
k 1 
Soit & : E +R définie par y(f) = F rat {(t}dt. Montrer que & est continue 
0 
et déterminer sa norme. Cette norme est-elle atteinte sur la sphère unité de E? 


EXERCICE 7-8.15 Soit E = C°([0,1],R) ct F un sev de E de dimension finie. Mon- 
trer qu’une suite de fonctions de F convergeant simplement sur {0, 1] converge en fait 
uniformément, et que la limite est dans F. 


EXERCICE 7-8.16 Soit E = {x € R° | im an = 0}, muni de || flo. Soit À € R" telle 


que Vn EN À #0 et Un : E -> R\ définie par x ++ (AuzA). Donner une CNS sur À 
pour que Ua € £(F). Etudier alors la continuité de Un et déterminer [UV]. Trouver 
une CNS pour que U soit un homéomorphisme de E. 


Chapitre 8 


Fonctions d’une variable réelle 


Pour l'essentiel, nous étudierons dans ce chapitre des fonctions définies sur 
un intervalle ? C R à valeurs dans un K-espace normé (E, || |), avec K = R ou 
€. Si E =R ou €, on parlera de fonctions numériques, c’est un cas évidemment 
très important. Enfin, dans certains paragraphes (notamment la section 8-3), on 
pourra considérer des fonctions définies sur une partie d’un espace normé. 


8-1 Fonctions monotones sur un intervalle 


Qui dit fonction monotone dit fonction réelle! On considère donc ici des fonctions 
FR où J est un intervalle de R non réduit à un point. 


8-1.1 Définitions 


Une fonction f : ? — R est dite croissante sur 1 si et seulement si 
Va yel x<y= f(x) < f(y) 


Il s’agit donc ici de fonction croissante au sens large. Si x < y = f(x) < f(y) 
la fonction f est dite strictement croissante. Si — f est (strictement) croissante, 
la fonction f est (strictement) décroissante!. Une fonction est dite monotone sur 
Tsi elle est croissante ou décroissante sur cet intervalle. Enfin, une fonction est 
dite monotone par morceaux sur un segment [a,b] s’il existe une subdivision 


a = æo < 1 tt < En = b 


TDans la terminologie anglo-saxonne, on dit plutél croissante” pour “strictement croissan- 
Le et ”non décroissante” pour croissante au sens large”. 
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de [a, b] telle que 
Flasr,si Soit monotone pour à = 0,... ,n 1 


Les fonctions ”usuelles” (faut-il dire les "bonnes fonctions” ?) sont monotones 
par morceaux sur tout segment. Il faudrait bien se garder de croire qu'il s'agisse 
là du comportement ”générique” des fonctions définies sur un segment. Prenons 
un exemple : 


Si zo € 1, on rappelle qu'une fonction f : Z -+ R présente un 
minimum local en 0 s'il existe « > Q tel que 


Vrelzo—a,rot+a[NT f(x) > f(x) 


(le maximum local est strict si l'inégalité est stricte pour x # x). 
Cette propriété est évidemment vérifiée s'il existe & > 0 tel que f soit 
décroissante sur | ro —a, z0]N I et croissante sur [ro,co+a (NI. Cette 
situation n’est cependant pas nécessaire pour avoir un minimum local 
en x, comme le montre l'exemple 


f(x) = x? cos? É + st sin? E prolongée par continuité par f (0) = 0 
LA z 


qui présente un minimum absolu en 0, mais n’est monotone sur aucun 
intervalle d'extrémité Q (pourquoi ?). 


y + 
= 
o x 


Figure 8.1 — Fonction non monotone par morceaux admettant un 
minimum absolu 


Par des manipulations élémentaires d’inégalités, on démontre facilement le 
théorème : 
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THÉORÈME 8-1.1 Si f et g: 1 —> R sont monotones et À € R 


À >0— Àf monotone de même sens que f. 
J et g de même sens => f + 4 monotone (de même sens que f et 9) 
f et g de même sens et > 0 = fg monotone (de même sens que f et 9) 


f monotone de signe constant sur { => f monotone {de sens opposé) 


Sif:1-Ret g:J — R sont monotones avec f (J) C J 


f et g de même sens = go f croissante 
f et g de sens opposés — go f décroissante 


Ces résultats permettent parfois d'obtenir des résultats de monotonic en évi- 
tant le recours systématique à une étude de signe de dérivée (si les fonctions 
étudiées sont dérivables ….) 


EXEMPLE 8-1.2 Etudier les variations de la fonction définie par 


1 
cost x + 208% x + 3 cos? x + 2cos x +1 


f()= 


On remarque que cette fonction est paire, 27-périodique. On étudie donc ses 
variations sur [0,x). La fonction x ++ cos x est décroissante [0,7] —> [—1,1}. 11 
suffit donc étudier les variations sur [—1,1] de 


1 1 


MO Eu Sur Eu F1 — fu +u+ 1) 


La fonction polynôme u ++ u?+u+-1 est > 0, décroissante sur [—1,—;], croissante 
sur [4,1]. Son inverse au carré possède un sens de variation opposé, et comme 

à 2m é ne s ; 
pour æ € [0,x], cosx = —= ssi z = 3" les résultats précédemment évoqués 
donnent aisément le tableau de variation : 


8-1.2 Propriétés de continuité et monotonie 


Nous énoncerons les résultats dans le cas des fonctions croissantes. Ils se modifient 
de manière évidente dans le cas d’une fonction décroissante. 


THÉORÈME 8-1.3 Soient } un intervalle de R ouvert en son extrémité 
droite, f : } > R croissante et 8 = sup / € RU {+00}. On a alors 


Jim f(&)= sup{f(x),x€1} =supfe RU {+00} 
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En particulier, f est majorée sur 7 si et seulement si f possède une limite 
finie à gauche en 5. De même si 7 est ouvert à son extrémité gauche a, on 
a 


lim J (e) = inf{f (x), & € 1} = inf f € RU {-00) 


Démonstration : Supposons { = (a, 8[ et supposons f majorée sur 
1. Soit M = sup f € R. Par définition de la borne supérieure, pour 
Fi 


€ > 0 on peut trouver c € F avec M —€ < f(c) < M. Comme f est 
croissante on a aussi 


Vzelfl M-e<f(x)< M 


ce qui prouve que lim / (2) = M. Si f n'est pas majorée, pour À € R 
quelconque, on ones de même c € I avec 
Vzelc8l AKf(x) 
ce qui donnera bien Jim f (x) = +oco. L'étude en l'extrémité droite 
de 7 serait analogue. 
Remarquons que si ? = (a, 8] contient sa borne supérieure et si f est croissante 


sur À, f (8) est un majorant de f, donc de f|(2,#, et en conséquence f possède 
une limite finie à gauche en 8 vérifiant f (8°) < f (8). Plus généralement 


COROLLAIRE 8-1.4 Si f est monotone sur un intervalle }, f possède en 
tout point intérieur à { une limite à droite et une limite à gauche (une limite 
à droite en l'extrémité gauche de l'intervalle et/ou une limite à gauche en 
une extrémité droite lorsque ces extrémités sont dans }). Si a < b < c sont 
trois points de J et si f est croissante, on a 


flat) < F7) < f (6) < F6) < F(e) 


Démonstration : Supposons par exemple f croissante sur J. Si b 


est un point intérieur à 1, il suffit d'appliquer le théorème précédent à 
Fliny-cost (majorée par f (b)) et à flrns,4oof (minorée par f(b}) pour 
obtenir l'existence de limites à droite et à gauche vérifiant 


1) < F (6) < S(bt) 


Si ensuite a < b, f (b=) est un majorant de flky, et vérifie donc 


F7) > inf fljuut = f (a*) 


et on montre de même que, pour b < €, f(b*)< fe"). 1m 
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EXERCICE 8-1.5 Montrer que l’ensemble des points de 7 où f présente une disconti- 
nuité est fini ou dénombrable (c’est-à-dire peut être mis en bijection avec N). Indica- 
tion : on sait (voir par exemple le chapitre sur les familles sommables et les séries) que 
la réunion d’une suite d’ensembles finis est finie ou dénombrable. On commencera par 
montrer que, pour {a,b] C Z et p€ N°, l’ensemble 


{setma1re-162>:} 
est fini. 


COROLLAIRE 8-1.6 Si f : ? > R est monotone, / est continue sur / si et 
seulement si f (7) est intervalle. 


Démonstration : Si f est continue, le théorème des valeurs inter- 
médiaires montre que f (1) est un intervalle. Réciproquement, suppo- 
sons par exemple f croissante discontinue en un point æo intérieur à 
1 (le cas d’une extrémité se traiterait de la même façon). On a alors, 
par exernple, 


Fo) < f(x) 


Siy > zo est dans /, on a {f(xo), f(y}} € f(7), et cependant 


{f (x), f (u)l  F (1), puisque tout a E]f (x0), f (x) { est dans l’in- 
tervalle {f (to), f (y)] mais ne peut appartenir à f (7). 


REMARQUE 8-1.7 Si f est continue strictement croissante sur un intervalle J, 
le théorème des valeurs intermédiaires montre alors facilement que 


1=l{a,8] (a,8€R) = f()=[f(a),f(8) 
1=fe,8[ (a ER,8E RU {+00}) > FU) =U(e);lim fl 
1=]la 6] (BER, «€ RU{—c}) = f()=]iimf,f(8) 


1=Ja FL (RU E-c0},FERU (+0) + f(1) fm films 


8-1.3 Homéomorphismes d'intervalles 


Sur un intervalle, l'injectivité d’une fonction réelle continue se traduit par une 
imonotouie stricte : 


THÉORÈME 8-18 Soit f : / -> R continue. f est injective si et seulement 
si elle est strictement monotone. 


Démonstration : Si f est strictement monotone, elle est clairement 
injective. Réciproquement, si f est injective, considérons 


D=f(z,y)elxI|x<y} 


est clair que D est une partie convexe (donc connexe par arcs) de 
R?. L'application 


EDR  (ry)mo(xy)= f(y)- f(x) 
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est continue, donc (D) est un intervalle de R. L'injectivité de f 
montre que cet intervalle ne contient pas 0, et est donc inclus dans 
R°+ ou R°-. f est alors strictement croissante ou décroissante. M 


On déduit du théorème précédent qu'un homéomorphisme f : ? — J entre 
deux intervalles est forcément strictement monotone. Réciproquement, une fonc- 
tion continue strictement monotone sur un intervalle permet de construire un 
homéomorphisme d'intervalles : 


THÉORÈME 8-1.9 Si f : > R est continue strictement monotone, l'image 
J = [(P) est intervalle et f induit un homéomorphisme entre 7 et J. 


Démonstration : J est un intervalle d’après le théorème des valeurs 
intermédiaires. Comme f est strictement monotone elle est injective 
et réalise donc une bijection 7 — J. Sa bijection réciproque f”! est 
évidemment strictement monotone de même sens que f. La continuité 
de f”! résulte du corollaire 8-1.6 puisque f”" (J) = I est un intervalle. 
= 


Compte tenu de la remarque 8-1.7 et du fait qu'il est très facile à l'aide 
d'homothéties, de translations et d’inversions de construire des homéomorphismes 


entre intervalles de même type bornés ou non (par exemple x ++ n +3 réalise 


z- 
L ' entre]0,1[et R),la 


È il 
un homéomorphisme entre [0,1 [ et ]— 00,2], x ++ - + 
relation "être homéomorphe à” réalise une partition de l'ensemble des intervalles 
de R en cinq classés : {9}, l’ensemble des singletons, l'ensemble des segments non 
réduits à un point, l'ensemble des intervalles semi-ouverts (contenant une seule 
extrémité) et l’ensernble des intervalles ouverts aux deux extrémités. 


8-1.4 Rappel : fonctions circulaires réciproques 


8-1.4.1 Fonction arcsin 


: ss fTT ï : 
La fonction continue x ++ sin r restreinte à F5 1 est stritement croissante, 
TT 


et vérifie sin (+7) =+1. Elle réalise donc un homéomorphisme de 55 


dans {-1,1]. Ôn appelle fonction arcsin l’homéomorphisme réciproque : 
TA 
arcsin : [1,1 | LL 
arcsin : [1,1] m3 
avec, pour x € [-1,1}, 
F # TA 
@= arcsint & (: =sina et a€ [-5.5)) 


La fonction arcsin est clairement impaire, strictement croissante. 
Attention aux simplifications! S'il est clair que 


Vzel-1,1] sin(aresinx) =, 
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pour à € R, par contre 8 = arcin (sin a) est l'unique réel de [5 1 qui vérifie 


sin a = sin 8. Il n'est donc égal à a que si a € [- . Dans le cas général 


5 
22 
IkEZ B=a+2kr où B=7-a+2kr 


LE] 


1 


Figure 8.2 — Fonction arcsinus 


EXERCICE 8-1.10 Simplifier, pour x €]0, 1[, l'expression 
pe) = arcsin (2: V1 — 27) 


8-1.4.2 Fonction arccos 


La fonction continue z + cos x restreinte à [0,#] est stritement décroissante, 
et vérifie cos (0) = 1 et cos(r) = —1. Elle réalise donc un homéomorphisme de 
[0,7] dans [1,1]. On appelle fonction arccos l’homéomorphisme réciproque : 


arccos : [1,1] — {0,x] 
avec, pour z € [—1,1] 
a = arccosz & (+ = cosa et «€ [0,x]) 
La fonction arccos est strictement décroissante, Elle vérifie 
Væ€f-1,1] arecos(-x) = 7 — arccosx 
Ici encore, s’il est clair que 


Vxe[-1,1] cos(arccosx) = 7, 
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ME 


Figure 8.3 — Fonction arccosinus 


pour a € R, le réel B = arecos (cos a) est l'unique réel de [0, r] qui vérifie cosa = 
cos B. Il n’est donc égal à a que si à € [0,r]. Dans le cas général 
3kEZ B=+a+2kr 


La formule sin (+ — t} = cost pour { € R donne immédiatement (exercice) 


: Li 
Vxel-1,1] arcsinæ + arccosx = 3 


8-1.43 Fonction arctan 


La fonction tan : ]-5, L [ — R est continue, strictement croissante et tend vers 

oo aux bornes de l'intervalle. Elle réalise donc un homéomorphisme de l'inter- 
AT à : 5 

valle ]-: :[ dans R, et on appelle arctan l’homéomorphisime réciproque. La 


fonction arctan est strictement croissante, impaire. Elle vérifie clairement 

Tr 

2 

le signe + correspondant à celui de x. Cette formule est importante, car elle 
permet notamment d'effectuer une étude asymptotique de la fonction arctan au 
voisinage de +00 à partir de l'étude de la même fonction au voisinage de 0. C’est. 


1 
VxeR* arctanz + arctan — = + 
z 


à PTS P k 7\. 
une conséquence immédiate (exercice) de la formule reliant tan (e + 5) Lieryrs 
an 
Ici encore, s’il est clair que 


VzER tan(arctanxz) =, 
LES PE 
pour à € R, le nombre 8 = arctan (tan &) est l’unique réel de ] 23 [ qui vérifie 
tan a = tan B. IL n'est donc égal à & que si à € ]-5 > [ Dans le cas général 


IkREZ B=atkr 
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Figure 8.4 — Fonction arctan 


8-1.5 Exercice : fonctions hyperboliques réciproques 


ne s’agit pas de fonctions ” nouvelles”, en ce sens qu’elles s'expriment à l’aide des 
fonctions usuelles” (logarithmes, racine carrée etc..). On les rencontre souvent 
et il est donc utile de connaître leurs définitions : 


+ Fonction argsh (”’argument sinus hyperbolique”). 


La fonction impaire sinus hyperbolique : 


"À y=shn) 
yrargsh(x) 
© # 


Figure 8.5 — Fonctions sh et argsh 


é-e 
2 
(les anglo-saxons notent plutôt sinh) est clairement continue R -+ R, 
strictement croissante et vérifie Jim sh x = +00. Elle réalise donc un ho- 
240 


x sh = 


méomorphisme de R dans lui-même, et on appelle argsh l’homéomorphisme 


298 Chapitre 8 : Fonctions d'une variable réelle 


réciproque, strictement croissant sur R. Cette fonction s'exprime en fait à 
l’aide des fonctions usuelles puisque, pour x et y € R 
y=shæ é oc? — 2ye’ — 1—0 


La quantité e* est alors solution d’une équation du second degré, dont les 
racines sont 


y+vVi+y 
Comme seule la quantité y + 4/1 + y? est strictement positive, on obtient 
l'expression de x en fonction de y : 


VyER 2 = angshy = In (y + V1 +w) 
expression que nous reverrons dans le chapitre consacré aux calculs de pri- 
mitives. 
+ Fonction argch (’argument cosinus hyperbolique”). 
La fonction paire cosinus hyperbolique : 
Er He 
2 


(les anglo-saxons notent plutôt cosh x) est clairement continue R — R mais 
n’est plus injective sur R. Elle est strictement croissante sur R+ (décrois- 
sante sur R-), vérifie lim chæ = +o et ch(0) = 1. Elle réalise donc 


re che = 


24400 
un homéomorphisme de [0, +oo[ dans [1,+oo, et on appelle argch l’homéo- 
morphisme réciproque, strictement croissant sur [1,+00[. Cette fonction 


> y=ch@x) 
y=argch(x) 
o|! x d 


Figure 8.6 — Fonctions ch et argch 
s'exprime également à l'aide des fonctions usuelles puisque, pour x et y € R 


y=chre ef — Qye" +1 —0 
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Cette 
yeR 


La quantité e* est alors solution d’une équation du second degré, dont les 
racines 


r=y+ y I 
w’existent que si [y| > 1 ct sont inverscs l'une de l’autre. Comme on veut 
ensuite résoudre e* = r, il faut de plus avoir r > 0, ce qui impose bien 
y € [1,+oof. Comme on cherche enfin une solution x > 0, il faudra prendre 
r > 1, ce qui impose le signe +. En définitive : 


VyEl,+oo rx =argchy=Iln (o+ V5) 


Fonction argth (argument tangente hyperbolique). 
La fonction impaire tangente hyperbolique : 

shz ec?  e%-1] 
che ter eÆHl 

(les anglo-saxons notent plutôt tanhzx) est clairement continue R — R, 
strictement croissante ct vérifie AU thæ = +1. Elle réalise donc un ho- 


réthz= 


méomorphisme de R dans | — 1,1[, et on appelle argth l’homéomorphisme 
réciproque, strictement croissant sur ] — 1, 1[. 


yzargth(x) 


=th@) 


Figure 8.7 — Fonctions th et argth 


fonction s'exprime en fait à l’aide des fonctions usuelles puisque, pour x et 


y= thé e*(1— y) = (1 +4) 


Pour y €] —1,1[, on a alors clairement 


= argthy= 7m (2) 
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8-2 Approximation uniforme sur un seg- 
ment 


Nous considérons dans cette section des fonctions f : [a,b] -> (E,|| {|} définies 
sur un segment, à valeurs dans un espace vectoriel normé. Dans le cas de 
l'approximation de Weïerstrass (par des polynômes), on supposera E = R ou €. 

Si [a, b] est un segment, l’espace vectoriel B ([a,b], £) des applications bornées 
de [a,6] dans E est muni de la norme de la convergence uniforme 


II = sup 1) 
sels] 


On sait {voir chapitre sur la continuité) que, si E est complet (ce qui est vrai 
notamment si £ = R ou C), il en est de même de (B([e,8],E),[|[l.). On 
sait de plus que toute fonction continue sur [a,b} y est bornée, et que le sous- 
espace vectoriel C° ([a,b], £) est fermé dans (B ([a,b], E), || ||.) (’toute limite 
uniforme de fonctions continues est continue”). 


DÉFINITION 8-2.1 Une fonction s : [a,b] + E est en escalier sur [a,b] si et 
seulement s'il existe une subdivision de [a, b] : 


di a=r<r << Enr < En = D 
telle que 
Vie{l,...,n-—1} Sjrsrigt est constante 


On dit alors que d est une subdivision adaptée à la fonction s. Il est clair 
que l’ensemble £ ([a, b], E) des fonctions en escalier est un sous-espace vectoriel 
de B([a,b],E) : la stabilité par multiplication externe est évidente, la stabilité 
pour la somme est claire si l’on remarque que des subdivisions d et d' adaptées 
respectivement à deux fonctions en escalier s et s' donnent une subdivision dUd' 
adaptée à la fois à s et s' (donéc à s+s'..). Si E — R ou €, £([a,6], E) est aussi 
une sous-algèbre de B ([a,b], E). 

Remarquons aussi que, si d': a = 79 < æ1 < +: < tn_1 < #, = b est une 
subdivision adaptée à une fonction en escalier s, on a : 


a L 
Ti + Ti 
s=ÿs (Etes) Deuil + D Si) Le) 
Er er 


en notant comme d'habitude 14 la fonction caractéristique d’une partie À de 
[e,é] (et en commettant l'abus d'écriture qui consiste à écrire les vecteurs devant 
les scalaires). En particulier, pour £ = R ou C, € (la, b], Æ) est le sous-espace 
vectoriel de El#] engendré par les fonctions caractéristiques des sous-intervalles 
de [a, b]. 

Les fonctions en escalier sont "constantes par intervalles”. Nous utiliserons 
beauconp ultérieurement les fonctions "continues par intervalles” d’où la défini- 
tion suivante : 
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DÉFINITION 8-2.2 Une fonction f : [a,b] —+ E est dite continue par morceaux 
sur le segment [a,b] si et seulement s'il existe une subdivision de [a,b] (qui sera 
encore dite adaptée à f) 


d' a=20<tr << En < zn = b 
telle que, pour tout i € {1,... ,n — 1}, fps est continue et est prolongeable 
en une fonction C° sur [z;,tiy1] 


Cela signifie clairement qu’en chaque point de subdivision, la fonction f pos- 
sède une limite à droite et une limite à gauche (uniquement à droite en a, à 
gauche en b) : f ne présente sur [a,b] qu'un nombre fini de discontinuités dites 
de "première espèce” (c'est-à-dire avec limites à droite et à gauche). On notera 
C9, ([e, 6], E} l'ensemble des fonctions continues par morceaux de [a,b] dans E. Il 
est clair qu’il s'agit encore d’un sous-espace vectoriel de B([a,b], E), avec 


Ellat],E)c CG (leb],E) € B([a,bl,E) 


On a évidemment aussi C°([a,ë],£) € C9, ([a,bl,E). Lorsque K = R ou €, 
C® ([a, 6], K) est clairement une K-algèbre. 


8-2.1 Approximation par des fonctions en escalier 


THÉORÈME 8-2.3 Si f : [a,b] -+ (£, || ||) est continue, on peut l'approcher 
uniformément sur [a, b] autant qu'on le souhaite par une fonction en escalier : 


Ve>0 1s€E£([a,bl,E) If - sl <€ 


Démonstration : Comme f est continue sur le compact [e, b], elle 
est uniformément continue. Si € > 0 est donné, il existe « > 0 tel que 


Vzyelaë  r-yl<as|f(@)-f{(yli<e 


b—a 


Si on choisit un entier n tel que < @ et une subdivision ?à pas 


constant” 


d'a=2%<t=a+ 


la fonction en escalier 


ni 


8 = DS (mi) lest + / () Le 


i=0 


répond évidemment à la question. 


REMARQUE 8-2.4 En prenant € = L pour n € N° et en choisissant s, dans 


1 : 
€ ([ab], E) vérifiant l'inégalité |f — s,]L. < =, on construit une suite de fonc- 
ñ 
tions en escalier qui converge uniformément vers f sur [a,b]. Ce résultat 
est évidemment équivalent à celui du théorème précédent. 
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Dh. 


Figure 8.8 — Approrimation uniforme par une fonction en escalier 


COROLLAIRE 8-2.5 Si f : {a,b] — (E,|| ||) est continue par morceaux, il 
existe une suite de fonctions en escalier sur {a, b] qui converge uniformément 
vers f. 


Démonstration : Comme précédemment, il suffit de prouver que, 
pour € > 0 arbitraire, il existe une fonction s en escalier vérifiant 
fs Se Sid:a= zx < mm <-. < tn < 2 = b 
est une subdivision adaptée à f, on sait que flL..,,1 se prolonge 
en une fonction continue f; sur [ri,æiya]. D'après le théorème qui 
précède, on peut trouver une fonction si € € ([r;, rit], £) telle que 
If silos $ € Le fonction s : [a,b] + E définie par 


Vi Vtejzirinl s(t)= sit) et st) = f(&) 
est clairement en escalier sur [a,b] et vérifie ||f — sl, €. 


On peut caractériser les fonctions f : [a,b] -+ Æ qui sont limites uniformes 
de suites de fonctions en escalier, lorsque £ est un espace complet {donc en 
particulier lorsqu'on travaille avec des fonctions numériques ou à valeurs dans un 
espace normé de dimension finie). C’est la notion de fonction régléc développée 
dans l'exercice qui suit : 


EXERCICE 8-2.6 On note R ([u, b], £) l'ensemble des fonctions de (a, b] dans E qui 
sont limites uniformes de suites de fonctions en escalier. Une fonction f € R ([a,b], E) 
est dite réglée sur {a,b]. 


e Montrer que R{([a,b],E) =— € ([a,b], EF), adhérence de £ ([a,b], E) dans l’espace 
vectoriel normé (8 ([a, 6], E),|| Il). En déduire que R {[u, |, E) est un sev de 
B([e,b], E) (une sous-algèbre dans le cas F = R ou C). 


+ Lorsque (E, | |}) est un espace complet, montrer que toute fonction f € R (la, #], F) 
possède une limite à droite et à gauche en tout point de [a,b]. (utiliser le théorème 
7-3.10) 
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e Soit f : [a,b] + E admettant en tout point de [a,b] une limite à droite et à 
gauche. Si f n'est pas réglée 


3e>0 VseEllatl,EÆ)  Hf-el, <e 
En raisonnant par dichotomie, arriver à une contradiction. Conclure. 


e Sans utiliser le résultat précédent, montrer directement qu’une fonction monotone 
J : [ab] -+ R est toujours réglée suc [a, b]. 


8-2.2 Approximation par des fonctions affines par 
morceaux 


Si f : [a,b] — E est continue, on peut l’approcher par des fonctions en escalier, 
qui sont discontinues. Si l’on préfère, on peut approcher / par des fonctions 
”simples”, qui ont le bon goût d’être également continues. 


DÉFINITION 8-2.7 g : [ab] + E est dite affine par morceaux si et seulement 
s'il existe une subdivision de [a,b] 


d = 70 < D << ni < En =D 


telle que, sur chaque intervalle de subdivision }r;,z:uf, 9 soit restriction d'une 
fonction affine t ++ ta; + b;, avec ai et b, € E. Si on veut de plus que g soit 
continue, il suffit d'imposer à g les mêmes conditions sur chacun des segments 
fr ail. 

THÉORÈME 8-2.8 Si f : [a,b] + £ est continue, il existe une suite de fonc- 


tions continues affines par morceaux sur [a,b] à valeurs dans E qui converge 
uniformément vers f. 


Démonstration : Comme précédemment, il suffit de trouver, pour 
€ > 0 arbitraire, une fonction continue affine par morceaux g qui 
vérifie 


1-9 <€ 


Si a > Ü est comme dans la démonstration du théorème 8-23 et d la 
—a 


—a es 
subdivision à pas constant < à avec 7; = à +i——, on définira 
n 


g par intervalles par 
VEELOI  géaitt(ins 25) = (1 —t) f(x) + tf(œin) 
On définit ainsi clairement une fonction continue affine par morceaux, 
et pour z € [zi,tiya] s'écrivant x = (1—t}z; + ris avec t € [0,1], 
on aura 
IG) - 8 Go = NC 0) — fr) +4 (F) — Fe) 
< 2) (el +2 Ce) — Sin) 


ce qui, compte tenu du pas de subdivision, donnera 


If gl <e M 
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8-2.3 Approximation polynomiale 


Nous énonçons ici, sans démonstration, le théorème de Weierstrass d’approxima- 
tion uniforme par des polynômes. Nous verrons ultérieurement plusieurs preuves 
de ce théorème, basées sur les séries de Fourier ou sur la convolution (voir chapitre 
sur l'intégration). On travaille ici bien évidemment sur des fonctions numériques. 


THÉORÈME 8-2.9 Si K = R ou C et / : [a,b] -> K est une fonction conti- 
nue, il existe une suite de polynômes de K|X] telles que la suite de fonctions 
associées converge uniformément vers f sur [a,b]. 

REMARQUE 8-2.10 On pourrait penser prouver ce théorème en faisant une 
subdi 
interpolateur de degré < n vérifiant 


Vi Pas) = f(x) 


sion de [a,ë] à pas constant (x; = a +i ©) et considérer le polynôme 


(cf. interpolation de Lagrange). On montre cependant que, même pour des 
fonctions indéfiniment dérivables sur [a, b], on peut ne pas avoir 


im (7 - Pl =0 


(Ce résultat est connu sous le nom de phénomène de Runge). 


8-3 Comparaison de fonctions au voisinage 
d'un point 


Dans tout ce paragraphe, les fonctions sont définies sur une partie À d’un es- 
pace normé {X, {| ||), à valeurs dans un espace normé (E£, {| ||). On ne fait pas 
d’hypothèse sur £, mais les applications les plus fréquentes des définitions et 
théorèmes qui suivent concerneront le cas où £ est de dimension finie. On sait 
alors que toutes les normes sur E sont équivalentes, et que si l'on fixe une base 
B = {e1,... ,e,} de E, la convergence d'une suite dans E, l'existence d’une limite 
d’une fonction à valeurs dans E, etc. peuvent se lire "coordonnée par coordon- 
née”, en travaillant dans B, ce qui revient en fait à travailler avec la norme dans 


E 


» 
> Titi 
En 


Le cas le plus important est celui des fonctions numériques, pour lesquelles 
E = R on C, que nous développerons plus particulièrement dans la suite. On 
suppose enfin que a € X est adhérent à 4, en autorisant le cas @ =” oo si À 
n’est pas bornée dans X, ou a = +00 (resp. —co) si À est une partie non majorée 
(resp. non minorée) de R. Ce dernier cas englobe le cas particulier où À = N, où 
l’on étudie les suites de F. 

On étudie alors le comportement des fonctions "au voisinage de a”, c'est-à-dire 
le comportement asymptotique de f(x} pour + tendant vers a dans 4”. 


= max kil 


oo 
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8-3.1 Cas des fonctions numériques 


Les fonctions sont définies sur X 2 À à valeurs dans R ou C. 


8-3.1.1 Relation de domination 
DÉFINITION 8-3.1 Si f ct g sont deux fonctions A — K et a € À, on dit que 
g domine f au voisinage de a ssi 
AVEY(a) 3MERT VreVNA  [f{r)] < Mlg(x)l to) 
1 s’agit là de la définition la plus générale. Dans la quasi-totalité des cas, 
lorsque a € À et lorsqu'il existe un voisinage V, de a tel que g ne s'annule en 
aucun point de VW N À, la fonction £ est alors définie sur Ve N À, et dire que g 
g 


Je) 
ge) 


domine f cn a revient à affirmer? que z ++ est bornée sur un voisinage de a 


{ou plus précisément sur sa trace sur À) 

Cette définition est la plus intuitive et la plus commode. La définition gé- 
nérale donnée plus haut est donnée pour recouvrir certains cas à la limite de la 
pathologie, où la fonction g s'annule une infinité de fois sur Lout voisinage de a. 
La propriété (1) montre alors que, au moïns sur la trace sur À du voisinage V, les 
points où g s'annule sont aussi des zéros de la fonction f. On a donc la définition 
équivalente suivante : 


DÉFINITION 8-3.2 Si f et g sont deux fonctions À -+ K et a € À, g domine f 
au voisinage de a ssi 


3VEV(a) 39 bornée : VC f=Ebg sur VNA 


Il existe en effet un voisinage V vérifiant la propriété (1). Il suffit alors de 
définir la fonction & par 


fe) 
ge) 
(zx) — 1 si x € V ne vérifie pas cette condition 


d(z) = siz € VNA et g(x) #0 


Notons enfin qu'une relation de domination entre deux fonctions définies sur À 
est encore valable en restriction à toute partie B C A (en supposant évidemment 
que a € B). 

Notation : Si g domine f en &, on notera de manière équivalente 


J=0(@) où  f)= 02) où f(+) = O(dx)) 
On omet d'écrire a s’il n'y a pas d'ambiguïté et l'on précise la partie À si né- 


cessaire. On notera que cette égalité” n'en est pas une, il s’agit en fait d’une 
appartenance à une classe de fonctions définies sur À et la notation f € O(g) 


*8i a € À et g{a) = 0, il faudra rajouter la condition f(a) = 0 
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serait plus correcte mais moins utilisable dans des écritures ”algébriques” : on 
écrira par exemple 


h=[+0() 

pour dire 
h-J = O(g) 
En particulier, l'égalité O(g) = O(g) + O(g) ne signifie pas 1 = 2 mais que la 
somme de deux fonctions définies sur À ct dominées par g en a est aussi dominée 
par g. De mème, des égalités 
k= fi +0(9) = fi + O(9) 
on ne déduira évidemment pas fi = f2, mais f, = f: + O(g). 
EXEMPLE 8-3.3 On a au voisinage de 0 ER 
sin(z) — x = O(x°) sin(x) x = O(x*) mais sin(r) — x # O(s*) 


Pt () = Ofsinz) mais 2°#0 (- din ()) 


Dans ce qui suit, les fonctions sont définies À — €. Les propriétés suivantes 
découlent immédiatement des définitions : 


De même 


+ f=0(1)& f est bornée au voisinage de a (dans À) 

e f = O(g) et g = O(h) = f = O(h)} (’transitivité”, la réflexivité est 
évidente) 

. 1 = O(g) et f2 = O(g) = fi + f2 = O(g) (on domine par la même fonction 
g, 

ef =0(9)= Jh= O(sh) 

ef =O(g)e fi = O(g) + ff = O(ng) 


e Sia > 0 est fixé et si f — O(g), alors f* = © (g°}, sous réserve que les 
fonctions f* et 4° soient définies au voisinage de a, ce qui ne pose pas de 
problème si a € N° mais nécessite que f et g prennent des valeurs réelles 
positives dans le cas général. 

Tout ceci est essentiellement dû au fait que la somme cet le produit de deux 

fonctions bornées au voisinage de a sont encore bornées au voisinage de a. 
e Sienfin f = O(g) et s’il existe un voisinage de a sur lequel la fonction f ne 
1 
s’annule pas, U et L sont définies au voisinage de a et on a : L =0 7 
g g 
puisque l'égalité (valable au voisinage de a) f = Dg avec ® bornée s'écrit 
aussi — = ®—. On en déduira, avec les mèmes réserves que précédemment, 


9 
que g° = O(f°) si a < 0 est un réel fixé. 
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Terminons par un résultat dans le cas particulier où 4 = N et l'on com- 
pare des suites réelles strictement positives, qui donne un critère de domi- 
nation que l’on utilise souvent lorsqu'on étudie des séries. 


THÉORÈME 8-3.4 (Comparaison logarithmique) Si (u,)4en et (v)}en sont 
des suites réelles à termes strictement positifs (éventuellement à partir d’un 
certain rang) et s'il existe un rang n° tel que 


Un+1 < Un+1 


n 20 + < 
Un Un 


alors on a 


ME Ov) 


Démonstration : On peut supposer que w,, et v, sont > 0 à partir 
du rang no, et on a alors, pour ñ > n 


a #1 
Uk ki WU 
Ou = un [] us JE = Le, 
day. UE Éeno VE Vno 


ce qui donne le résultat (pas de problème dans les manipulations des 
inégalités pnisqu’on travaille avec des réels > 0). 1 


Comme la relation de domination (comme dans ce qui suit la relation de né- 
gligeabilité) ne fait intervenir que des inégalités entre imodules, on a évidemment : 


COROLLAIRE 8-3.5 Si (u,),en est une suite complexe ne s'annulant pas et 
si (vn)en est réelle à termes strictement positifs (éventuellement à partir 
d'un certain rang) et s'il existe un rang ño tel que 


Unt1 
Un 


Dati 
Le 


n>ho—> < 


alors on a 
un = Ov) 


EXEMPLE 8-3.6 Le critère de comparaison logarithmique permet de démontrer 
facilement que, pour n tendant vers +0, on a 


©) =O(n!) et n! -o((2)") 


On verra ultérieurement que ces suites sont en fait comparables pour la relation 
de négligeabilité. 
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8-3.12 Relation de négligeabilité 


DÉFINITION 8-3.7 Si f et g sont deux fonctions À —> K ct a € À, on dit que 
{ est négligeable devant q au voisinage de a ssi 


Vn>0 3VEV(a) VreVNA  [f(x)l <nla(x)l (2) 


Ici encore, si a & À et s’il existe un voisinage V de a tel que g ne s’annule en 
aucun point de W5 N À, la fonction Î est alors définie sur W N À, et dire que f 


est négligeable devant g au voisinage de a revient à affirmer* que 


Bira LE) 6 


TOR 


C'est cette caractérisation qu’on utilise dans 99,99% des cas. La propriété 
(2) montre dans le cas général que, si la fonction g s’annule une infinité de fois 
sur tout voisinage de a, il existe un voisinage de a particulier (par exemple celui 
correspondant à 7 = 1) sur lequel les zéros de g sont aussi des zéros de la fonction 
f. On a donc la définition équivalente suivante : 


DÉFINITION 8-3.8 Si f et g sont deur fonctions À — K et a € À, f est 
négligeable devant g au voisinage de a ssi 


IWEV(a) 3e:V-C ave lime = 0 telle que f = eg sur NA 
La propriété (2) {avec 7 = 1) fournit un voisinage V6 de a sur lequel |f] < [gl, 


donc où les zéros de g sont aussi zéros de f. Il suffit alors de définir la fonction € 
par 


g(z) 
e(z) = 0 si x € V ne vérifie pas cette condition 


{rs sir EVNA et gx) #0 


La propriété (2) permet alors de montrer aisément que la fonction € tend vers 0 
en &. 

Notation : Si f est négligeable devant g en a, on notera de manière équiva- 
lente 


f=og) où  f{s)=ogx) où f(x) = o(g(e)) 


—+a 


avec les mêmes remarques que précédemment en ce qui concerne la signification 
de cette "égalité”. 

Commeau paragraphe précédent, et essentiellement parce que le produit d’une 
fonction bornéc par une fonction tendant vers 0 tend également vers 0 on a : 


o 13001) lim J{x) = 0 
2€A 


ef = 0(g) = f = O(g) (perte d'information !) 


Bei encore, si a € À et g(a) = 0, il faudra rajouter la condition f(a) = 0. 
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ef = o(g) et g = O(h) = f = oh} (en particulier la négligeabilité est 
itive), même conclusion avec f = O(g) et g = o(h) 


e fi = og) ct fa = og) = fa + fa = o(g) (on compare à la même fonction g) 
sfi=ola) et f= O0) + fifr = o(age). En particulier 
f = 0(9) + fh = o(gh) 
et on a également f = o(g) et fo = og) + fif2 = o(gg2) 


e Si a > 0 est fixé et si f = o(g), alors f° = 0(g°), sous réserve que les 
fonctions f® et g® soient définies au voisinage de a. Si a < Det si f ne 
s’annule pas au voisinage de a on aura par contre 4° = o(f°). 


On notera enfin que, si À est un scalaire non nul, les classes de fonctions (au 
voisinage de a) o(g) et o{Àg) (tout comme les classes O(g) et O(Ag)) sont égales. 
Au voisinage de zéro par exemple, pour des fonctions de R dans R, les ”égelités” 


fa) = gx) +o(x?) où f(x) = g(x) + o(3x?) 
sont équivalentes. 
On a également le résultat suivant (dit de "changement de variable”), énoncé 


ici pour la relation de négligeabilité, mais les résultats analogues sont vrais pour 
la domination et l'équivalence : 


PROPOSITION 8-3.9 Si f et g : À —» K vérifient f = o(g), avec a € À, si 


u est une fonction définie sur une partie_B d'un evn, avec u(B) C À, et si 
u(z) tend vers a lorsque x tend vers b € B, alors 


Fa) = o{g(u(a))) 


(ceci est vrai simplement parce que, si € est une fonction tendant vers 0 en a, la 
fonction € o u tend vers D en b). 
Par exemple, si f et g sont deux fonctions d’une variable réelle vérifiant 


te) & a(e) + o(et) 
on aura alors évidemment 
f{zlnx) = g(xzinz)+o(2?In?x) 


Il serait stupide d'écrire f(cosx) = g(cos x) + o(cos? r), puisque cette "égalité" 
décryptée signifierail exactement li (f—g){z) =0! 
z- 
st 
A part ces quelques résultats, qui sont presque des évidences pour qui a com- 
pris les définitions, tout autre résultat reliant des opérations entre fonc- 
tions et des relations de négligeabilité doit être justifié, sous peine d'être 
taxé de nullité (la remarque vaut également pour les relations d'équivalence ou 
de domination). 
Dans l'exemple précédent, on à Lenu compte du fait que lim zinz = 0, 
2-4 


conséquence du résultat suivant : 
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THÉORÈME 8-3.10 (Croissances comparées ) Si a et 8 sont des réels stric- 
tement positifs et si À est réel strictement supérieur à 1 on a, pour x réel 
tendant vers +00 


(inx)° = o(2#) 
= o(k°) 

et, pour n entier tendant vers +00 
k° = o(n!) 


Preuve : Pour x >1,ona 


oche= [4 < aofpa de 2 


ce qui donne Inz = O{/7) et entraîne donc Inx = o(x). Si 8 > 0, on à 


lim 4% = +00 et donc In” = o{af), soit In(a) = (25). Enfin, en remplaçant 
Fe 
par À et en élevant à la puissance a > 0 on obtient 

a 


CES o(xf) (1) 
Sik>l,ona lim k® = 4-00, et le résultat précédent donne donc, avec 8 = 1, 
co 
(In k*)® = ofk°) soit 


a 2 (KT 
# 7,48) 
Enfin, pour comparer les suites £" et n!, on utilise la copain logarithmique. 


x a ; ARE <tw+nt +1)! 
Si on choisit r > k, on à, à partir d’un certain rang, r = < , ce qui 
ra a! 


entraîne r” = O(n!) et donc, puisque k* = w(r”) on a 
k" = o{n!) 


à 5 si L 
Notons enfin que, pour x tendant vers zéro par valeurs strictement positives, — 
z 


tend vers +oc et donc la propriété (1) donne immédiaternent 


ne 50(%) 


ï In x|}° = 0. 
douc Tim 2/([azl)" = 0. M 


8-3.1.3 Equivalence 


DÉFINITION 8-3.11 Si f et g sont deur fonctions A -> K et a € À, on dit que 
f est équivalente à g au voisinage de a ssi 


Î-9= 0(9) 
ce qu'on écrit aussi 


f(x) > gr) fx) = gfe) + o(g(x)) 
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Comme une fonction négligeable devant g peut s'écrire sous la forme eg sur 
un voisinage de a, avec lim € = 0, cette définition est équivalente à (en posant 
a 


a=l+e): 
DÉFINITION 8-3.12 f est équivalente à g au voisinage de a ssi 
IWEV(a) Ba: VC ave lima = 1 telle que J = ag sur WNA 


Si la fonction g ne s'annule pas au voisinage de a, ceci équivaut à la caractérisa- 
tionf (la plus utile en pratique) : 

f ge lim TE) 

#9) 


Les propriétés suivantes découlent immédiatement des définitions : 


La relation ”être équivalente an voisinage de a € À” est une relation d'équi- 
valence sur l’ensemble des applications de À dans K. La réflexivité et la 
transitivité sont évidentes, la symétrie provenant du fait que, si une fonc- 
tion a tend vers 1 en a, son inverse est définie sur un voisinage de a et tend 
également vers 1. 


e Sif = get si g posséde une limite { € K en a, f tend aussi vers { en a. 
C’est une conséquence évidente des théorèmes sur les limites. Ce résultat 
est encore valable avec { = +00 pour des fonctions à valeurs réelles ou avec 
1 = o pour des fonctions complexes. Pour ”caleuler” la limite (c’est-à-dire, 
pour être précis, prouver l'existence d’une limite et trouver sa valeur) de 
{en a, on peut remplacer f par une fonction équivalente g et résoudre le 
problème pour g. 


SiLEK-— {0}, on a f =! éblim f(2) = 1 


[Per contre f = 0 & f est identiquement nulle au voisinage de a 


un raisonnement invoquant explicitement (ou implicitement) une équiva- 
lence avec la fonction nulle contient (presque) toujours une mauvaise utili- 
sation du symbole + et est suspect. 


La relation d'équivalence est compatible avec les produits et les quotients : 


si fi fa et gi = g2 alors fig — fag2 et h.B 
è ù à ns 


sous réserve (pour le quotient) que la fonction g, ne s’annule pas sur un 
voisinage de a (sauf peut-être en a) ce qui assure qu'il en est de même pour 
la fonction g. De même, si a est un réel fixé 


hehsfiess e file fl 


n des fonctions. 


sous réserve de défini 


45i g{a) = 0, on doit avoir /{a) = 0 et la limite est alors prise suivant À — {a}. 
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+ Comme pour la relation de domination on a 


PROPOSITION 8-3.13 Si f et g : À + K vérifient f 7 gr avec a € A, siu 
est une fonction définie sur une partie B d'un evn, avec u{B) C A, et si u(z) 
tend vers a lorsque x tend vers b € B, alors 

L{u(a)) , gtuta)) 
(puisque si « est une fonction tendant vers 1 en a, la fonction à o u tend 
vers L en b). 


Par contre il faut se garder d’additionner (ou de faire des combinaisons li- 
néaires d'équivalence). En particulier 


fohetnsarh+nf+a 


Par exemple, s’il est correct (mais maladroit, et cela prouve qu’on a mal compris 
2 
See de DE a Fu 
la définition de l'équivalence) d'écrire cos x = 1 — +, en déduire que 

2 
z 

lo -— 

cosr NE 


2 
est une grave erreur de raisonnement. Ecrire cos x 31 es c’est en effet ni plus 
ns 2e s dc rase 

ni moins qu'écrire cos z ÿ Lou encore cos x = 1 + 7 (transitivité de l’équiva- 
lence). Espérer déduire de cette écriture un équivalent de cos x — 1 est illusoire 
(et extrêmement dangereux)! 

On à cependant le résultat suivant, lorsqu'on compare deux fonctions à une 
même troisième : 


PROPOSITION 8-3.14 Si fi, f; et g: À — K vérifient 
Roug et fi5hg 
où À, et À> sont deux constantes (non nulles !} alors 
Ath #0= fi+ fin (A+ )g 
Démonstration : 11 suffit de traduire les équivalences par 


ft) 


Mg(x)+o(g(r)) et fr) = Aig(z) + o(g(r)) 


pour en déduire 
À) + As) & (i + )g(x) + 0 (g(x)) 
ce qui peut se traduire, si la somme À; + À, est non nulle, par : 


4 fr (Qu + h)g 
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Si À + Xe = 0 (on dit parfois que "les parties principales se détrui- 
sent”), la conclusion est alors f; + f, = o(g). Un conseil dans cette 
situation, utiliser les symboles d'égalité (sans oublier les o(g) !) plutôt 
que les +, puisque cela justifie entièrement le résultat et a l'avantage 
de donner un résultat correct même lorsque les parties principales se 
détruisent. M 


Attention aussi à l'erreur fréquente : 


[2 96) & 7e) 91e) 2,9 (en général) 


S'il y avait équivalence, cela signifierait qu'au voisimage de a les classes de fonc- 
tons o(1) et o(g) sont égales! 

Toute composition d’équivalences à gauche par une même fonction (autre que 
æ + 2° avec a fixe) est à proscrire sans étude particulière. Par exemple, pour 
étudier l’équivalence de deux fonctions de la forme e/(*) et e9(*), on reviendra à 
la définition, en étudiant le quotient e/{*}-2(#), De même, pour étudier 


: ñ 
lim a, avec u, = nin {1+ 
m4 nè-1 


D n 1 n 1 1 1 
on n'écrira pas = + 7 doncin ( +7) In(1+ ) ra doncu ne 


et limu, = L (où est la faute?} mais In(1 + u) 5" et lim 
a+ 


0 n?— 
n n 1 k 
(ra) eh time, = 1. 


Dans le cas de fonctions réelles, la notion de fonctions équivalentes permet de 
contrôler souvent le signe d’une fonction au voisinage d’un point (sans avoir de 
renseignement précis sur la ”taille” du voisinage où l'étude du signe est valable) : 


1= 0 donc 


THÉORÈME 8-3.15 Si f et g : À > R vérifient f — g avec a € À, à existe 
un voisinage V de a tel que pour tout x € V N À on aït 


f{x)=04 g(r)=0 et f(x) {0 f(x) et g(z) ont même signe 


Démonstration : 1V € V(a) Ja:V +R aveclima=l 
telle que f = ag sur Vo N A. Comme a tend vers 1 en a, on peut 
trouver un voisinage Ÿ de a vérifiant V C W tel que a > 0 sur VNA. 
Le théorème en découle. M 


On remarquera enfin que si f = 9, les classes de fonctions (pour l'étude au 
à 


voisinage de a) o(f) et o(g) sont égales. Il en est de même des classes O(f) et 
O(g). 
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8-3.2 Généralisation aux fonctions vectorielles 
8-3.2.1 Domination, négligeabilité 


On compare ici une fonction vectorielle f : À —+ (E, || ||} (où £ est un K-ev) à 
une fonction numérique $ : À —> K Ce qui importe en fait, c’est la fonction 
æ 4 [/{x)I, qu'on note simplement ||f|| (s’il n’y à pas d’ambiguïté), que l’on 
compare à la fonction 4 (c'est-à-dire à la fonction [pl). 


DÉFINITION 8-3.16 On dit que f est dominée par y au voisinage de a ssi 
If + 06e) 
c'est-à-dire s’il existe une majoration de la forme 


HORS OI 


(avec M constante), valable sur un voisinage de a. Comme dans le paragraphe 
précédent, il est facile de voir que ceci équivaut à une égalité de la forme 


f(x) = p(x)g(z) 


valable sur un voisinage de «&, où g est une fonction vectorielle (à valeurs dans le 
même espace E que f) bornée au voisinage de a. 


DÉFINITION 8-3.17 On dit que f est négligeable devant 4 au voisinage de 


a ssi 
II = ete) 
c'est-à-dire si on a la propriété 
Vn>0 3VEV() VreVNA [fl < nle(e)l 
ce qui équivaut ici à une égalité de la forme 


f(x) = v(z}e(e) 


valable sur un voisinage de a, où € est unr fonction vectorielle {à valeurs dans le 
mème espace E que f) tendant vers Ok en a. 


Si la fonction 4 ne s'annule pas au voisinage de a (sauf peut-être en a) cela 
ee 1 at FA A 
signific que — f tend vers Ü£ en a dans le cas de la négligeabilité, est bornée 


au voisinage de a pour la domination. Si on garde à l’esprit que l’on compare 
des fonctions vectorielles à des fonctions numériques, les principales propriétés 
énoncées dans le cas des fonctions numériques s'étendent à ce nouveau contexte 
(exercices). Aucun problème pour les résultats relatifs aux sommes et combi- 
naisons linéaires (qui sont des opérations d'espaces vectoriels). On notera que Ja 
notion de produit est ici remplacée par la notion d'application bilinéaire continue : 
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THÉORÈME 8-3.18 Si f : À + En et 9: À —> E: sont à valeurs dans deux 
espaces normés, si B : E; x E — F est une application bäinéaire continue 
et si (par exemple) f(x) = o(y(x)) et g(x) = O(#(x)) où & et ÿ sont des 
fonctions numériques À — K, alors B (f(x), g(x)) L o(p#(r)). 
Démonstration : Il existe une constante & > 0 telle que 
Vase) € Ex Es Bass) < kllzill Ilezll 
ce qui traduit la continuité de B. On en déduit 
IB(F(&) g(æ) = O (FCO Ilg(æ D 
d’où immédiatement le résultat puisque 


HONROIMACOTOR 


REMARQUE 8-3.19 Lorsque l'espace d'arrivée E est de dimension finie p, en 
fixant une base B = {e3,... ,e,}, l'application f : À — Æ est définie par les 
applications coordonnées (fihigigp : À — K telles que f(x) = 3 fi(x)ei. Comme 
rappelé en tête de cette section, les normes sur E étant toutes équivalentes® , on 
a 


Vi lfl= (SI) et Ii = © (Eu) 


Il'en découle facilement que 
f=0(e) & Vi fi=0() 
f=op) & Vi fi=o(v) 
8-3.2.2 Equivalence 


On compare ici des fonctions à valeurs dans le même espace vectoriel normé. 


DÉFINITION 8-3.20 Si f cg: AE sont deur fonctions vectorielles, on dit 
que f est équivalente à g au voisinage de a € À ssi 


f@)— g(x) = o{Ilg(n)l) 


Il existe donc une fonction vectorielle € définie au voisinage de « (dans À) 
tendant vers 0£ en a telle que 


te) = gx) + Ilg(a)ile(z) 
Cette relation est évidemment réflexive. Comme 


IGN — Ie = O (IC) — ge) 


$Ne pas se tromper ici sur le sens du mot “équivalentes”. Ll s'agit ici de comparer des normes. 
Si deux normes sont équivalentes, elles sont "O” l’une de l'autre au voisinage de 0x 
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lorsque f = 9, on aura [|f(æ)]| — Ilg(x)ll = o(Ilg(z}) et done |F(æ)|| + Ilg(æ)ll. 


On en déduit que la relation est symétrique et transitive puisque 
Î—g= (Ill) et ak = o(|lgl) = £ À = o(llgll) = o{lA) = f-# 


La relation d'équivalence n'est pas compatible avec les opérations de l'espace 
vectoriel £ (combinaisons linéaires) et n’est en conséquence pas très utilisable 
sans précaution. La propriété relative au produit se généralise : 


THÉORÈME 8-3.21 Si fi,q : À = Fi et f2,0 : À —+ E2 sont à valeurs dans 
deux espaces normés, si B : E, x E: > F est une application bilinéaire conti- 
nue et si f(x) gaz) et f(x) = gr) alors B (fix), fax) > Bar} (x). 


Démonstration : Exercice. 


On notera, pour terminer qu’il n’est pas question (sans hypothèses supplé- 
mentaires) de donner un sens au rapport — puisque les vecteurs f(x) et g{x) 
ne sont pas colinéaires en général. L’équivalence ne signifie donc pas l’existence 
d’une fonction numérique & tendant vers 1 en a telle qu’on ait l'égalité f = ag 
au voisinage de a. 

Attention ! Comme la relation "être équivalent à” n’est pas compatible 
avec les opérations de l'espace vectoriel E, il n'y a pas de propriété analogue à 
celle énoncée à la remarque (8-3.19). En particulier, il faut se garder de croire 
que l’équivalence puisse se lire "coordonnée par coordonnée", comme le montre 
lPexermple, au voisinage de 0, avec E = R? 


FC) = (66) + g(t) = (E+ 2,8) 


8-4 Dérivabilité 


8-4.1 Définition. Propriétés élémentaires 


DÉFINITION 8-4.1 Soit définie sur un voisinage de a € R, à valeurs dans un 
espace vectoriel normé (E, || ||). On dit que f est dérivable en a ssi 


lim {= fa) = l'existe dans (E, || ||) 
fe fre 


On dit alors que est le vecteur dérivé de f en a, et on note { = f’(a). Il est 
clair que f est dérivable en a, de vecteur dérivé égal à { si et seulement si 


f@=J(a)+(-a)l+o(t-a) où J(a+h) = f(a)+Af'(a)+o(h) 
L'application affine 7, : R —+ & définie par 


Tr) = fa) +(t—a)t 
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est tangentef à f en a. L'application linéaire de R vers Æ associée 
dfa:tmti=tf'(a) 
est appelée différentielle de f en a. 
L'interprétation géométrique du vecteur dérivé est classique : si {+ f (t) est 


une fonction continue au voisinage de a, le point f (t) décrit le support d’un arc 
paramétré dans l'espace normé E. Pour t 3 a et en supposant f(1) # f(a), le 
t)— 
vecteur 1@- ft) est un vecteur directeur de la droite ’sécante” 8; passant 
a 
par les points f(t) et f (a). Lorsque f’(a) est non nul, on peut considérer que la 
droite affine 
Da = f (a) + vect f’(a) 
est position limite de S, pour t —+ a. On dit que P, est la tangente à l’arc 
paramétré {+> f(!} au point de paramètre a. 
Lorsque £ = R, le rapport 
f) — f(e) 
t—a 

est aussi le coefficient directeur de la droite M, M, où M4 est le point de coordon- 
nées ({, f(t)) décrivant la représentation graphique de f dans le plan rapporté à 
un repère affine (0, 1,7). Le nombre dérivé f’(a) est alors coefficient directeur de 


la tangente en M, à cette représentation graphique. L'équation de cette tangente 
est donc 


(D) Y-f(a)= f(e)(X— a) 
Si f est définie sur un voisinage de a à droite, et si le taux d’accroissement 
{@=F() possède une limite à droite en a, on dira que f est dérivable à droite 


1—-a 
en a, et cette limite sera notée f{ (a). Définition identique à gauche. 


PROPOSITION 8-4.2 Si f est dérivable en &, elle est continue en a. La 
réciproque est fausse comme le montre le contre exemple 


FU) =tsin F avec f (0) = 0, continue non dérivable en a = 0 


PROPOSITION 8-4.3 Si f est à valeurs dans un espace normé de dimension 
finie n, rapporté à une base B = (c;),..,. en faisant intervenir les fonctions 
coordonnées f;, on peut écrire 


[= Ye 


Deux applications f et g définies au voisinage de a € R à valeurs dans E sont dites tangentes 
en a si 


HOTEL EE) 


Il est clair (exercice) qu'il peut exister au plus une application affine tangente à une fonction f 
en a, et que supposer cette existence revient à supposer la dérivabilité de f en a. 
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La fonction f est alors dérivable en a ssi les /; le sont, et on a alors 
f'(a)= Y fi(a)e: 
ii 


En particulier, une fonction complexe est dérivable ssi sa partie réelle et sa 
partie imaginaire le sont. 

Si f est dérivable en tout point d’une partie X de son domaine de définition, 
on peut définir sur X la fonction dérivée 


X3tHm/S()eE 


Remarquons à ce propos que faire l'hypothèse de l'existence de f' (a), c’est déjà 
supposer que f est définie au voisinage de a (éventuellement à droile ou à 
gauche par abus de langage). 


8-4.2 Calcul des dérivées 
8-4.2.1 Linéarité 


THÉORÈME 8-4.4 Si f,g : 1 -» E sont définies au voisinage de a et sont 
dérivables en a, il en est de même de toute combinaison linéaire de f et 9, 
et 


VAUEK  (Af+ng) (a) = Mf'(a)+ug'(a) 


THÉORÈME 8-4.5 Soient (E, || ||) et (F, | ||) deux K-ev normés et $ : E + F 
une application linéaire continue. Si f : ! > £ est définie au voisinage de a 
et dérivable en a, il en est de même de ® o f:/ — F,etona 


CERROES TO) 
Démonstration : On a, pour k € R voisin de 0 
f{a+h}= f(a)+hf'(a)+he(h) avec lime (k) = 0e 
Comme ® est linéaire, on a alors 
Sof(a+h)= 0 f(a)+hB(f'(a))+hB(E(R)) 


Comme $ est continue, on a limp-x0 © (e (k}) = Op, ce qui prouve le 
résultat. M 


8-4.2.2 Composition 


Nous composcrons ici unc fonction numérique à valeurs réelles avec une fonction 
vectorielle : 


THÉORÈME 8-4.6 Soit » : / -+ R définie au voisinage de «, dérivable en a 
et f : J — E définie sur un voisinage de 4 (a), dérivable en (a). La fonction 
Joy est alors définie au voisinage de «, est dérivable en a et 


(Fo) (a) =’ (a).f'{(a)) 
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Démonstration : Comme y est dérivable en a, elle est continue en 
a. Si n > 0 est tel que ] (a) —n,w (a) +n[C J, on peut trouver a > 0 
suffisamment petit pour avoir 


le-o;,a+alclet [t-al<a= lp(t)-p(all <n 


ce qui montre que f 0 est définie au voisinage de a. 
Pour |A] < a, on peut écrire 


gla+th)=p(a)+hg'(a)+he(h) avec Jim e (h) =0 
et de même; pôur |k| <9 
FEG)+E) = Flo (a))+Ef (p(a)} + ke (k) avec limer (k) = Oz 


Comme par hypothèse, pour [4] < a, [y (a+ h)— &(a)| < m, on peut 
alors écrire 


f(a+h)) = f(o(a)) + (h' (a) + he (k)) S'(e (a)) + 
y (a) + he (R)}e1 (hu (a) + he (R)) 
ce qui peut clairement s’écrire 
feta+h))= f(o(a))+h' (a) S'(e (a)) + hez(h) 
avec Jim €z () = 0r, ce qui prouve le résultat. 


REMARQUE 8-4.7 Avec la notation des différentielles, le théorème précédent 
peut s’écrire 
d(f o pha = dfgta) © dPa 


puisque le second membre de cette égalité est l'application linéaire R — £ qui au 
réel À associe le vecteur hg'{a) f'(ç(a)). C’est cette formule qui se généralisera 
lorsqu'on composera entre elles des fonctions vectorielles différentiables (voir le 
chapitre de calcul différentiel à plusieurs variables). 


8-4.2.3 Effet d’une application p-linéaire continue 
THÉORÈME 8-4.8 Soient ÆE,,... ,E, et F des espaces vectoriels normés, et 


ser 


une application p-linéaire continue. Si, pour 1 <i <p 
file, 
est une application dérivable en a, la fonction 
Y:1— F définie par tr &(fi(t),...,f,(#)) 
est dérivable en a et 


La 
Ya)= D (file)... , fie), fi (a), fin(a),… , f,(a)) 


i=1 
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Démonstration : Rappelons que la continuité de ® se traduit par 
l'existence d’une constante € > 0 telle que 


P P 
Vue) E ILE Né. will < CIT II 
i=1 1 
Cette condition est forcément vérifiée si les p espaces E; sont tous de 
dimension finie. Ecrivons la dérivabilité des fonctions f, : 
Pour |k| < a, on a 


Si{a+h)= file) +hJ{(a)+he(h) avec lime:(h) = 0e, 


On écrit ainsi f; (a + k} comme somme de trois termes. Lorsqu'on 
développe par p-linéarité Y(a+h) = S(fi(a+h),...,f,(a+kh)), 
on obtient 37 termes. Le premier est obtenu en prenant /; (a) dans 
chaque argument de &, il vaut donc Ÿ (a). Viennent ensuite p termes 
obtenus en prenant dans un argument de ® le terme hf! (a) et dans 
les autres arguments les termes en f; (a). La somme de ces p termes 
vaut 


h eu (a), , fi (a), fa) fu (a), , (a) 
isl 


Il est aisé de voir que chacun des termes restants est un © (h?)}, donc 
aussi un o(h}, puisque chacun de ces termes s'écrit 


A(R)= Dh)... ,ye(h}) 


IA GI < CTI I Go 


i=1 


les fonctions À ++ y: (k} étant toutes bornées au voisinage de 0, deux 
{au moins) d’entre elles étant des O (A). On à donc bien 


Y(a+h)=Y(a) 


1 


La 
[SC (a),.. fire), fe), fn (a), ft 


et le résultat annoncé est ainsi prouvé. M 
Les applications de ce résultat sont multiples : 


e Dérivée d’un produit de fonctions numériques (dans ce cas, la fonction ® 
est alors définie sur K? par (x1,... ,æy) ++ [IE x) 


P à P 
( …) (a) = Yu (a). us (auf (a)usi(a)---u, (a) 


Er 


En particulier (u?) (a) = pu”! {a}u' (a). 
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e Dérivée d’un déterminant. Rappelons que c’est une technique parfois utili- 
sée pour calculer des déterminants dépendant d’un paramètre. 


e Dérivée d’un produit scalaire (E est un espace euclidien et $ :E x E +R, 
ay)» {a,y)) 


{u,v)' (a) = (u',v} (a) + {(u,v') (a) 
+ Dérivée d'un produit vectoriel dans un espace vectoriel euclidien orienté de 
dimension 3 
{u Av) (a) = (u'Av}(a) +{u A v’)(a) 


EXERCICE 8-4,9 Si À € M, (C), déterminer le coefficient du terme en X de x4 (X). 
Indication : c'est x/4 (0). 


8-4.2.4 Inverse et quotient (fonctions numériques) 
THÉORÈME 8-4.10 Si j : ! —+ K est définie au voisinage de a avec f (a) £ 0, 
et est dérivable en a, alors ; est définie au voisinage de a et est dérivable 


en a avec , p 
1 "(e) 
=) (a)=- 
Gu--5à 
Démonstration : Comme f (a) # 0, la dérivabilité de f en a cntrai- 
nant sa continuité en a, la fonction f ne s'annule pas sur un voisinage 


de a, ce qui permet d'y définir la fonction FT On a alors, pour |A| 


suffisamment petit 


fe Gr 2 ra) 
k40h (f(a+h) f(a) 

S f(a+h)—f(a) 1 _ _J'{a) 

D (RO) Fe 
COROLLAIRE 8-4.11 Avec les hypothèses précédentes, si g : Z —+ K est 
dérivable en a, il en est de même de ÿ' etona 


g\ Sos ges (a) 
( ) «0 ET) 


F , L 
Il s'agit simplement ici de la formule donnant la dérivée du produit g x —, 


après réduction au même dénominateur. Remarquons que, souvent, il est préfé- 
rable de dériver ce quotient comme un produit 


(D -G) 0) 


et de réduire ensuite au même dénominateur, si nécessaire. Par exemple, le 
dénominateur "raisonnable" pour la dérivée de Fa est f'#! et pas f?. 
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8-4.2.5 Dérivée d’une réciproque (fonctions réelles strictement 
monotones) 


THÉORÈME 8-4.12 Soit /,J deux intervalles réels et f : ? —+ J un homéo- 
morphisme d'intervalles. On suppose que f est dérivable en un point a € 1. 
Pour que l'homéomorphisme réciproque f-! soit dérivable en / (a), il faut 
et il suffit que f’(a) 0. On a alors 


1 
(T'Y (Ft) = 5Q 

Démonstration : Le résultat est prévisible, puisque les représenta- 
tions graphiques de f et f-! sont, en repère orthonormé, symétriques 
par rapport à la première bisseclrice des axes, et parce que deux 
droites symétriques par rapport à cette bissectrice ont des pentes in- 
verses. 

La condition f’ (a) # 0 est nécessaire pour avoir la dérivabilité de 
g= f"'enb= f (a), puisque go f = id, et, si l’on suppose g dérivable 
en b, on à, d’après le résultat de composition, 


1= (go f){a)= gb) f'(a) 


Ceci entraîne bien f' (a) # 0 et montre que y (b) et f’ (a) sont inverses. 

Réciproquement, supposons f'(a) 0 et envisageons le cas (par 
exemple) où f est strictement croissante. Supposons enfin que a soit 
un point intérieur à /, ce qui entraîne que b = / (a) est intérieur à J. 
Soit a > 0 avec [a — &,a + a] € F, et considérons f ([a — a,a + a]) = 
{b—8,,b+ 8] avec B; > 0 (le cas où a serait une extrémité de 7 se 
traiterait de manière analogue, à droite ou à gauche). Si k est un réel 
non mul de valeur absolue inférieure à min (8, 8), étudions le rapport 


g+K) —9(6) 

k 
Comme f et g sont des homéomorphismes réciproques, il existe un 
unique réel À (E) dans (a, a] — {0} tel que g(b + k) = a+ A (E), soit 
b+k= f(a+h(k)). On a alors 


A(k) = 


h(k) 
fla+h(k)) — fa) 


Comme g est continue en b, on a lim À (A) = 0, et le théorème sur la 
h 


A(k) = 


KO 

limite d'une composée de fonctions donne immédiatement 
limA(k) : 
1 (Q] 


ce qui termine la démonstration. 8 


EXEMPLE 8-4.13 Dérivées des fonction circulaires réciproques, des fonctions 
puissances : 
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e La fonction sin : F5 il — [1,1] est un homéomarphisme, dérivable en 
tout point, de dérivée non nulle sur }-5 5 { Ilen résulte que arcsin est 
dérivable en tout point de ]-1,1[, avec pour tout a € ]-55 

L L 


(arcsin)' (sin (a)) = me Er 


puisque la fonction cos est positive sur ]-5, ; [ On a donc finalement 


Vz€]-1,1[ (arcsin)' (x) 


a : Re 
e Comme arccos x = 7 2ræinz,on obtient immédiatement 


1 


Vze]-1,1[ (arccos)'(r) = — 


+ De mêmela fonction tan : |, + | + R a une dérivée tan’ (a) = 1+tan? a 


non nulle en tout point. La fonction arctan est donc dérivable en tout point 
TT 
de R,et comme Va € ]-5 5 


1 
f EL — 
(arctan)" (tan (a)) = TFtane 
ona 
VrER (arctan) (x) = L 
z ar D 


e Sin € N° la fonction x ++ x” définit un homéomorphisme R°+ — R°+, dont 
la dérivée ne s’annule pas. L'homéomorphisme réciproque g:r#+x* est 
donc dérivable en tout point de R*+ et vérifie 


Va>0 g'(a)= 


rar 


ce qui donne évidemment 
: lan 
Vr>0 g'(e}e et 


e On cn déduit aisément par composition que, pour r € Q et f dérivable 
1-R* 
Yaris 


EXERCICE 8-4.14 Retrouver à l'aide du théorème précédent les dérivées des fonctions 
hyperboliques réciproques (que l'on peut obtenir directement à partir des expressions 
faisant intervenir des logarithmes). 
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EXERCICE 8-4.15 Si f est une fonction numérique dérivable en a, avec f (a) 0, on 
appelle dérivée logarithmique de f en a le rapport 

J'(@) 

f{) 
Montrer que, si f,g, À sont trois fonctions dérivables en a non nulles en a, la fonction 


RE 
FE 


possède une dérivée logarithmique en a égale à 


(a) _ J'() je) (a) 
FU) IQ /s@ ‘A 


(On suppose pour le moment e, 8, y entiers si f,g, À sont à valeurs complexes, a, 8,7 
rationnels si f, g, À sont à valeurs réelles strictement positives). La formule précédente 
est parfois bien commode, notamment lorsque Fest à valeurs réelles positives, car le 
signe de F* (a} est alors le même que celui de l'expression précédente. 


8 


8-4.3 Dérivée d'ordre supérieur. Fonctions de classe 
ed 
8-4.3.1 Définition 


Si f:1— E est dérivable au voisinage de a, on peut définir le fonction dérivée 
f':Je-a,a+al-E 


pour « > 0 suffisamment petit. Si cette fonction est-elle même dérivable en a, on 
appellera vecteur dérivé d'ordre 2 de f en a la limite 


" . J'(@thk)=f'(e) 
ftal= ha LENS AI 
R20 
et l’on pourra définir éventuellement des dérivées successives de f en a. 
Supposer l’existence d’un vecteur dérivé d’ordre » pour f en «, que 
l’on notera fl! (a), c’est déjà supposer implicitement lPexistence des 
fonctions dérivées f!, f",..., flr-1) au voisinage de a. 


DÉFINITION 8-4.16 5: I est un intervalle de R, p € N° et f: [+ E, on dit 
que f est de classe C? sur 1 si f possède en tout point de I une dérivée d'ordre 
p et si la fonction 


JOIE 
est continue sur 1. 
Comme une fonction continue sur Z est dite de classe C° sur 7, on a clairement 


Vpe N° f est de classe C” sur 1 & f est dérivable sur F et f’ est de classe C7! 
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Dans la définition précédente, si Z contient une de ses extrémités, les dérivées 
successives en ce point sont des dérivées à droite ou à gauche. 

On note CP(J,E) l’ensemble des fonctions de classe C? de J vers E. Les 
propriétés de linéarité de la dérivation montrent aisément que CP({,£) est un 
sous-espace vectoriel de C°(1,E). On notera de même 


®(LE)= (CE) 
PEN 


l’espace des fonctions indéfiniment dérivables de / dans E, fonctions dites de 
classe C®. 


8-4.3.2 Formule de Leïbniz 


THÉORÈME 8-4.17 Soient / : ! + E; et g : I -+ E} admettant une dérivée 
d'ordre p en a. Si ® : FE, x E: — E est une application bilinéaire continue, 
la fonction F :tr+ ®(f(t),g(t)) admet une dérivée d'ordre p en a, et 


» 
PO) (a) = DD CAS (F4 (a), gl" (a) 
420 

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur p. 
Si p = 1, il s’agit du théorème 8-4.8 énoncé dans le cas d’une appli- 
cation bilinéaire. Supposons le résultat démontré pour les fonctions 
dérivables à l’ordre p — 1. Comme f et g sont supposées posséder des 
dérivées d'ordre p en a, elles sont p — 1 fois dérivables sur un voisi- 
nage de a de la forme le —€,a+ ef, avec € > 0. Par hypothèse de 
récurrence, la fonction F est p — I fois dérivable sur cet intervalle, et 


»=1 
Viele-ea+e Fee STCE 8 (JU (0), 9-19 (1) 
k=0 


Le théorème 8-4.8 montre alors que chacune des fonctions apparais- 
sant dans la somme au second membre est dérivable en a, ce qui 
prouve que F est p fois dérivable en a. On a de plus 


FO (a) = 


» Ci [6 (40 (a), 90178 (a)) + (79 (a), 9079 (a))] 


k=0 


Par changement d'indice, on obtient facilement 
F6) (a) = & (F (a), gt? (a)) + 
p-1 
D (Chu + CEE) @ (M Ca, gl (a)) + © (FP)(a),g(a)) 


=1 

ce qui donne le résultat à l'ordre p, compte tenu de la relation de 
récurrence permettant de calculer de proche en proche les coefficients 
du binôme. Æ 
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Cette formule s’appliquera le plus souvent au produit de deux fonctions numé- 
tiques, c’est-à-dire lorsque ® cest l’application Kx K —> K définie par (x,y) ++ zy. 
Elle est notamment utile pour dériver à un ordre élevé le produit d’une fonction 
polynôme par une fonction dont les dérivées successives sont bien connues : 


EXEMPLE 8-4.18 Calculer la dérivée n°" de la fonction z ++ (x°+5æ)e"#. 


COROLLAIRE 8-4.19 Si f et g sont de plus de classe C? sur ?, la fonction 
®(/,9) est de classe C7. Cela est vrai en particulier pour le produit de deux 
fonctions numériques de C?(1,K) avec K = R ou C. L'espace C?(1,K) est 
donc une sous-algèbre de K!. 


COROLLAIRE 8-4.20 Si ! et J sont deux intervalles de R, & : ! — J'et 
f:J4- E sont de dasse C?, leur composée jf c est de classe C? sur 1. 


Démonstration : Si p = 1, la fonction f o est dérivable sur 
1 (théorème 8-4.6), et sa fonction dérivée vaut #.f’ o y, fonction 
continue comme composée et produit de fonctions continues. Si le 
résultat est établi pour toutes fonctions de classe C°-1, pour f et de 
classe © la fonction J'oÿ appartient à CP-! (}, E) comme composée de 
fonction C-!. La function w’ étant C?-1 sur I, le corollaire précédent 
(appliq d:RxE£ +E, (Az) + Ar) montre que le produit 
(Foy) = p.f'op € CP (I,E), ce qui prouve finalement que la 
fonction fo appartient à C"(I,E). 


8-4.3.3 C?-difféomorphisme d'intervalles 


Nous anticiperons ici les résultats de la section suivante et admettrons qu’une 
fonction réelle dérivable sur un intervalle , dont la dérivée est strictement positive 
sur cet intervalle, est strictement croissante sur 1. 


DÉFINITION 8-4.21 Si 1 et J sont deux intervalles réels ct PEN", une appli- 
cation $ : 1 — J est un CP-difféomorphisme de Î dans J ssi est bijective, de 
classe CP et si la bijection réciproque ÿ7! : J': — I est également de classe CP. 


Le théorème suivant donne une caractérisation simple des C?-difléomorphismes : 


THÉORÈME 8-4.22 Si & : { — R est une fonction de classe €? (p > 1), 
J = (1) est un intervalle. Pour que ( induise un C?-difféomorphisme de ! 
dans J, il faut et il suffit que 


Vrel g'(x)#0 


Démonstration : Si & est C?, elle est en particulier continue, 
et donc (1) = J est un intervalle. Si y : {1 — J est un CF- 
difféomorphisme, c’est en particulier un homéomorphisme de 7 dans 
J. La fonction 7! est de plus dérivable en tout point de J, ce qui 
impose, d’après le théorème 8-4.12, que la dérivée de @ ne s’annule 
pas sur Z. Réciproquement, si & est C? sur 1, avec ÿ/ qui ne s’annule 
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pas sur 2, le théorème des valeurs intermédiaires appliqué à la fonc- 
tion continue 4’ montre que cette fonction a un signe constant sur 1. 
Nous reverrons dans la section suivante que cela entraîne que & est 
strictement monotone sur {, et réalise donc, d’après le théorème 8- 
1.9, un homéomorphisme ? — J. De plus, w”! : J -> I est dérivable 
en tout point de J, avec 


1 


VyeJ (p))= Ter) 


La fonction étant clairement continue sur J, 71 est au moins 


= 
de classe C!. Le éorème est donc bien démontré dans le cas où p = 1. 
Si on le suppose établi dans le cas C?-! et si l’on suppose & €, la 
fonction 7! est C?-! par hypothèse de récurrence. Donc la fonction 
g'o p"! est C?7! comme composée de telles fonctions, à valeurs dans 


]0,+c0[ ou ] — 00,0[. Il en est de même pour Set toujours à 


d, 
cause du théorème de composition, la fonction + -+ — étant C“ sur 


z 
10, +oo[ on ] — co, 0[. La fonction 47! est donc bien C? sur J, puisque 
sa dérivée est CP". 


8-4.3.4 Fonctions C? par morceaux sur un segment 


DÉFINITION 8-4.23 Une fonction f : [a,b] + E est dite de classe C? par 
morceaux sur ce segment si el seulement s'il existe une subdivision de [a,b] 


(d): a=to<m<:..<ïnu < 2 = 6 


telle que, sur chacun des intervalles ouverts de subdivision Jr;,tisaf, la restric- 
lion de f soit de classe CP ei soit prolongeable en une fonction de classe CP sur 
feisæia). 


Cette définition est conforme à celle donnée pour p — 0 en 8-2.2. On verra 
(théorème de prolongement d’une dérivée dans la section suivante) que cela si- 
gnifie que f est de classe C? sur tous les intervalles ]z;,r:#1[, et que f ainsi que 
toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre p possèdent des limites à droite et à gauche en 
tous les points de subdivision (à droite en a et à gauche en b). Lorsque l’espace 
(E, || 1) est complet (ce qui est le cas pour E = R ou C), il suffira d’ailleurs que 
la dérivée d'ordre p de f possède des limites à droite et à gauche en ces points. 

On vérifie aisément que l’espace C?, ({a, 6], E) des fonctions C? par morceaux 
sur [e,b] est un espace vectoriel, qui contient l’espace € ([a,b}, E) des fonctions 
en escalier sur {a, ë]. 
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8-5 Accroissements finis et applications 


Nous étudierons d’abord le cas des fonctions réelles, et étendrons les résultats 
obtenus (avec quelques modifications) aux fonctions complexes ou vectorielles. 


8-5.1 Cas des fonctions réelles 
8-5.1.1 Théorème de Rolle 


THÉORÈME 8-5.1 Si f : [u,b] — R est une fonction continue, dérivable sur 
Ja, b[ avec f (a) = f(b), il existe un point c € Ja, b| tel que f’(c) = 0. 
Déménsiration : Comme f est: continue sur fa, 4], ([e, b]) est un 
segment [m, M]. Sim = M, la fonction f est constante sur {a, |, donc 
sa dérivée est identiquement nulle. Si rm < M, une de ces valeurs (au 
moins} est atteinte en un point € intérieur à [a,b]. Supposons par 
exemple f(c) = m, avec € € [a,b]. Pour x € {a,b]— {c}, on a 


Le = ki-10 19; 


EE ———— KO € > ————— 
En faisant tendre x vers c à droite et à gauche, on obtient f'(c) < 0 
et f'(c) 20, et donc f'(c) =0. 5 
On remarquera l'utilité de l'hypothèse f (a) = f (b). Si elle n’est pas vérifiée, 
f peut atteindre ses extrema aux deux extrémités du segment. 


EXERCICE 8-52 Si P € R[X] est scindé, il en est de même de P’ et de P+aP' pour 
a € R quelconque. 


EXERCICE 8-5.3 Polynômes de re sur [a,b] : on définit 


La 00 = EX = "(x = 87") 


a 


Montrer que L,, est un polynôme scindé, dont toutes les racines sont simples et sont 
dans Ja, #(. 
8-5.1.2 Formule des accroissements finis 


THÉORÈME 8-5.4 Si f : [a,b] + R est une fonction continue, dérivable sur 
Ja, bf, il existe c € ]a,b{ tel que 


F()— Fa) = (Bb a) f'(c) 


Démonstration : Il suffit d'appliquer le théorème de Rolle à la 
fonction 


b)— f(a 
PO IOS OT 
représentant la différence des ordonnées du point d'abscisse x sur la 


représentation graphique de f et du point de même abscisse sur la 
“corde” reliant les points A(a, f(a}) et B(b,f(b)). 1 
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L'interprétation géométrique de cette formule est claire si on l'écrit 


ep to OI 


La tangente au point d’abscisse c à la représentation graphique de f est parallèle 
à la corde AB, puisque ces deux droites ont même coefficient directeur (figure 
8.9). 


Figure 8.9 — Théorème des accroissements finis 


L'existence du point c peut avoir son importance. Le théorème précédent 
est cependant le plus souvent utilisé sous la forme affaiblie suivante, qui restera 
valable pour les fonctions vectorielles : 


COROLLAIRE 8-5.5 Si f : [a,b] + R est une fonction continue, dérivable 
sur Ja,b[, et s’il existe une constante M telle que, pour tout z de ]e,b[, on 
ait |f'(z)] < M, on a alors 


1F(@) — F(a)l< M(b-—a) 


8-5.1.3 Formule des accroissements finis généralisée 


THÉORÈME 8-5.6 Si f et g : [e,b] -» R sont deux fonctions continues, 
dérivables sur ]a, b{, il existe-un c € Ja,b[ tel que 


f(G)- fla) f'(e) 

g()—gte) g'(c) 

Démonstration : On remarque d'abord que, pour g{x) = x, on 

retrouve la formule des accroissements finis. Dans le cas général, il 
suffit d'appliquer le théorème de Rolle à la fonction 


fa) F(e) F(b) 
g{x) g(a) 9(6) 
Le 4 


=0 


TH 
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(la nullité de ce déterminant traduit le fait que, dans le plan rap- 
porté à un repère affine, les points M (f(x),g(x)), A(f(a),g(a)) et 
B(f{b),g(b)} sont alignés). On obtient l'existence d'un point c avec 


f'(e) f{a) F() 
ge) g(a) a(8) 
po 4 4 


=0 


ce qui donne le résultat souhaité. 1 
Jci encore, interprétation géométrique est simple. Si l'on suppose que 
Vzelabl (f'(x),g/(x)) # (0,0) 


on peut considérer que x +> M{x}, point du plan dont les coordonnées dans 
un repère (0, 7,3) sont (f (x),g(x)), définit un arc paramétré plan régulier : le 
vecteur dérivé 
M'(e) = S'(e)T+9 (7 

n'est jamais nul et dirige donc la tangente à l'arc au point de paramètre r. Le 
point M (c) est alors tel que la tangente à l'arc en ce point est parallèle à la corde 
M{a)M(b). Cette propriété des arcs plans ne se généralise pas en dimension 
supérieure, comme le montre l'exemple de l’hélice circulaire t + (cost, sint, at) 
(repère orthonormé) sur [0, 2x}. 


COROLLAIRE 8-5.7 Règle de l'Hospital : Si f et g sont des fonctions réelles 
continues, dérivables au nage de « sauf peut-être en a, la dérivée g' ne 
s’annulant pas sur ce voisinage (sauf éventuellement en «). Si le rapport 


des dérivées £ possède une limite en « (dans R}, on a 


=) Le Fo) 
ÉPTPENTOIE 10) 


Démonstration : Remarquons d’abord que lhypothèse faite sur la 
dérivée g/ montre que, pour z Z a voisin de a, la différence g (+}—g(a) 
est non nulle (à cause de la formule des accroissements finis), ce qui 
permet de définir le rapport dont on étudie la limite. Supposons par 


exemple que la limite du rapport 2 soit finie (le cas +00 s'étudiant 
de façon analogue). Si € > 0 est donné, il existe a > 0 tel que 

f'&) 
g'(x) 


VzEja-a,a+al-— {a} 


Pour x € ja — a,a + a[ — {a}, il existe e avec 0 < [e, — al < [x — a| 
tel que 


fa) f(a) f'{e) 


a@)-ot) ge) [T° 
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d’après la formule des accroissements finis généralisée. Comme g ne 
s’annule pas, cela peut s’écrire 


L(e) = f(e) _ FU) 
9@)-gte) de) 
Comme 0 < |c, — al < à, on a 


La 4e 


o<k-d<es [Te 


ce qui donne bien 


im = (0) 
ÉNTOETTO 


Deux remarques s'imposent ici : 


e La règle de l'Hospital est d'un emnploi extrêmement restreint, car très sou- 
vent on peut éviter d'y avoir recours, pour ne pas être obligé de rappeler 
ses hypothèses un peu pénibles. Par exemple, si f et g sont dérivables en 
a, il suffira très souvent d'écrire 


fG)=f(o) _ FU) f(9 re 
g@)-gta) z-a gts) -ate) 


J'(e) 


pour voir que le rapport a pour limite 
a P: g (a) 


lorsque ce rapport est défini. 


Plus généralement, on pourra trouver un équivalent de f (x) — f{a) et de 
g(x)- g(a) pour x — a, par exemple à l’aide d'un développement limité, 
de la formule de Taylor- Young... pour lever l'indétermination. 


fe) = Fa) 
, g(x)— g(a) 


mul 
sans que — en ait une. Prenons par exemple g(x) = x et f(x) =?sm-, 
z 


+ Iln’y a pas de réciproque : le rapport peut admettre une limite 


prolongée par continuité en 0 par f (0) =0. Ona 


et pourtant 


FC) Le inl 1 


PTE) = f (x) = 2x sin — cos = 


n'a pas de limite en 0. 
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8-5.1.4 Application au sens de variation 


THÉORÈME 8-5.8 Si f : } > R est dérivable sur {, f est constante sur } si 
et seulement si f’ est identiquement nulle sur cet intervalle. 


Démonstration : La nullité de la dérivée est évidernment nécessaire 
pour que f soit constante. Réciproquement, si f’ = 0 sur 7, pour 
a,b € 1, on à forcément f(a) = f(b}, à cause de la formule des 
accroissements finis. M 


THÉORÈME 8-5.9 Si j : / -+ R est dérivable sur /, on a 


+ f est croissante sur I si et seulement siVre! f'(r)>0. 


+ f est strictement croissante sur ! si et seulement si sa dérivée est 
positive sur / et n'est identiquement nulle sur aucun sous-intervalle 
non réduit à un point de !. 


Démonstration : Si f est croissante sur 


La définition de la dérivée comme limite du taux d'accroissement 
donne alors immédiatement Vz € 7 f'(x) > 0. Réciproquement, 
si f' > 0 sur 7, on a, pour x < y dans { 


Iceleul f(u)-f(a)=(y-2)f(c) 20 


ce qui montre que f est croissante. 

Enfin, pour que f soit strictement croissante, il faut et il suffit évi- 
demment qu'elle soit croissante et qu’elle ne soit constante sur aucun 
sous-intervalle de Z non réduit à un point. M 


On remarquera que si l'implication f’ > 0 sur ? æ f strictement croissante 
est vraie, sa réciproque est évidernment fausse (penser par exemple à x ++ 2° sur 
R). 

Dans le mêine ordre d’idée, la clé de la démonstration du théorème de Rolle 
était : 


PROPOSITION 8-5.10 Si f : ? —> R présente un extremum local en un 
point « intérieur à / et si f est dérivable en ce point, alors f’(a) = 0. 


Ici encore l'exemple x + +° en « = 0 montre qu’il n’y a pas de réciproque. 
De même l’aflirmation (pour une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert) 
* f présente un extremum local en a donc f” s'annule en a en changeant de signe” 
est incorrecte. Fa fonction 


L{x) = x? cos? L + z* sin? : 
z x 
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donne un contre-exemple en 0 : On a bien (exercice) f’(0) = 0, la fonction f 
présente un minimum absolu en 0. Pour x # 0, on à 


L 1 2 
+ = 22 3 gin? = — x?) sin = 
J'(x) = 2x cos 34 sin stû x Jsin = 


Pour k entier on a facilement 


1 
f” (=) CU 
1t#5 Los 


ce qui montre que le signe de f’ oscille au voisinage de 0. 


8-5.2 Cas des fonctions vectorielles 


Dans le cas de fonctions à valeurs dans un espace normé (E, || ||}, la formule des 
accroissements finis n’est plus valable. On n'est plus assuré de l'existence d’un 


point c vérifiant 
f()— f{a)= (ba) (c) 


Par exemple, pour f : [0,27] -+ €, définie par /(t) = ef! on à (0) = f (27), et 
pourtant la dérivée f'(£) = ie" ne s’annule jamais. 

Cependant, la conséquence la plus importante de l'égalité des accroissements 
finis (corollaire 8-5.5) est conservée dans le cas vectoriel : c’est l’inégalité des 
accroissements finis. 


THÉORÈME 8-5.11 Si f : [a,6] — (E,||||) est continue et dérivable sur 
la,b{, et s’il existe une constante M > 0 telle que V+€ Ja,b{ ||f'(t) < M, 
alors 


IF) — F (all < MG— a) 


Démonstration : On peut d'abord se ramener au cas où f est 

dérivable sur [a, b]. Si le théorème est démontré sous cette hypothèse, 
x b— 

on obtiendra pour 0 < h < 2 


IFR) F(a+h)]< M(b- a — 2h) 


ce qui donnera ensuite le résultat escompté en faisant tendre À vers 
0, sous réserve effectivement de continuité de f en a et b. Comme 
de plus l'inégalité ||f’ (+)]| < M est large, elle permet de majorer le 
fU+R) ft 

h 
constante plus grande que M. On commence donc par choisir € > Q 
et on remplace M par M +e. On considère 


Ae={releb)|Vtelaz:] 1If(#)—f(a)l <(M+e)(t-a)} 


taux d'accroissement | au voisinage de ? par une 


X4 est non vide puisque a € X,. Il est clair que, de par sa définition, 
Xe est un sous intervalle de {a, b], qui contient sa borne supérieure, à 
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cause de la continuité de f. Pour obtenir l'inégalité escomptée, on veut 
montrer que cette borne supérieure vaut b. On fait un raisonnement 
par l'absurde, en supposant Xe = [a, c], avec c < b. 

Comme f'(c) existe, on peut trouver un réel a > 0 tel que a < b—c 
et vérifiant 


p<rcus JE 


ce qui entraîne, pour 0 < k a 
Ufte+84)- (ol < (SCO +e)k < (M +e)R 


On arrive alors à une contradiction puisqu'on voit que c+ a € X.. 
En effet, si ? € [a,c+ af, on a soit £ < c donc 


IF) — (al < (M +e)(t— a) 
{puisque c € Xe), soit t = c+h avec 0 < À & a et on a alors également 
IF (8 — F{a)ll < If (e+ 4) f(e)|| + If te) — F (all 
<(M+e)(h+e-a)=(M+e)(t— a) 
On arrive donc finalement, puisque b € X. 
IF (6) — f{a)ll < (M +e)(b— a) 


et donc ||f (8) — f (all & M (6 — a) puisque l'inégalité précédente est 
valable pour tout € > 0. 


REMARQUE 8-5.12 Si l’on réfléchit à la démonstration précédente, on n’a vé 
ritablement utilisé que la dérivabilité à droite de f en c. Le résultat du théorème 
précédent est donc valable sous l’hypothèse de continuité de f sur {a, b], et d’exis- 
tence en tout point de Ja, b[ d'une dérivée à droite de f majorée en norme par M. 
En raffinant un peu la démonstration précédente, on pourrait résoudre l'exercice 
suivant : 


EXERCICE 8-5.13 Soient f : [a, b]-> £' et g : [a, b] > R continues, dérivables en tout 
point de Ja, b( (si on veut, dérivables à droite) vérifiant 


Veelabt ||f' (3) <a'(t) 
Montrer que 

If (6) — f (a) < 9 (0) - g (0) 
Interprétation cinématique ? 


L'exercice précédent montre en particulier qu'une fonction numérique continue 
dérivable à droite en tout point d’un intervalle ouvert est croissante ssi la dérivée 
à droite est partout positive. 
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8-5.3 Applications des accroïssements finis 


8-5.3.1 Fonctions lipschitziennes dérivables 


THÉORÈME 8-5.14 Si f : / + (1, || ||) est une fonction dérivable et K € R*, 
f est X-lipschitzienne sur 7 ssi 


VIEI fUI<EA 


Démonstration : L'inégalité des accroissements finis montre que 
la condition est suffisante. Réciproquement, st f est A-lipschitzienne, 
pour {,{'€ I 'avect'#t,on a ||f (4) — f (#)]] < A°[£— 1] ce qui donne 
HO) 


er <K 


En faisant tendre # vers {, par continuité de la norme on obtient 
[ROIS SS 


COROLLAIRE 8-5.15 Si f : ? + £ est dérivable, f est constante sur l'in- 
tervalle / si et seulement si f’ est identiquement nulle sur /. 


8-5.3.2 Théorème de prolongement d’une dérivée 


THÉORÈME 8-5.16 Soient a < b deux réels et f : ]a,b] + E continue et 
dérivable sur Ja, b{. Si la fonction f' possède une Émite en b, alors f est 
dérivable (à gauche) en b et on a 


F'() = lim f(x) 
ab 
< 
Démonstration : Si f est à valeurs réelles, on peut recopier la 
démonstration de la règle de l'Hospital pour montrer que 
HO O)] 
z-b 


lim 


inf 
246 sin () 


mais on utilise là légalité des accroissements finis, réservée aux fonc- 


tions réelles. Dans le cas général, on revient plntôt à la définition, et 
on montre, en appelant 1 = lim f' (2), que l'on a 
Ex 


2 = FD FD (015 oft- 0) 
Sie > 0 est fixé arbitrairement, on peut trouver « > 0 tel que 
Vr€fb-a,b |f'(x)-{l<e 


arbitrairement dans [b— à, b[, la fonction 4 est continue 
sur [£,b], dérivable sur ]{, b[ et vérifie sur cet intervalle 


Il’ Qui = If Cu) 1 < € 
On a alors, par inégalité des accroïssements finis 
Vteb-ot He let) <e(b +) 


ce qui prouve le résultat. M 
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REMARQUE 8-5.17 Si f : Ja,b[—+ E possède une limite ! en b, il est assez 
logique de ”poser” f(b) = L. On prolonge ainsi par continuité la fonction f en 
b, et c’est ce prolongement qui est naturel. Lorsque f : ]a,6] — E est continue, 
dérivable sur ]a, b[, la dérivée f’ ayant une limite {’ en b, dire 


* on pose f’(b)=/” 


cst incorrect, car l’utilisation du symbole f’(b) suppose la dérivabilité de f en b. 
C’est le théorème précédent qu'il faut invoquer, et il est beaucoup plus satisfaisant 
de dire : ” le théorème de prolongement d’une dérivée assure que f est dérivable 
en b avec f'{b} = l?. 


REMARQUE 8-5.18 Si (£, || ||} est complet (ce qui est le cas usuellement avec 
E = R ou C), si on suppose simplement f continue et dérivable sur ]a, b(, la 
dérivée f’ ayant une limite ! en b, alors f peut-être prolongée par continuité 
en b, en une fonction qui sera dérivable en b d’après le théorème précédent. En 
effet, f’ ayant une limite en b est barnée au voisinage de b : 


IM>0 3a>0 Vtejb-ab [if (#]<M 


La fonction f est alors M-lipschitzienne sur ]b — a,b{, donc est uniformément 
continue sur cet intervalle. Elle possède alors, si (F, || ||) est complet, une limite 
L en b (théorème de prolongement d’une application uniformément continue). 
En prolongeant f par continuité en b par f(b} = L, on est alors ramené aux 
hypothèses du théorème de prolongement d’une dérivée. 


REMARQUE 8-5.19 En appliquant le théorème de prolongement d’une dérivée 
à fr), puis à f@P-2) etc. jusqu'à f, sur chacun des intervalles de subdivision, 
on obtient aisément la caractérisation des fonctions de classe C* par morceaux 
sur un segment [e, b) : 

F: lab] + E est dans C?, ([a,8], E) ssi on peut trouver une subdivision (z;) 
de {a, 6] telle que 

e Vi Fest de classe C? sur ]z;,zi41[ 


e f et toutes ses dérivécs d'ordre < p possèdent des limites à droite et à 
gauche aux points de subdivision. 


Si l’espace est complet, la remarque précédente montre qu’il suffit de supposer 
l'existence de limites pour la dérivée d'ordre p. 


EXERCICE 8-5.20 Montre que la fonction définie sur R par 


(ess di t>0 
fÉ=0 si 1<0 


est de classe C® sur R. Indication : f est évidemment de classe (® sur R°+ et R°-, et 
on peut montrer que 


VPEN" Vt>0 Fo=e#r, (7) 


où P, est une fonction polynôme. 
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8-5.3.3 Inégalité de Taylor Lagrange 


THÉORÈME 8-5.21 Soit f : / -+ (E, || ||) une fonction de classe CP#. Si a 
et b sont deux points de 7 et A = [a,b] ou [b, a] le segment d'extrémités a 
et b, on a 


Pa Lim 
HD 


Démonstration : Remarquons que les hypothèses entraînant la 
continuité de f{F#1) sur le segment K', cette fonction est bornée sur Æ. 
Lorsque E est de dimension finie (ou est complet), la démonstration 
la plus rapide consiste à utiliser la formule de Taylor avec reste sous 
forme d'intégrale, puisque f est C#*1 sur le segment K 


sup [Fes (2)]|| 


P k 
pro -f(-Y CE pu (a)] < 


k=1 


Be AK db 
anse fe) À Eye = [RE jen o a 


k=1 


l'inégalité de la norme donnant alors (voir chapitre d'intégration) 


bp bb + 
i<|f El eonal <]f EE eo à 


Let ON a” 
EH 
Sous des hypothèses moins fortes, on peut préférer la démonstration 


suivante : 
La fonction 4 définie par 


up ea] 


26210-10020 (0 


kS 


est par hypothèse de classe C! sur À (somme et produits de fonctions 
de classe C! sur K) avec par un calcul simple. 


1 b-— 
#02 LE 0 
et donc, en posant Mf = super || 45 (x)| 


bp , 
eco < LE = 10 


G—4p# 
(p+1)! 
+ est fixé sur À’ en fonction des positions respectives de a et b et de 

la parité de p. Le résultat de l’exercice 8-5.13 donne alors 


(6) — gta] < 1g(b) — g(a)l 


ce qui est l'inégalité souhaitée. 1 


où g est la fonction définie sur & par g(t) = +M où le signe 
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REMARQUE 8-5.22 La seconde démonstration qui précède montre que le ré- 
sultat du théorème est valable Jorsque f est supposée de classe C? sur [a,b] et 
p +1 fois dérivable sur Ja, b[, avec une dérivée d'ordre p + 1 bornée sur Ja, b{. 


Lorsque la fonction f est à valeurs réelles, on peut obtenir le raffinement 
suivant (analogue à l'égalité des accroissements finis). Le résultat est intéres- 
sant, mais de portée assez limitée, puisqu'on l’affaiblit souvent sous forme d'une 
inégalité. 


THÉORÈME 8-5.23 Si f : [a,b] (ou [b, a])}— R est de classe C” et posséde 
une dérivée d'ordre p + 1 sur ja, b(, il existe un point c € ]a,b[ tel que 


Be 


FG})= Sa) + (6 a) fa) + fe) + 


+f= b—a)*! 


= jo (a + 
PE GE 


Démonstration : 11 suffit d'appliquer le théorème des accroisse- 
ments finis sur (a, b] à la fonction & définie dans la démonstration du 
théorème précédent. M 


fPH(c) 


EXERCICE 8-5.24 Calculer sin (31°) avec une erreur inférieure à 107$. 


11 faut penser à utiliser l'égalité des accroissements finis ou de Taylor pour 
démontrer des inégalités globales entre fonctions, ce qui permet d'éviter le recours 
systématique à l'étude des variations d’une fonction auxiliaire (méthode efficace 
mais qui fait souvent perdre du temps). 


EXERCICE 8-5.25 Montrer que, pour tout + > D 
2 
2- + <ii+z)<z 


& 
TT <arclanz < 7 
+r? 


8-6 Développements limités 


Or travaille dans cette section avec des fonctions définies au voisinage d’un point 
20 € R privé éventuellement de x4 (avec éventuellement z9 = +00) à valeurs dans 
un espace normé (E, || }) qui est le plus souvent le corps de base R ou €. Ce 
voisinage est parfois voisinage à gauche (ou à droite). 


8-6.1 Généralités 


DÉFINITION 8-6.1 / : V(0) > V -+ E étant donnée, et n € N étant un entier 
naturel, on dit que f possède un développement limité d'ordre n au voisinage de 
U ssi il existe des vecteurs (ao,a1,... ,an) € E"*1 tels que 


SE) + ao + 20 ++: + "an + o(z") 
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Si f est définie au voisinage de to, on dira que f admet un développement 
limité d'ordre n en zo ssi la fonction h + f(xo + h) admet un développement du 
même ordre en 0. On aura alors une égalité de la forme 


f{z) = ao + — zo)æ ++: + (x — xo)"an + o((x — ro)") 


Enfin, si f est définie au voisinage de +00 (ou -cc), on se ranènera au voisinage 
de 0 en travaillant avec x ++ f (4). On aura alors 


1 1 1 
JG) = a+ Put + ju to( à) 
FA z 


+ 2" 
Au voisinage de zQ on travaille avec *l'infiniment petit principal” (z — 9), au 
1 : à 

voisinage de +oc c’est — qui joue ce rôle. Dans tous les cas, pour ”calculer” des 
DL, on se ramène par changement de variable au voisinage de 0. On notera en 
abrégé DL (f) pour dire "développement limité d'ordre n de f en z9”, toute 
utilisation de ce symbole supposant donc f définie au voisinage de 0. 

Attention! Nous donnons ici la définition d’un développement limité 
polynomial. Il est bien évident que, pour étudier par exemple au voisinage de 0 
la fonction définie sur R°+ par f(x) = x”, on écrira 


fh)= eve 


et que, dans ce cas, c’est u = æÎn x qui jouera le rôle d’'infiniment petit ”principal” 
(on a bien limou(x) = 0), et que le développement 


+o(zln x) 


2 
f@)=+ 142 + EM 


(obtenu à partir du développement polynemial de la fonction exponentielle en 0) 
jouera un rêle identique à celui d’un développement limité polynomial. On parle 
alors plutôt de développement asymptotique. 


THÉORÈME 8-6.2 Si / admet un D££, le “polynôme” (à coefficients dans 
E) 
Paz} = ao+za ++ za, 


est unique, on l'appelle la partie régulière du DIÿ(F). Si ce polynôme est 
non nul et si p est sa valuation (4,7? est le terme de plus bas degré de P,, 
tel que a, # 0) on a alors 


HOPELS 


Démonstration : Si on a deux polynômes de degrés inférieurs ou 
égaux à n tels que 


[GR = Pa(x) +o(x*) = Qu(z) + o(2*) 
on a alors, puisque la classe o(+") est stable par combinaisons linéaires, 


Pitx)— Quiz) = o(x") 
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Si P, # Qn, le polynôme P, — Q, non nul est de valuation p avec 
0 <p < n et est équivalent en 0 à son terme de plus bas degré x’ b, 
avec b, 7 Or. On doit avoir 


Ne 

lim sh = 0 
æ0 2 

Sao 


ce qui n’est évidemment pas possible, 1 


ATTENTION! Lorsqu'on utilise un DL, il est indispensable d’utiliser le 
symbole = et en conséquence d'écrire le terme complémentaire” o(r"), qu’on 
peut également écrire x"£(x) avec lim (x) = Or. Il n'est pas question de ”négli- 

2 
ger” ce qui est "négligeable". Par exemple écrire 
3 


peut se traduire, si l'on tient à tout prix à utiliser le symbole ”-” 


D 
toner ++ TE of) 


tanz x soit 
a à 

tanz—-r 3 soil 

tan x — Le ms — soit 
3 15 


chaque ligne précisant la ligne précédente. Ecrire 


27° 5 43 
tar et + or) où tanz mr ++ Le 


z 

3 
fait perdre l'information contenue dans le développement d'ordre 5 et se résume 
àtanz x. Ecrire 


Pro ed 
en 15 


est incorrect puisque la fonction x ++ tan x n'est pas polynomiale! Ces dernières 
écritures ont de plus le redoutable avantage d'amener beaucoup d’erreurs et de 
résultats faux notamment lorsqu’on utilise les DL pour lever des indéterminations. 
Elles sont donc à proscrire. 


COROLLAIRE 8-6.3 (Troncature) Si f admet un DLÿ, elle admet pour tout 
entier p < n un DL dont la partie régulière est obtenue en ne gardant dans 
la partie régulière du DL3(f) que les termes de degrés inférieurs ou égaux 
à p. On dit que le D15(f) est déduit par troncature à l'ordre p du DLY(f). 


COROLLAIRE 8-6.4 {Parité et imparité) Si f est une fonction paire définie 
au voisinage de 0 et possède un /)15, la partie régulière de ce développement 
limité est un polynôme pair (donc ne contient que des monômes de degrés 
pairs). On a un résultat analogue pour les fonctions impaires, 
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Démonstration : Si f est paire et vérifie f(x) = P,(x)+o(r"), on 
a , en composant à droite (changement de variable”) avec la fonction 
zh -2 qui tend vers 0 en 0, 


fx) = f(-2) = Pix) + o(2") 
puisque les classes o(z") et o((—x}") sont évidemment égales. Par 
unicité de la partie régulière du DES, les polynèmes P,(X) et P,(—X) 
sont donc (formellement) égaux, ce qui donne le résultat. 
Le théorème d’unicité n’a pas de réciproque : deux fonctions définies au voisi- 


nage de zéro peuvent avoir des développements limités à tous ordres avec mêmes 
parties régulières sans être égales. Par exemple la fonction 


1 
j L one 2 L »” 
par croissance comparée au voisinage de +00 de e"“ et de T (avec le ”’changement 


L 
de variable” «à = a) Ce développement limité ne permet pas de distinguer f de 
la fonction identiquement nulle. 


8-6.2 Développement limité et dérivabilité 
THÉORÈME 8-6.5 Si f admet un DIS avec n > 1, 
SG) = 004% a ++ 2" an + o(2") 
alors la fonction f (éventuellement prolongée par continuité en 0 en posant 
(0) = ao) est dérivable en 0 et vérifie f'(0) = up. Dans le cas £ = R, la 
droite d'équation 
Y=do+aur 


est donc la tangente à la représentation graphique de la fonction f au point 
d'abscisse 0. 


On a un résultat analogue pour une étude au voisinage d’un point ro quel- 
conque. 

Ce théorème est le seul résultat de régularité pour la fonction f qu’on puisse 
déduire a priori de l'existence d'un développement en 0. En particulier, on n’a 
aucun renseignement en ce qui concerne la continuité de f sur un voisinage de 
0, donc a fortiori sur la dérivabilité de f en dehors de 0, et donc sur l'existence 
d’une dérivée seconde de f en 0 si n > 2. La fonction 


HOEFE TA T0) 
où lo est. la fonction caractéristique des rationnels est discontinue partout sauf 
à l’origine (tout réel est limite d’une suite de rationnels et d’une suite d’irration- 
nels), mais présente un DES qui s’écrit 


fl) = 24 of) 
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8-6.3 Intégration” d'un développement limité 


THÉORÈME 8-6.6 On suppose f dérivable au voisinage de 0, avec f’ ad- 
mettant un DL5, donné par 


Pa) = ao+ruc+.+a" as + oz") 
alors f admet un DZ5*' donné par 


ee 24, ntt On n+l 
{{x) = f(0) + x ao + x 2 tete Serre } 


dont la partie régulière est donnée en intégrant la partie régukère du déve- 
loppement de f’ (sans oublier la "constante d'intégration” f(0)!). 


Démonstration : La fonction 


ot) = ft) — (ro + Lao + aa ++ rude) 


est dérivable au voisinage de 0 et vérifie par hypothèse w'(t} = ot“). 
Si > 0 est fixé, il existe donc «à > 0 tel que 


Vtél-aa] [p(<el" 


Si x € (-a,a], on a donc sur (0, x] (ou [x,0]) [#/(#)1] < efrl*. L’in- 
égalité des accroissements finis montre alors que 


ÉRCACOE OT OISE 
ce qui démontre bien que 
fe) = SO) +00 + + anti + o(artl) 
2 n+1l 


Attention, il n’y a pas de réciproque à ce théorème, l’existence d’un DL3 pour 
une fonction dérivable f n’entraîne pas forcément l'existence d’un D£57? pour la 
dérivée f’. Par exemple, la fonction 


f(e) = 2°sia (à) prolongée par f(0) = 0 


est dérivable en tout point de R* comme composée de fonctions dérivables. Elle 
est aussi dérivable à l’origine et f'(0) = O puisque f(x) - o(x?). On à donc un 
DL(F). Pour x # 0 on a 


f(x) = 3x? sin (5) — 2cos (à) 


et il est facile de voir que cette fonction n’ayant pas de limite en 0 ne peut avoir 
un DL}. 
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REMARQUE 8-6.7 Cependant, si l’on sait que f’ possède un développe- 
ment limité d'ordre nr — 1, la partie régulière peut être obtenue en dérivant la 
partie régulière du développement limité d'ordre n de f puisqu'on sait que cette 
dernière est primitive du polynôme cherché. 


+1 


= ltetete te 


l 


donne immédiatement : 


1 | 
—— =l+rtete. +" +o(z") 
I—-zo 


En changeant x en —zx (inf petit avec x) on a : 


Lee. 2 ie n 
135! Hate +(—1)z" + o(z*) 


Le changement de x en x? (inf.petit avec x) donne : 


1 2 À an 2h ‘en 
Dusl-rte+ + (De + of), 


En intégrant ces développements limités : 


2 anti 


=) es Eve n+l 
In(£ )= F7 ait ) 
x? ati 

L Ses ME ppt + 

n(l+s)=2- À HO +olett) 

+: ca + +( 1} ati 2ntl 

arcl =z- + +(— 
Pro mit { ) 
On obtiendrait de même 
1 1+z a gere 

ha = nl EN = A ne Z 2n+1 
argth(s) qu ) AREAS RE ere dE 


soit en intégrant le DL" de la dérivée ——; soit en combinant les DL de In(1—<) 


Zi 
etIn(1+z). 


EXERCICE 8-6.8 En admettant que x ++ Er avec p € N possède un DLÿ 


démontrer que 


1 
ar st Che Oise" + of") 


(l'existence de ce DLR peut être justifiée par le théorème de Taylor-Young, ou par le 
théorème concernant le produit de développements limités). 
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8-6.4 Théorème de Taylor-Young 


Ce résultat est très souvent utilisé pour justifier lexistence de développements 
limités. Hormis le cas des fonctions ”usuelles”, cette ”formule” est rarement 
utilisée pour calculer explicitement des développements limités. On l'utilise plutôt 
à l’inverse pour, connaissant un développement limité de f en 0, obtenir sans 
calculs supplémentaires les valeurs des dérivées successives de f en ro. 


THÉORÈME 8-6.9 (Taylor-Young) Si f est définie au voisinage de 0 et 
possède une dérivée d'ordre n en zo (ce qui suppose l'existence de dérivées 
d'ordre inférieur au voisinage de x), elle admet un développement limité 
d'ordre r en x, donné par 


+ ER (ac) + o((e — z0)") 


F@) 2 fo) + ( — 0) f'(e0) +2 
Démonstration : Par translation on peut se ramener en 0. Pour 
n=1, l'écriture 


f(x) = f(0) + rf"(0) + o(z) 


correspond exactement à la définition de la dérivée f'(0). On procède 
ensuite par récurrence sur n. On suppose que toute fonction définie 
au voisinage de 0 vérifiant les hypothèses du théorème à l’ordre n — 1 
admet un développement d'ordre # —1 donné par la formule annoncée. 
Si f vérific les hypothèses à l'ordre n, la fonction f’ les vérifie à l’ordre 
n—1let on a donc 


gl 


R=1} 


f(x) = FO) + 2f"(0) ++ F0) + (2?) 
Le théorème d'intégration permet alors de conclure immédiatement. 
L] 


Attention ! {ne faut pas se méprendre sur la ressemblance de cette ”for- 
mule” de Taylor Young avec le résultat du théorème de Taylor-Lagrange (section 
8-5.3.3). La formule de Taylor- Young donne le comportement asymptotique 
de la différence 

æ— #0)" 
A()= f{a- (sta) 4e 20) f'e0) ++ EE (rs) 


n 


pour x tendant vers to. On peut bien sûr en déduire une majoration du type 
IAGI< Es -— col" 


au voisinage de ro, mais sans information précise sur la taille de ce voi- 
sinage. L'inégalité de Taylor-Lagrange donne aussi une majoration de ||A(x)||, 
mais pour tout x d'un segment [x0,x1] par exemple, à partir d’hypothèses glo- 
bales sur la dérivée n + 1°" de la fonction f sur cet intervalle. Un simple 
développement limité ne donne pas une telle information. 
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EXERCICE 8-6.10 Si P, (z) est la partie régulière du développement limité de la fonc- 
tion tan à l'ordre n en 0, montrer que 


vrelo5l tanz > P, (a) 


En supposant connues les propriétés de dérivabilité des fonctions usuelles, là 
formule de Taylor-Young donne en particulier : 


25 gai 


inz = _È = ous SV —— 2n+2 
snz=r + ++ (1) Fo ) 


La. + (-D" + ofrett) 


F5 7: ai ÿ 


x? T 
ÉSlHrt tete + ox") 


ms gti LS 

hrsete tit ppt 4 ) 
EE sg" 2n+1 
hesl+tstat + Bat ) 


ae 0... 2-0 lente ue) 


(+x) = 1 + ax + 
0 n! 


où a est un réel fixé. 


ol 1 
se 2n j 
EXERCICE 8-6.11 Quels sont les DL£" des fonctions x ++ Mers tr AT ?. 


En déduire que 


aresin ze = D CE 2h41 + of 7242) 


FT 1) 


argsha = In (x + VI +2) = à HRPET 5 Chezktt + 02272) 


8-6.5 Opérations et développements limités 


8-6.5.1 Somme et combinaison linéaire 


THÉORÈME 8-6.12 Si f et y : V(0} > V —> £ admettent toutes deux un 
DES et si « et 8 sont deux scalaires, alors af + fg admet un DL5 dont 
la partie régulière est la combinaison linéaire correspondante des parties 
régulières : 


Fa) = Paz) + ox") et g(x) = Quér) + o(2") => 
(af + BgWx) = aPh(e) + 8Qh(x) + o(2") 
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Test très important de noter que l'on travaille avec des développements limités 
de même ordre pour f et g. Si on dispose d'un DLE(f) et d'un DLE(g) avec 
p < 2, les monômes de degrés strictement supérieurs à p de la partie régulière du 
DLÿ(f) seront non significatifs et devront être traités comme o(x?) lorsqu'on fera 
un développement limité de af + Bg. Dans le cas général, on ne pourra obtenir 
mieux qu'un DTG(af + Ba). 

Les développements limités des fonctions x + sh x et x +> ch x peuvent être 
obtenus aïnsi à partir du développement de la fonction x + e7. 


8-6.5.2 Produit 
On suppose ici les fonctions numériques à valeurs dans R ou €. On pourrait 


généraliser le résultat à l’aidc de la notion d'application bilinéaire continue entre 
espaces normés. 


THÉORÈME 8-6.13 Si f et 9: V(0) 3 V — K admettent toutes deux un 
DLÿ donnés par 


LG) = P(e) + oz") et g(e) = Qu(x) + o(z") 


alors le produit z +> f(z)g(x) admet un DL3 dont la partie régulière est 
obtenue en tronquant le polynôme P,Q, à l'ordre n. 


Démonstration : Les fonctions polynômes P, et Q, étant bornées 
au voisinage de 0, leurs produits avec des fonctions de Ja classe o(z") 
sont encore dans cette classe. On a donc 


HOUOEEACEACETTS) 


et on ne retient dans P,Q, que les monômes de degré < n, les autres 
étant dans o{z"). ] 


1-2 


EXERCICE 8-6.14 Donner Dig ) {réponse : 1 + 2x + Le + Le +o(z)). 


REMARQUE 8-6.15 Si f est infiniment petit d'ordre p et g est infiniment petit 
d'ordre g, la connaissance d'un DL5*?(f) et d'un DLÿ**(g) permet d'obtenir un 
développement limité d'ordre n + p+ q pour fg, puisqu'on peut, d’après le théo- 
fu), ge), Par 

PRET] 
exemple, la connaissance d’un développement d'ordre 5 pour x ++ sinx permet 
l'obtention d'un développement d'ordre 7 pour x + sin x (7=4+3). 


rème précédent, obtenir un développement d'ordre n du produit 
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8-6.5.3 Composition 


On compose ici une fonction à valeurs dans R avec une fonction vectorielle. Il est 
essentiel de bien noter les hypothèses du résultat suivant, qu’on peut résumer de 
manière imprécise par la nécessité de travailler avec des "infiniment petits” : 


THÉORÈME 8-6.16 Soit f définie au voisinage de 0, à valeurs dans R, 
admettant un DES : 


(a) = 0 + ar +++ ax" + o(x") = ao + Po(x) + o(x*) 


et g : V(ao) > V —+ f: définie au voisinage de «5, admettant un développe- 
ment limité d'ordre 7 en as : 


glao +h} = bo + hb ++ R"b, + of”) 


alors go f admet un développement limité d'ordre n en 0, dont la partie 
régulière est obtenue en tronquant le polynôme 


bo + Po(z)bi + --- + [Po(æ)l" bn 
à l'ordre n. 


Démonstration : Comme lim f(x) = ao, la fonction g o f est bien 
définie au voisinage de 0. On pose, pour z voisin de 0, (x) = f(r)-ao. 
Comme k(x) est infiniment petit avec x, on à 

9° f(x) = g(ao + A(z)) = bo + A(a)h +++ + Rx)" be + o((R(z))") 


Comme h(x) = ex +. + ant" + o(x"), on à h(x) = O(æ) donc 
{h{x)]" = Of") et en conséquence 


go f(x) = bo + Rz)bi +2: + h(z)b +o(z") 


Enfin, comme À admet un DL# donné par (x) = F(z)+o(+"), ilen 
est de mème des fonctions (k},..,. . Il est alors clair que go f admet 
un DL? dont la partie régulière est obtenue en tronquant à l’ordre n 
le polynôme bo + Pofz)h1 +--+[P(x)l" 4. M 


Remarquons que cette démonstration donne un moyen de calculer le dévelop- 
pement limité de la composée, pour peu que l’on prenne soin de travailler avec 
des infiniments petits. Le théorème cst énoncé en supposant l'existence de déve- 
Jloppements au même ordre r pour les fonctions f ct g et assure l'existence d’un 
DES pour go f. Si la connaissance d’un développement d'ordre nr de f est en 
général indispensable pour obtenir ce résultat, un examen attentif de la preuve 
précédente montre que si ai = 0 et «2 # 0, dès que i > T Ja fonction [A()} est 
négligeable devant z*. Il suffira donc de connaître un développement d’ordre égal 
à la partie entière p de 5 (si le terne complémentaire est par exemple O(z°+1) 


lorsque n est impair) pour obtenir le DL pour go f. Si a = 0, ï serait suffisant. 
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Par exemple, pour trouver un DL$ de la fonction In(1 + sin? x), on développera 
In(1 + u) à l’ordre 3 et on trouvera (exercice) 
In(1 + sin? &) = a? — a + Le +o(x°) 

Un conseil en tout cas : commencer par développer la fonction f, qui est la 
première à évaluer quand on calcule go f. Cela évite souvent bien des erreurs. 

Pour développer exp{f(x)), on se ramènera à développer la fonction exponen- 
tielle au voisinage de D en écrivant exp{f(x)) = e“e“{#) où 1 est infiniment petit 
avec x. De même, si ap > 0, on développera la fonction In(f(z}) en l'écrivant 
In ao + In(1 +u(z)). 


8-6.5.4 Quotient 
THÉORÈME 8-6.17 Si f et g sont à valeurs dans K et possèdent un déve- 
loppement limité à l'ordre x en 0, avec 4(0} 0 alors Ê admet un dévelop- 
pernent limité d'ordre n. 

4 


Démonstration : En remplaçant g par ao on peut loujours sup- 
gl 
poser g(0) = 1 et on a alors 
{@) 1 
= = fx — 
g(z) fa) 1+h(x) 


où h(x) est infiniment petit avec x et admet un développement limité 


d'ordre n en 0. Comme ur admet le DLÿ bien connu, le 


T+u 
théorème de composition et le résultat relatif au produit montre que Ê 
g 
admet un développement d'ordre n, qu'on calculera par les techniques 
décrites précédemment. 8 
simz 


EXERCICE 8-6.18 Donner le développement limité d'ordre 5 en D de 
2+cosz 


1 1 
(réponse Fes ET +o(z}). 


REMARQUE 8-6.19 Si g est infiniment petit d'ordre p, on travaillera avec 
a? f(x) 
g(x) 


dont on trouvera un développement à l'ordre n 


a f(x) 
gx) 
(pour peu que l'on connaisse un développement d'ordre n + p pour g!) ce qui 
donnera le développement généralisé 


JG) _ a a n- ne 
en = taste in P+o(x"?) 


= 49+ me ++ aux" + o(z") 


qui rend les mêmes services qu'un développement limité. Par exemple (exercice) 


colan rt = : 2 TEA ne o(x*) 
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8-6.6 Développements asymptotiques 
La relation de domination au voisinage de zéro 
f<g+ f()=0(a(x) 
induit une relation d’ordre total sur la famille de fonctions (f1},en définies par 
Rx) = 2": 
f<hen2p 
La relation d’ordre strict associée est alors la relation de négligeabilité : 


VRIERREN} f<gæ(f<get f #9) & f(x) —o(a(x)) 


Si f est une fonction définie au voisinage de 0 à valeurs complexes (par exemple), 
écrire un développement limité de f à l'ordre m (on dira aussi à la précision fn), 
c'est déterminer des entiers 


<<. nm LM 
c'est-à-dire tels que 
fo > fu + > fre 7 Ém 
et des complexes ap,... ,a, non nuls? tels que 
L = aofno +" + Apfny + O(fm) 
Par exemple, le développement limité de la fonction f(x) = sinz à l'ordre 6 en 
zéro s'écrira È 
1h ph + ph + oU) 
CL LEE TE oUs 
Les fonctions de référence (on dit aussi de ”l'échelle de comparaison”) sont ici 
particulièrement simples : ce sont les fonctions monômes. Il est parfois nécessaire 
de travailler avec d'autres fonctions de référence. Par exemple, la fonction g(x) = 


z°Inz définie à droite de zéro admet un développement dans cette échelle de 
comparaison à la précision z4, qui est tout simplement 


g=o(fs) 


par contre, elle n'admet pas de développement à la précision /s. Il serait judicieux, 
pour étudier des fonctions telles que g, d'élargir la famille de fonctions de référence 
et de prendre par exemple les fonctions 


(oa)pgez définies par fa (x) = 7 (In x)? 


Ici encore, cette famille (formée de fonctions qui peuvent être infiniment grandes, 
infiniment petites, et posséder une limite non nulle dans le cas (p,g) = (0,0)) est 
telle que 


(9) # (7,9) Joe > OU) Où Joie = 0(Joa) 


TOn peut avoir aussi uniquement f = 0 (fm) 
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Ea relation d'ordre strict f > g n'est pas autre chose sur la famille (fe), ez que 
l'ordre : 


p<p 
fra > Jru © fra Or) + ou 
p=petg>aq 
Par rapport à cette échelle de référence, trouver un développement asymptotique 


d’une fonction f à la précision fm, ce sera obtenir des complexes ap, , ay non 
nuls et des fonctions 


rose © foin 22% fouas % nn 


tels que 


LE Gofpoge + fin +77 + arf + 0(fmx) 


Il faut se convaincre qu'une telle écriture, si elle existe, est nécessairement unique. 
IL est aussi extrêmement important d’ordonner les termes de ce développement, 
en commençant en particulier par le terme prépondérant (celui qui donne l’équi- 
valent”). Un tel développement se manipulera alors comme un développement 
limité et rendra des services analogues. Il pourra notamment être tronqué si 
besoin est. 

Les échelles de comparaison en 0 sont souvent (z?),n, (x?),ez ou encore 
(nr) }pgezxz On pourra aussi travailler avec des” exposants non entiers. 
Au voisinage de +00, les échelles précédentes sont aussi utilisées. On pourra 
travailler aussi avec (er (In x)” Vosmers Il s’agit ici de familles stables par 
multiplication. 


EXEMPLE 8-6.20 Donner un développement en +oo dans l'échelle de compa- 


è " Es Inx\° : 
raison ((nzŸ).pezxz à la précision (=) pour la fonction 


JU)= (+2) 


I nest pas absolument évident au départ qu'un tel développement existe. 
C’est une analyse raisonnable de la fonction f qui amènera au résultat. On 
commence par écrire la fonction sous forme exponentielle 


HOET ES 


et l’on pèse d’abord l’exposant 
In(1+x) LE 
æ  +o x 


SBien entendu, il n'existe pas d'échelle de référence universelle. Les échelles citées ici ne 
seraient pas d’un grand secours pour étudier, au voisinage de +0 la fonction 
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Il est donc naturel d'écrire 


mx mt+t) 


ft)=e er 


qui est un produit de deux fonctions qui tendent vers 1 à l'infini. On essaie 
donc d'obtenir pour chacune de ces fonctions un développement dans l'échelle 


souhaitée, à la précision (#=) (si l'une de ces fonctions était équivalente di- 
La 
Unz) 


& 
première c’est simple : 


ls Inz 1/lnx\? 1 /flnz\° ihz\° 
er: =1+ += += +e 
æ 2Lz 6\ x æ 


h{i+i 1 

m(+2) Ep et un DL à l'ordre 1 de la fonction 
œ + 

exponentielle est suffisant pour obtenir 


2  eGreo(4)) à 14 +2) 
æ z 


En multipliant les deux développements asymptotiques, et en ne gardant que les 
termes significatifs ordonnés, on obtient aisément 


2 3 3 
CRPEREEET C0) 41412 E40{2e) 


2x m6 2 æ 


a A à ss x 
sons à ; le seconde devrait être développée à la précision —>...). Pour la 
z° 


Pour le second terme, 


8-6.7 Applications des développements limités 


Rappelons d’abord les règles de savoir-vivre qui régissent l’utilisation des déve- 
loppements limités : 


e Utiliser le symbole "=? (et donc ne pas oublier le terme complémentaire en 
o(?)) et pas le symbole ?-?. 


Toujours travailler avec des "infiniment petits”, ce qui revient souvent à 
faire une translation pour se ramener au voisinage de 0. 


Prévoir l’ordre auquel on devra faire les développements limités. Par exem- 
ple, avec f\ (x) = tanx — sinx + Àshfx, si l'on doit faire une discussion 
faisant intervenir le comportement de f, au voisinage de 0 qui soit valable 
pour toute valeur du paramètre À, on utilisera un développement à l’ordre 
5 (fonctions impaires), puisqu'on voit bien qu’en général f est infiniment 
petit d'ordre 3, mais qu'une valeur exceptionnelle de À peut amener à l'ordre 
5 (si les termes en z° ne se simplifient pas!). On écrira donc 


ft)= Gus +(pin)e+ou 


1 
ce qui fait évidemment apparaître la valeur exceptionnelle À = $ 


Lorsqu'on intègre un développement limité, ne pas oublier la "constante 
d'intégration”. Toute dérivation d’un DL doit se justifier. 
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8-6.7.1 Levée d’indétermination 


Il s’agit de rechercher la partie principale d’un infiniment grand ou infiniment 
petit. Avant de se lancer dans des calculs longs, il faut garder à l'esprit que faire 
un DL à l’ordre 1, c’est faire un calcul de dérivée : si f est dérivable en a 


Fa) #0 f(x) f(a) (x — a) f'(a) 


Par exemple, si on recherche la partic principale pour x + a > 0 de f(x) = 
a%— a*, on calcule f’(x) = ax**! — a*Ina, ce qui donne f’(a) = a*(1—Ina). 
On a donc 


afea a ma (l—Ina)(r—«) 


Dans le cas particulier a = e, un développement à l'ordre 2 s'impose. On pourrait 
ici calculer f” (e} et appliquer la formule de Taylor- Young, puisque le calcul n’est 
pas compliqué. On peut aussi écrire 


N° 
f{e+h)=e (+5) — ee" 
ce qui donne 


e-l,, h? x 
F LOS ET 7 +o(n?) 


Jetm=elrens 


soit 
et 5 
en (x — 
Rires 3 (æ—e) 
Plus généralement, le théorème des accroissements finis permet d'obtenir un 
résultat de “simplification” par une fonction f : 


LEMME 8-6.21 Si j : ! + FE est de classe C!, di 
J'(a) # 05 et si u,v: J —+ 1 sont définies au 


ie au voisinage de a avec 
nage de b avec 


limu (+) = limv(z) = a 
alors 
Flu(e))— f(v(e)) Su (x) (x) f'(a) 


Démonstration® : La fonction f' est continue en a. Sie > 0 est 
donné, on peut trouver a > 0 tel que 
VtEla-aa+a] [f(t)- (all <e 
SAvec l'intégrale, on écrirait simplement 
ur) vs) we) 
teen [ro Pros [orient 
us) ts) vtr) 
et on conclurait aisément. La démonstration que nous donnons ici est valable sous la seule 


hypothèse de continuité de f' en a. Remarquons aussi que, pour f' (a) = Or, la conclusion est 
alors 


Flu(z)) - f(v(z)} > ou (2) — v(z)) 
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La fonction ÿ :tr> f(t)—{f' (a) vérifie |le’(t)]| € sur [a — a,a + a] 
et donc, par inégalité des accroissements finis, on obtient 


Vu,zEfa-aa+al Ip(w)-v(2) 
= IG) f()-(w 2) f(a)ll < ele —z| 


Comme par hypothèse lims u = lim v = à, on peut trouver 7 > 0 tel 
que, pour tout r € {b— n,b+ 17], on ait u(x), u(x) € (a —a,a + a]. 
On a alors 


k-b<n— 
If Ce) — f(x) — (u (x) + v(x)) Fa) < € (u (x) — v(x)) 
ce qui donne le résultat. 


EXEMPLE 8-6.22 Equivalent pour x —+ +00 de 


: f8r?+r +4 PRE: 
f(x) = arctan Vs  arctan |/8c0s = 


On applique le résultat précédent après avoir remarqué que les arguments de la 
fonction arctan tendent vers 2. On a alors 


1 f,/8r?+c+4 s/ l 
CEA a +etl io 


On étudie à présent un accroissement de la fonction { ++ Ÿ£ au voisinage de 8. 
Donc 
1, 1 f8r+æ+4 1 
SR X3* SC Ee- 


Un développement limité à l'ordre 1 donne immédiatement 


fe 


te 607 


8-6.7.2 Etude locale d'une représentation graphique 


Si f:1—R est définie au voisinage de a et admet un développement limité de 
la forme 


f(x) = a0+a(r-a)+a,(x- a) +o(r-a) avec p>2et a, #0 


la représentation graphique de f adimet, au point d'abscisse a, une tangente Ta 
d’équation 


(Ta) y = @0+a(x—a) 
Le signe de la quantité 


Az) = f (æ) — (ao + (x — a)) 
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permet de placer le point M(x, / (x}) par rapport à cette tangente : pour A(x) 
positif, M est situé "au dessus” de T,. Comme 


Az) a(xr-a} 
a 
on connaît le signe de cette quantité au voisinage de a. En particulier 


e Sipest pair, A(x) ne change pas de signe avec x — a. La représentation 
graphique de f reste localement du même côté de T.. On dit que le point 
d’abscisse a est, pour le graphe de f, un point d'aspect ordinaire, ou point 
à concavité. 


e Sipest impair, A(zx) change de signe avec t — a. La représentation gra- 
phique de f traverse donc sa tangente T, lorsque x — a change de signe. On 
dit que le point d’abscisse a est, pour le graphe de f, un point d’inflexion. 


De même, un développement asymptotique au voisinage de +00 de la forme 
= br 1 >letb,#0 
f)=azt+aot;t+o de avec p>letb,%# 
montre que la droite d'équation y = a + 49 est asymptote!® (oblique si ax # 0) 


à la représentation graphique de f pour + —+ +0. De plus, l'équivalent 


bo 
HEC ET 
permet de préciser la position de la représentation graphique de f par rapport à 
cette asymptotc au voisinage de +oo. Cette étude est en général indispensable 
pour un tracé précis de la représentation de f. Si le développement asymptotique 
est valable en +co, la parité de p permet de voir si la position est différente en 
+00 et —00 (cas le plus fréquent où p est impair). Dans le cas d’un développement 
de la forme 


Es 


b, 1 
fx) = a22? + aix + ao + E+o avec & £0 
æP P 


on parlera évidemment de parabole asymptote d'équation y = a2r? + @&1x + ao. 


EXEMPLE 8-6.23 Existence d'une asymptote pour la représentation de 


Je) = (x +38) arcsin \ pa 


La quantité sous Ja racine est positive pour tout # € j-00,—1] U ] Tito [ et 


1 FA É 
tend vers 3 Pour x — oo. Comme arcsin est définie sur [—1,1], une étude 


pour # —+ “oo à un sens. Pour vbtenir la position de la courbe par rapport à 


On aeneflet limes4s f(x) - air — a9 = 0 
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son asymptote, il est probable qu'un DL à l'ordre 2 de x ++ arcsin Z sera 


L 
2+z 


suffisant (ne pas oublier le terme en x qui est en facteur devant). On se ramène 


au voisinage de 0 en posant x = F et on étudie 


1+1 


@(t) = arcsin 27 


On dérive cette fonction 


D = = Ti +o() 
FU 2er vor 1747 


On obtient par intégration 
rm ti & s 
p(1)= 3t3 8100) 


soit finalement 


- Ft) eee ul po(l 
D= (+9) (T4 ps tolé ))= + n + to) 


Ea droite d’équation y = Le+ Le + £ est donc asymptote à la représentation 
graphique de f. La courbe est située au dessus de l'asymptote au voisinage de 
+00, en dessous pour x —+ —0co. 
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8-7.1 Définition, caractérisation 


DÉFINITION 8-7.1 Soit un intervalle de R {non réduit à ur point). Une 
fonction f : I +R est dite convexe sur I si et seulement si 


Va,bef Vtefoi] f{(1—t)a+tb) <tf(a)+(1—+) f() 


Une fonction g : I -> R est concave sur [ si et seulement si —g est convere, 
ce qui revient donc à changer le sens de l'inégalité dans la définition. 


Une fonction à la fois concave et convexe sur un intervalle 4 est évidemment 
une fonction affine. La définition de la convexité!! d’une fonction f signifie sim- 
plement que tous les points du segment [A, B], où À et B sont les points de la 
représentation graphique de f de coordonnées respectives (a, f (a)) et (b, f (b)), 
sont situés ”’au dessus” de la représentation graphique de f : l’image d'un ba- 
rycentre de a ct b (alectés de coefficients positifs) est inférieure au barycentre 
des images f(a) et f(b) affectés des mêmes coefficients. Par ”’associativité” du 
barycentre, on obtient : 


TRemarquons que, dans cette définition, a et b jouent des rôles symétriques {ainsi que { et 
1 t), et on pourra donc toujours supposer @ £ 6. 
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Figure 8.10 — Fonction convere 


PROPOSITION 8-7.2 Une fonction f : / — R est convexe si et seulement 
si 


G) VPEN V(ahge EL V(bihieie ELU 


? » » 
Duz=i 100) <Dtf (a) 
it E 

Démonstration : Cette condition est évidemment suffisante pour 

que f soit convexe, puisque avec p = 2 on retrouve la définition donnée 

plus haut. Elle est également nécessaire, puisque pour f est convexe, 

on prouve {*) par récurrence sur p : l’initialisation pour p = 1 ou 

p = 2 ne pose pas de problème. Si on suppose que l’image d’un 

barycentre (à coefficients positifs) de p points quelconques de J est 

inférieure au barycentre des images, nous aurons, pour (@),cc,s 

dans 1 et (fi), ciepr € [0,1] de somme égale à 1 (avec #41 AU 

sinon il n’y a rien à démontrer) : 


p+i P 
Dta=(i-ts) (£ 


it it 


«) + tptrapgt 


p+l 


Par convexité de J, le contenu de la parenthèse appartient à F, et donc 


hi p 
109) <(— tp) f (£ : «) + tp f (ap#1) 
4=) 


in Lt 


On en déduit la majoration souhaitée au rang p + 1, puisque l’hypo- 
thèse de récurrence donne 
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li 


> 0 avec 
1- tt 


(puisque t! = 


EXERCICE 8-7.3 Montrer que j : I - R est convexe si et seulement si son ”épigraphe” 
Ep= {y ER IzET et f(x) <w} 
est une partie convexe de R?. 


La caractérisation qui suit est à la base de tous les résultats de continuité ct 
dérivabilité des fonctions convexes : 


PROPOSITION 8-7.4 Si J est un intervalle de R, une application f : 1 > R 
est convexe sur / si et seulement si 


est croissante 


Vroc1 a: 1 {x0} + R définie par 4. (t) = ere 
— 2 


z 
Démonstration : Cette condition est suffisante, puisque si elle est 
vérifiée on a, pour a <be Tett € 0,1] 
c=a+t(b-a)e [ab] 


ce qui entraîne 


Pa (€) & Pa (6) 


On en déduit 
c—a 
JC) < f(a)+ 
—a 
ce qui prouve la convexité de f. Réciproquement, si f est convexe 
sur {et zo € 1, montrons que &,, est croissante sur 7 — {ro} : si 
æ1 < z2 sont deux points de { — {20}, on distinguera trois cas suivant 
que ti < T2 < To OÙ T1 < Eo < T2 Où encore Æ9 < r3 < 72. Dans le 

prernier cas, 


(8) Fa) = (Lt) f(e)+ (8) 


Le : =t€el]0I[ avec z:2=(1-t})zr+ira 
To — 1 
La convexité de f montre alors que 


22 


Fe) € PE (1) + EE Go) 


#1 
ce qui donne 
Ty a 
La) = ftro) < EU (eo) — (mi) 
Comme 2 — æ0 < 0, on déduit 


Po (22) > V2 (21) 


Les autres cas se traitent de manière analogue, et la croissance de la 
fonction &., sur /— {0} en découle. M 
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Si M, désigne le point de la représentation graphique de f ayant x pour 
abscisse, pour 2 # ro lc nombre &,, (x) représente la pente de la "sécante” 
M:5M2. L'application 


T-{ro}R x pente(M.M;) 


est donc croissante. En particulier, si a < b < c sont trois points de J, les 
inégalités 


Pa (b) & Pa (c) = pe (a) < ve (8) 
s’écrivent aussi 


pente(M.M,) < pente( MM.) < pente(M,M.) 


Figure 8.11 — Inégalités entre pentes 


EXERCICE 8-7.5 Si 7 ct J sont deux intervalles de R, f : 7 — J est une fonction 
convexe et si g : J — R est convexe croissante, montrer que la composée go f est 
convexe sur /. En particulier, montrer que toute application f : 7 + R°*+ telle que 
æzt ln (f(x}) soit convexe (on dit que f est "Log-convexe”) est convexe. Montrer qu'il 
n'y à pas de réciproque. 


EXERCICE 8-7.6 Montrer que, si une suite de fonctions convexes converge simplement 
sur un intervalle 7 vers une fonction f, alors f est convexe sur . Montrer de même 
que, si hier est une famille de fonctions convexes sur un intervalle /, et s’il existe 
a <b dans 7 avec 


Ui(a)hjes et (5 (Be | majorées 
alors la fonction f définie par 


Je) = sup f(x) 
ied 


est finie et convexe sur [a, b]. Ce résultat est vrai en particulier si (f;),e, est une famille 
de fonctions affines. 
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EXERCICE 8-7.7 Montrer que si f est une fonction convexe sur un segment [a,b), f 
est majorée et qu’elle atteint sa borne supérieure en @ ou en b. Montrer aussi que, si 
une fonction convexe sur un intervalle présente un minimum local en un point zo, ce 
minimum est global. 


8-7.2 Continuité et dérivabilité 


8-7.2.1 Cas des fonctions dérivables 


Nous étudions d’abord le cas particulier des fonctions convexes dérivables sur 
un intervalle /. La convexité se traduit alors par une croissance de la fonction 
dérivée : 


THÉORÈME 8-7.8 Soit { un intervalle de R et f : ? -+ R une fonction 
dérivable. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) f est convexe sur I. 

äi) f' est croissante sur Ï. 

iii) La représentation graphique de f est située ”au dessus” de chacune 
de ses tangentes. 


Démonstration : Montrons que i) = it). Soient a < b deux points 
de {. La fonction 


p:(0æR tee()=f{a+e(b— a) (14) f(a)— 46) 


est une fonction dérivable (comme composée de fonctions dérivables) 
négative qui vérifie (0) = #(1} = 0. Comme pour h — 0* on à 
g(t) = ty’ (0) + o(1), on à nécessairement w’ (0) < 0 et de même 
g'(1) > 0. Ceci s'écrit 


J'(a)<f(b)-f(a) et f'()2>f(8)- fa) 


et donc f/(b) > f'(a) : la fonction dérivée f’ est donc croissante sur 
£ 

Supposons à présent f’ croissante. Pour x < y dans Z, le théorème 
des accroissements finis assure l'existence d’un point « € ]r, y[ avec 


f@)-f@)=(u-x)f(e) 
La croissance de f’ donne alors 
2) f(x) < F(u)— f(x) (y x) fu) 
ce qui peut s'écrire 
FU2/G)+@-2)f'(e) € fr) > f(u)+(v-2)f'(x) 


Le point A, de coordonnées (y,  (y)) est donc situé au dessus de la 
tangente à la représentation graphique de f au point d’abscisse x. 
De même M, est au dessus de la tangente en M, : on a donc bien 
ii) + ii). 
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Supposons enfin que f vérifie la propriété ii), et montrons que f 
est convexe sur J : si a < b sont deux points de J et si c = (1 —t)a+4b 
est un point du segment (a, b], les points M, et M, sont au dessus” 
de la tangente au point M. Le segment [M Mi] est donc au dessus 
de cette droite, et donc en particulier 


Q-t)f(a)+4f(8)> f(c) 
ce qui prouve la convexité de f. M 


EXERCICE 8-7.9 Montrer que toute fonction convexe dérivable sur un intervalle 7 est 
de classe C!. 


Lorsque f est supposée deux fois dérivable sur J, la croissance de f” est donnée 
par le signe de f" : 


COROLLAIRE 8-7.10 Si f est deux fois dérivable sur un intervalle /, f est 
convexe si et seulement si f” est positive sur ]. 

8-7.2.2 Etude générale 

Sur un intervalle ouvert, une fonction convexe possède des propriétés de dériva- 
bilité : 


THÉORÈME 8-7.11 Si f : { — R est une fonction convexe, f possède en 
tout point z intérieur à / une demi-dérivée à droite et à gauche vérifiant 


f() < fa (x) 
Pour x < y intérieurs à 7, on a de plus 
fa) < 4) 


ces deux inégalités entraînant évidemment la croissance des fonctions fi 
et fe sur l'intérieur de 7. Si x9 est un point arbitraire intérieur à 7, la 
représentation graphique de f est située au dessus de chacune de ses demi- 
tangentes en 2. 


Démonstration : Soient x < y deux points arbitraires intérieurs à 
{. On peut donc trouver un ho > 0 tel que 


EF —hov+ho]CI et z+ho<y—ho 


Pour h et k € ]0,hof, nous avons, d’après les résultats de la section 
précédente 


pente(M,_;M,) < pente (M Ms4n) < pente (MoynM-x) 
<pente (M, M,) < pente (MyMir) 


Les fonctions croissantes 


J0, hof 3 k ++ pente(M: Man) et pente(M, Mir) 
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sont donc minorées (par pente(M,-M,) et pente(M,_M,) respecti- 
vement). Elles présentent donc une limite à droite en 0, ce qui donne 
l'existence de fi (x) et f{(y), avec 


VkE]0,hol pente (MM) < fa (x) < pente (MM) < fo (y) 
Les fonctions décroissantes 
J0, ho[ > &++ pente(M..M,) et pente (M, M,) 


sont. à présent majorées (par f{(x) et fi(y)). Elles ont donc une 
limite en 0, ce qui donne 


HAOESAOESAUES AC) 


Si à présent zQ est un point intérieur à Î et y € 1 avec y < zo {le 
cas y > 0 se traiterait de manière analogue), on a, pour h > Ô assez 
petit 


pente(M,M..) < pente (Mio-h Mio) < pente (Mi Mioth) 
ce qui donne, en faisant tendre A vers 0 


LED IR) < pro) € fi) 
ce qui donne {puisque z5 — y > 0) 
£ (y) > f (&o) + (y — 20) fe (xo) > F (ro) + (y — ro) f(xo) 


On traduit ainsi le fait que M, est situé au dessus des demi-tangentes 
à la représentation graphique de f au point d’abscisse zo. 1 


L'existence d’une dérivée à droite et à gauche assurant la continuité, on a : 


COROLLAIRE 8-7.12 Si f est une fonction convexe sur un intervalle ouvert 
1, alors f est continue sur 1. 


Par contre, si { contient une de ses extrémités, f n'est pas nécessairement 
continue en ce point. Un contre-exemple est donnée par la fonction f : [0,1] — R 
définie par f(x) = 0 sur ]0,1[ et f (+1) = 1. 


EXERCICE 8-7.13 Montrer que toute fonction convexe sur R majorée est constante. 


EXERCICE 8-7.14 Si J est un intervalle ouvert de R et f : ? -> R, montrer que f est 
convexe si et sculement s’il existe une famille (a). ; de fonctions affines telles que 


Væel J{x) =supa; (x) 
3€J 
EXERCICE 8-7.15 Soit { un intervalle ouvert et fa : 1 —+ R une suite de fonctions 


convexes qui converge simplement sur J vers une fonction f. Montrer que la convergence 
est uniforme sur tout segment. 
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8-7.3 Inégalités de convexité 
La concavité de la fonction logarithme sur R°+ (qui se vérifie à l’aide du signe de 


la dérivée seconde) donne 


Vice € (R) V(mihigies € (0,17 
» » ? 
Dm =1ælm (È ma) > Dm In (x) 
ë 1 i=1 
Par croissance de la fonction exponentielle, ceci peut s’écrire aussi 
» F 
Il a < y MT 
it et 


En particulier, si tous les m; sont égaux, on obtiendra l'inégalité 


+% 


V(ihigies € (R°*)? (ü 


i=1 


entre les moyennes géométriques et arithmétiques des (x), cc. 
Les inégalités dites de Hôlder et Minkowski peuvent aussi se démontrer en 
utilisant la concavité du logarithme : 


DÉFINITION 8-7.16 Deux réels p et q de ]1, +o0[ sont dits exposants conjugués 
si et seulement si 


ll 
+==1 
4 


Si u et v sont deux réels positifs, on a alors 


Cette inégalité est évidente si u ou v est nul. Dans le cas général, on passe au 
logarithme en remarquant que 


In (uv) = in (ur) + ain (ot) 


PROPOSITION 8-7.17 Si pet q sont deux exposants conjugués et si (x;);<;<, 
et (high sont des réels positifs 


acts 


ist i=i 


Démonstration : Comme on a, pour tout 1, 


» 
ru < + Si 
P 4 
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on obtient 


Ceci donne le résultat souhaité dans le cas particulier où 


Du-Ÿ 


ist 


On peut ensuite se ramener à ce cas particulier en raisonnant par ho- 
mogénéité, c'est à dire cn considérant les familles (ti), <<, et (W}icien 
définies par 


; 
= r # = 


n a 
(le cas où l’une des sommes > ) ou ( > x? } est nulle ne pose 
ist 


pas problème, puisque l'inégalité à prouver est alors 0 < 0). 


Par inégalité triangulaire, on obtient, dans le cas de farnilles de complexes 


(uihigien et (vihigign 
1 & 
Duul < È Wir) ( ir) 
és i=t tel 


Ce résultat est dénommé inégalité de Hôlder (ou inégalité de Schwarz si p = q = 
2). 


EXERCICE 8-7.18 Si Gihigign et (Whigien sont des réels positifs, et si p est un réel 
strictement supérieur à 1, montrer que 


Enr) (5 (E) 


Indication : on écrira 


Gitu) = ai (ei +) 4 ui (ei + 


et on majorera les sommes 


DETCET ET DU TC LES 


à l'aide de l'inégalité de Iôlder, en considérant l’exposant conjugué 
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EXERCICE 8-7.19 En déduire que, pour p > 1 


Ua sw)l, = (Eur) 


it 


définit une norme sur K”° (avec K = R ou ©). Pour U € K”, déterminer 


plu, 


8-8 Suites réelles définies par une itération 


Nous rappelons dans cette section quelques résultats utiles pour l'étude de suites 
réelles (u.),ex définies par la donnée de leur premier terme u et une relation de 
récurrence de la forme 


Un+i = f (un) 


où f est une fonction à valeurs réelles définie sur une partie X de R. 
Remarquons d'abord que, pour que cette suite soit définie pour toute donnée 
initiale 49 € X, il faut (et il suffit) que X soit stable par f, c’est à dire 


fR)CX 


Pour l'étude de suites réelles récurrentes, on cherchera donc souvent à déterminer 
des sous-ensembles Y du domaine de définition de f vérifiant 


fM)cY 


On est alors assuré que le choix d’une condition initiale u9 € Y donne une suite 
dont toutes les valeurs restent dans Ÿ. La recherche de telles parties Y (qui se- 
ront des intervalles pour beaucoup d'exemples élémentaires) se fait généralement 
par des études de variations de fonctions et des représentations graphiques, 
permettant de visualiser, dans des situations simples, le comportement des suites 
(monotonie notamment). S'il ne remplace pas une démonstration, le dessin est 
souvent indispensable pour deviner” le conportement de la suite, qui se prouve 
ensuite par des considérations diverses. Citons notamment : 


e Sif:Y — Y est une fonction continue et si, pour une donnée wo € Ÿ, la 
suite u, est convergente vers un point / de Ÿ, alors 


HO) 


Cela signifie que les limites éventuelles d’une suite pour laquelle tp € Y 
sont à chercher parmi les points fixes de f|y (c'est à dire les points x de Y 
vérifiant f (x) = x) et les points de Ÿ — Y (adhérents à Y)'2. 


l 


12Rappelons que la détermination a priori de la valeur d’une limite n’a jamais été preuve de 
convergence 
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e Sif:Y —+ŸY est croissante (dans la pratique, Ÿ sera un intervalle de R), 
toute suite correspondant à une condition initiale ug € Ÿ sera monotone, 
le sens de monotonie dépendant des positions respectives de 9 et 1. Une 
récurrence simple montre en effet que 


Li 


WMæVnEN uü, <'unpi 
üo > 


< 
>u=VnenN 


Un+l 
Prouver la convergence de la suite revient alors à montrer qu’elle est bornée. 


e Sif:Y -+ Y est décroissante, l'application g = f 0 f : Y -> Y (définie 
parce que Ÿ est stable par f) est croissante et vérifie 


VneN uys2 = gus) 


On en déduit la monotonie des deux suites extraites (tzn),en et (tn+1), 
ces deux suites étant de monotonies différentes, puisque par exemple 


nEN* 


Un L'U2ngz © fun) > f(uange) Soit Us > Uanss 


e Enfin, si la fonction définie sur Y par g(z) = f(x) x à un signe constant, 
la monotonie de la suite en découle immédiatement, puisque 


Unti — Un = gun) 


8-8.1 Point fixe attractif, point fixe répulsif 


Soit Y un intervalle de R et f : Y —+ Ÿ une application de classe C!. La continuité 
de f montre alors que les limites éventuelles dans Y de la suite vérifiant 


WEY et us = fu) 
sont à chercher parmi les points fixes de f, c'est à dire dans l’ensemble 
F={xEYIf(x)=7:} 


L'hypothèse de dérivabilité faite sur f va permettre de classer ces points fixes : 


e Si 


Fa) = x avec [f’(x)] < 1} on peut trouver un réel à > 0 tel que 


VuweYNfr-a,z+al 
la suite définie par uo et u,31 = f(uw,) converge vers z 


En effet, considérons le cas où x est un point intérieur!* à Y. Par continuité 
de f', on peut alors trouver un « > Ü et un réel k € [0, 1[ tel que 


Vtefr-az+ta]) [fHN<k<I 


136i x était une extrémité de Y, la stabilité de Ÿ par f entrainerait f’(x} > 0, et l'étude se 
ferait alors sur [x,z + a] ou fx — «, x] selon que z est extrémité droite ou gauche de Y. 
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On peut en effet choisir € > 0 arbitraire et trouver & > 0 avec 
lRl<amr+theVet|f{r+h)- f(x] <e 

Le nombre & = € + |f'(x)| convient (il est strictement inférieur à 1 si 

€ est choisi assez petit, d'après l'hypothèse [f'(x)| < 1). L'intervalle 

{x — à, x + a] est alors f-stable, puisque par l'inégalité des accroissements 

finis 


H—zl<a=(ft)-rl=1f(@)-f(a)<El-21< ka <a 


Si on choisit ug dans ce segment, la suite (ur) ex correspondante y prend 
toutes ses valeurs et, par récurrence sur n 


VREN anal < lunes — 2] € &° [uo — | 
et donc 
WE(r-a,z+ol=+ limu=r 
n-3+00 


Dans ce cas, on dit que x est un point fixe attractif pour f. On peut 
dans ce cas faire les remarques suivantes : 


— Si f(x) > 0, en choisissant a assez petit, on aura f' positive sur 
I -a,x+al]. L'égalité des accroissements finis montre alors que, 
lorsque 0 € (tr — a,x + a] 


VREN (usy1—#) ct (u, — x) ont même signe 


avec [usgs — | < Ju, — x|. La convergence de la suite vers x est donc 
monotone (voir figure 8.12). 


x 


WU 


Figure 8.12 — Convergence monotone vers un point fixe 
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— Si f'(x) < 0, en choisissant «a assez petit, on aura f’ négative sur 
{r— a,x + a}. Lorsque l’on choisit ug € [r — a,x + a] 


VuEN (uays—æ) et (u, — x) sont de signes opposés 


Les suites (un),en €t (uani)hen sont adjacentes, et encadrent r. On 
visualise cette situation par une spirale” (figure 8.13). 


9 > 


Figure 8.13 - Convergence d’une itération en ”spirale” 


— Lorsque la suite (u,),en n’est pas stationnaire et converge vers x, on 
au, x pour tout net 


ns 
bn Mon ju 
note [us — 2 


=1f@) 


Jun) = F(x) 


un 


a-+00 


et la convergence de la suite sera d'autant plus rapide que |f’(x)] est 
proche de 0. Plus précisément, si [f'(æ)| < € < 1, on pourra, par 
continuité, trouver un réel 8 > O tel que [f'| < € sur [x — 8, + P]. 
À partir d’un rang p on aura ü, € [x — B,x + 8], ce qui amènera à la 
majoration 


Vn>p lu-s<e lu, -x]= Ae 


d'autant plus intéressante que € est petit. La situation "idéale” est 
J'{æ) = 0. Dans ce cas, le point x est dit ”super-attractif”. Nous 
reviendrons sur ce cas particulier dans la section suivante (méthode de 
Newton). 


e Si|f(x) = x avec [f'(x)| > 1|le point x est dit point fixe répulsif de f : 


une suite vérifiant 1,41 = f(u) ne peut converger vers x que si elle est 
stationnaire. Supposons eu effet cetLe suite définie sur N, avec 


VREN wsz et limu=z 
aie 
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On pourrait alors trouver un réel k > 1 et un & > 0 tel que 
VtEfr-az+al [f(HN>k>1 
La suite étant convergente vers x sans prendre cette valeur, on aurait 
IPEN Vn>p uw Elr-ar+a]-{r} 
Le théorème des accroissements finis donnerait alors 
Vn>p luu-+l>klu-2|> lu xl 


et la suite strictement croissante el positive (|u,, — z|) 
tendre vers 0. 


Le cas HO avec |f'(x)| correspond à ce qu’on appelle un point 
fixe neutre. Dans ce cas, il peut exister un a > 0 tel que tout &g € 
{x — à,x + a] donne une suite convergente vers x. On peut aussi avoir la 


situation rencontrée dans le cas d’un point fixe répulsif. Etudier par exemple 
les cas Y = R avec f(x) = sinx et f(x) = shr. 


> ne pourrait alors 


EXERCICE 8-8.1 Etudier les suites récurrentes définies par uo,vo et wo € R°* et les 
relations de récurrence 


Ungi = SiN(2un), Ongi = ; ( + 2) et ny = tu 
où a est un réel strictement positif donné. 
EXERCICE 8-8.2 On définit l'application f :R +R par 
f(x)=4x(1- x) 
et on s'intéresse à la suite récurrente associée pour une condition initiale 4 € [0,1]. 


Montrer que 7 = [6,1] est un intervalle stable par 1. Montrer que, si la suite (u,,),.cn 
est convergente, elle est nécessairement stationnaire. Déterminer les limites éventuelles. 

Montrer que, s’il existe un entier p > 1 Lel que la suite (u,), ex converge vers un 
réel {o, alors { est un point fixe de 


f@)=fo..0f 


p fois 


Montrer qu'alors, pour tout entier £ € {0,.… ,p L}, la suite (uns+k), ex converge vers 
le — SI (lo), qui est aussi un point fixe de fr). 
En utilisant le fait que F4] et fu] sont des bijections de leurs intervalles de 


définition dans [0, 1], donner l'allure des représentations graphiques de f{?), f{5) etc. 
Montrer que f@) a exactement 2? points fixes dans [0, 1]. 

On se propose de montrer qu'aucun point fixe de fl?) n'est attractif. Pour ce faire, 
on va utiliser un changement de variable : si uo € [0,1], on peut trouver un @ € [0,1[ 
avec ü9 = sin? (2*8v). Montrer qu’alors 


au = sin? (2r8) 
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où le réel & € (0, 1[ est défini par 
8 = 260 - [200] 


où [x] désigne la partie entière du réel . Retrouver les 2? points fixes de f(F). En 
utilisant le développement propre de 85 en base 2 (cf. section 9-2.5), montrer que, si 1 
est un point fixe de f@), dans tout intervalle [{ - &,1+ a] on peut trouver un uo pour 
lequel la suite (w,),-n ne converge pas vers {. Conclure. 


8-8.2 Application au calcul numérique 


Soit g une fonction continuc sur un intervalle / de R telle qu’il existe a < 6 € I 
avec g(a) g(b) < 0. Le théorème des valeurs intermédiaires assure l'existence d'au 
moinsl4 un point c de Ja, b vérifiant g(e) = 0. On peut procéder par dichotomie 
pour trouver une suite d'intervalles emboîtés (1, = [a, bs]),en de longueurs 


b—a 
2 


ba = 


{avec Jo = [ao, bo] = [a,6]) contenant un tel zéro de g : il suffit de prendre & = 
À (ao + be) et, lorsque g (co) # 0, de poser ai = ao et bi = co si g (ao) g(co) < 0, 
& = @ et b, = by dans le cas contraire. Lorsqu'on à un encadrement raisonnable 
de c, on peut alors utiliser d'autres procédés d'approximation, souvent basés sur 
des itérations de fonctions : si on peut trouver une fonction f définie au voisinage 
de c telle que, sur ce voisinage, 


gU)=0 f(r)=r 


et si de plus f est k-contractante sur un intervalle [c — à, c+ al, la suite définie 
par le choix d'un uo proche de &” et y = f(ux) convergera vers «, avec (si 
u9 Efc-a,c+al) 


lus — el < K° fo — d 


La convergence sera donc plus rapide si & est proche de zéro. 
On choisit souvent f de la forme 


rw=2-2@ (9 


avec À € R° bien choisi pour que f soit contractante au voisinage de c. Lorsque 
g est de classe C!, on prendra À proche d’une valeur estimée de g'(c), ce qui 
donnera f’(c) & 0 

Par exemple, l'équation 


g(x) = 2cotan x — x = 0 


posséde une unique solution dans l'intervalle ]0, ?[ (comme le montre un gra- 
phique, puis une étude de variation de la fonction). Cette solution n'est sans 


14 


de c sera assurée si on sait par exemple que g est strictement monotone sur [a, 6]. 
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doute pas trop éloignée de la valeur + # 10472, où la fonction cotan prend la 


3 


valeur Li # 0.5773. On estime donc 


g'(c)=-3-2cotc# + 


et on itèrera la fonction 


_, 3 1. 8r<+6cotan(x) 
F{a)= 2 + pote) = EE 

avec ug = 1, on obtient les premiers termes de la suite (les calculs sont effectués 
sur ordinateur avec 20 chiffres significatifs) : 


wo ll. us | 1.0768739865123892446 
ui | 1.0775050632369076562 || ue | 1.0768739863165541385 
u2 | 1.0768890829079821160 || u7 | 1.0768739863119161645 
us | 1.0768743439316892119 | us | 1.0768739863118063231 
Ua | 1.0768739947813842237 || vo | 1.0768739863118037217 


Une améloration est donnée par la méthode de Newton, valable lorsque 
la dérivée de la fonction g ne s’annule pas au voisinage de c. L'idée est alors de 
modifier la définition (+) de la fonction f en 


g() 
z)=z-—— 
=: 
où # est une fonction suffisamment régulière ne s’annulant pas au voisinage de 
c et choisie pour que € soit un point super-attractif de f (on suppose donc au 
moins g et À de classe C!). Comme 


h'(e) _d'@) 
AGE 


Fr) =149() 


et puisque g(c) = 0, la condition à imposer à À est g/(c) = h(c). Comme 
n’est pas connu, on peut prendre pour À une fonction qui vérifie sûrement cette 
égalité : 


On choisira donc 


et la suite donnée par 49 ”proche” de c et 


__ #(n) 

g' (un) 
Cette formule permettant de calculer de proche en proche les termes de la suite a 
une interprétation géométrique simple : «,}1 est l'abscisse du point d’intersection 


Unti © Un 
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Figure 8.14 — Méthode de Newton 


de la tangente à la représentation graphique de g au point M,(u,,g(u,)) avec 
l'axe des abscisses. 

Si g est de classe C? avec g' qui ne s’annule pas au voisinage de c, la fonction f 
est de classe C! au voisinage de c qui en est un point fixe super-attractif. On est 
donc assuré de l'existence d'un à > 0 (pas toujours facile à évaluer en pratique) 
tel que, pour tout choix de uo dans [c— «,c+ a], la suite (CRAN prenne toutes 
ses valeurs dans cet intervalle et vérifie 


lim u=c 
n++00 


On peut mesurer la rapidité de convergence en supposant f de classe C? (donc g 
de classe C5) : si M est un majorant de f” sur [ce — a, c + al, l'inégalité de Taylor 
donne 


unies flux) — fe) = (use) FO +R 


avec 
1 2 
LAPETCE 
Compte tenu de f’(e) = 0, on obtiendra la majoration 
M 
VREN und < lin cf 


et on dit alors que la convergence de la suite vers c est quadratique : pour tout 
choix de wo € [ce — a, c + a], une récurrence simple donnera 


2 [M oi 
VREN fuel < 77 F ho 4] 
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M 
Cette majoration montre que, si par exemple T7 lo — el < 107!, 


fun — | & EAU 


Chaque itération va alors pratiquement doubler le nombre de décimales exactes 
dans l’approximation de € par u,,! 


Si nous reprenons l'exemple g(x) = 2 cotan r—x étudié plus haut, nous aurons 
alors 


g(z) _ 2(x+cotanx +æcotan?z) 2x +sin(2r) 


f@=s- 3+Jcotan7z 3 sinz 


En partant encore de u9 = 1, nous obtenons à présent le tableau 


üo |1. Ju 1.0768739863118036586 
u | 1.0743052264367312409 | us | 1.07687398631 18036586 
u2 | 1.0768714157682977094 | ur | 1.0768739863118036586 
us | 1.0768739863092396755 | us | 1.0768739863118036586 
Us | 1.0768739863118036586 || wo | 1.07687398631 18036586 


La convergence ultra-rapide de cette méthode peut être appliquée également 
à l’extraction de la racine p°"° d’un réel positif a : pour p entier supérieur à 2 et 
a > 0, on prendra 


g(æ)= za 
et donc la suite récurrente 


_t@=lut+a 


Untt = 
pur 


{le cas p = 2 correspond à une suite étudiée à l'exercice 8-8.1) initialisée par un 
choix ’convenable” de 49. 
De même, avec p = —1, on obtiendra une suite récurrente 


Ungi = Un(2 — aux) 
: : " 1 5 
qui permet, pour un choix convenable de uo d'approcher anne faisant que des 
multiplications. On pourra ainsi ”calenler” 
b 
==bx 1 
a a 


pour a et b réels à l’aide de multiplications. 
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8-9 Exercices 


EXERCICE 8-9.1 Soit f croissante de [to, +-co[ dans ]0, +co[ telle que 


fx) _ 
ah fa) 
Etudier pour € > 0 lim fl puis lim, “tel , 


EXERCICE 8-9.2 Soit F :R -> R deux fois dérivable, avec F et F” bornées. Montrer 
que F' est bornée et que |F'{2, < 2|FlellF"Ilo. (On pourra utiliser la formule de 
Taylor pour évaluer F(x + h)). Même question lorsque F est définie sur R+.Montrer 
que, si g est C? sur [a, +oc[ avec g” bornée et g tendant vers 0 à l'infini, alors g’ tend 
aussi vers Q à l'infini. 


EXERCICE 8-9.3 Soit J = [a,b], dé [a,b] et f € C'[a,b] telle que f{a) = f(b) = 0. 
Montrer qu'il existe une tangente au graphe de f passant par (d, 0). 


EXERCICE 8-9.4 Soit f une application C? de [a, b] dans R telle que f(a) = f(b) = 
Montrer que : 


Geeta5) Gecleo) ft) = 960 pre) 


Généraliser. 


EXERCICE 8-9.5 Soit P ua polynôme de degré impair de R[X] et f € C©(R,R) tels 
que 
VEN, VreR, |) < |P()| 


Que peut-on dire de f? 


EXERCICE 8-9.6 Soit f : R°* > R avec, au voisinage de 0 f(t) = ? — at® + o{t®) où 
a>Deta>l. 


1. Montrer que, pour to assez petit, le suite tu41 — (ta) est définie et converge 
vers 0. 


2. Trouver b et 8 indépendants de 9 tels que pour n — +00 on ait {, + bn£. (On 
pourra chercher + € R tet que {% — A ait une limite non nulle). 


8. Etudier les exemples f(x) = sin(x) et f(x) = In(1 ++). 
EXERCICE 8-9.7 Soient 73, ,z, € R°*. Montrer que 
Ent Tn 


nt + + 
Zn æ1 


EXERCICE 8-9.8 Soit f une application convexe de R*+ dans R. 
fe ) 


1. Montrer que = admet une limite { dans À quand x tend vers +00. 


2. Montrer que, si { < 0, f est décroissante, 


3. Montrer que, si 1€ R, x > f(x) — Ir admet une limite dans R en +00. 
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L 


L L 
EXERCICE 8.9.9 Déterminer lim (*#22)°. 
: 2 


ï 
+70 
EXERCICE 8-9.10 Soit f :R°* -+ R Lelle que lim f(x) = 0 et 

3 €J0,1[ ER 3€ R°* fa) fÜx)= ax (r-0) 


Montrer que f(x} = + (x +0). 


x 
EXERCICE 8-9.11 Pour n € N° trouver les zéros de f{*} avec 
f{e) = In(1 + x?) — Arctan(z) 

EXERCICE 8-9.12 Soit P, (x) = 2" - nz+ 1, et u, la plus grande racine de P,. 

1. Montrer que la suite (,)hen admet une limite { à déterminer. 

2. Trouver un développement asymptotique de 4, comportant trois termes. 

L 

EXERCICE 8-9.13 Soit / : R-+R avec f{2) = (ch(z))* si z # 0 et (0) = 1. 

+ Caleuler lim f = a et lim / = b. 

® Variations et graphe de f. 

+ Montrer que f admet un développement limité en 0 à tout ordre. 


e Montrer que lorsque x-+ + co, f admet un développement asymptotique de la 


forme 
be 1 
= EE + (2) 
k=0 
+00 be 
et que, pour x donné, on n’a pas f(x) = D Æ 
#=0 


EXERCICE 8-9.14 Soient 2 et v deux fonctions définies au voisinage de 0 avec 
Vr #0 u(r) # v(z) 


On suppose que lim « = lim v = 3, Calculer lim 2 : 
0 0 0 u-v 


(ro) 


EXERCICE 8-9.16 Soient 1 < & « ::- < a, n réels. Quel est le nombre de solutions 
de l'équation 


EXERCICE 8-9.15 Calculer Jim 
n—+ +00 per! 


af af = À 


lorsque À est un réel donné? Si x4 est solution, donner un équivalent de z4 pour 
A + +00. Pousser plus loin le développement asymptotique. 
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EXERCICE 8-9.17 Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions 


ane) = cos (© 


Trouver toutes les fonctions f : R — R continues en 0 et vérifiant 
2? 
VzER f(2r)—exp G) cos(z) f(x) 


EXERCICE 8-9.18 Soit f : R—R continue telle que V(z, y) € R? 1/(z)-/(u)l > Ir-vl. 
Montrer que f est bijective, 


EXERCICE 8-9.19 Soit f :R — R. On suppose qu'il existe a > 1 et c > O tels que 


Vr,y (f()- FI cz —#l° 
Que peut-on dire de f? 


EXERCICE 8-9.20 Soit f : R—> R deux fois dérivable. On suppose qu'il existe a € R 
tel que 


Lim J'@)+af"(s)=1eR 


Que peut-on dire de im 


ho 


SG)? 
+ 


EXERCICE 8-9.21 Soient «, et b, deux suite de réels > 0, avec AURA =a>0 
et ALLUR b5 = b > 0. Si p et g sont deux réels strictement positifs avec p + q = 1, 
déterminer lim (pas + 96)". 

+40 


EXERCICE 8-9.22 Soit f dérivable : [a, 0] -+ R avec f’{a) = f'(b) = 0. Montrer qu'il 
existe c éJa, b tel que f'{c) = 10-J0, Interprétation géométrique ? 
EXERCICE 8-9.23 Soit f une fonction à valeurs réelles quatre fois dérivable au voi- 
sinage de 0. Si f”(0) 4 0, montrer que l'égalité f(x) = $(0) + zf'(&#()) définit une 
unique fonction z +> (x) sur un voisinage de 0, à valeurs dans (0, 1]. Montrer que # 
possède un développement limité d'ordre 2 en 0, dont on donnera la partie régulière. 


EXERCICE 8-9.24 Soient (c)1giep P réels non tous nuls et (ai)1gicp p réels tels que 
» 
a << ap. Montrer que l'application z —+ ŸÙ c; exp{aix) admet au plus p—1 zéros. 


isl 
Soient (œhigign r réels et (B;)1gign n réels tels que ai < ++: < a, et Ai <-:-< 8. 
Montrer que detM > Q avec M = (exp(aif;)}1gi.jen- 


Chapitre 9 


Séries dans un espace normé 


9-1 Convergence d’une série 
Dans tout le chapitre (E, || ||} est un K-ev normé ( K = R ou € ). Lorsque 


(E, || |) = (K,] |), les séries étudiées seront dites séries numériques. 


9-1.1 Série convergente 


DÉFINITION 9-1.1 Soit {u,),en vne suite d'éléments de E. On appelle série 
de terme général u, la suîte ($,) ex de E° définie par 


k=0 


SA est appelée somme partielle d'ordre n de la série. Lorsque la suite $, converge 
dans (E, | ||), sa limite 


S$S= lim 5 
++ 


esl appelée somme de lu série de terme général un, et on écrit symboliquement 


oo 
$= D uk 
40 
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+00 
Attention! Le symbole Yu n’a de sens que si l'on sait que la série est 


k=0 

convergente. Toute manipulation formelle de ce symbole ne peut être tenue 
comme valable que si l’on sait (ou l'on admet provisoirement) la convergence 
de la série. Lorsque la suite des sommes partielles ne converge pas, la série est 
dite divergente. Nous noterons en abrégé 


* Sun CV” pour ”la série de terme général u, est convergente” 
Su DV” pour "la série de terme général u, est divergente” 
Si le terme général w, n'est défini qu'à partir d’un rang #9, on dira, par abus 


de langage que la série de terme général w,, est convergente si la suite S, = D uk 


k=ne 
+ 


définie à partir du rang nç) possède une limite $, qu’on notera alors us. Ces 
2 


kan 
notations sont cohérentes, comme le montre la proposition : 


PROPOSITION 9-1.2 On ne change pas la nature (convergence ou diver- 
gence) de la série 31, en modifiant un nombre fini de termes de la suite 
u,. La somme se transforme de manière évidente. 


Démonstration : Si (v,),en est une suite de E telle que 


Vn> no Un = Un 


n n 
on a alors, en notant U, = Y u et VW, = Y Uk 
k=0 #=0 


so 
Vn>no Un-Va= Yu — ve) 


40 


La différence U, — V, étant constante à partir d'un certain rang, la 
suite U, est convergente si et seulement s’il en est de même de la suite 
V,. Dans le cas de la convergence, on a alors 


+ +00 50 ro 
Du-Eu=ju-ju æ 
= k=0 k=0 k=0 


Il en résulte que les théorèmes de ce chapitre, énoncés souvent avec une hy- 
pothèse sur le terme général , supposée vérifiée pour tout cntier n, voient leurs 
conclusions qui subsistent (avec parfois une légère modification) lorsque u, ne 
vérifie l'hypothèse qu’à partir d'un rang no. 


DÉFINITION 9-1.3 Si Du est une série convergente, on appelle reste d'ordre 
n de cette série la différence 


#ce n 
Fa = Du Du 


#=0 k=0 
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C’est donc 
= li — ÿ u= lim u 
RER Ne 
k=0 k=0 k=n#i 


ce qui justifie l'écriture 


+0 
R= ÿ 


kan+l 


Cette écriture n’a évidemment de sens que lorsque la série est convergente. Il 
serait ridicule de parler de reste pour une série divergente. 


EXEMPLE 9-14 Sé 
convergente (dans €) 


géométrique : Si a € €, la série de terme général 4” est 
si et seulement si [a| < 1. On a dans ce cas 


Démonstration : Si a = 1,on a DD jh 


k=0 
Sia£l,ona 


= n + 1, suite qui diverge. 


k=0 


Lorsque [a| > 1, on a [S, — 5,_;| > 1, ce qui montre que la suite 5, 
ne peut converger. Dans le cas où [a] > 1, on a d’ailleurs 


Les opérations sur les suites permettent de définir les opérations analogues 
sur les séries. On appellera somme des séries de termes généraux u, et v,, la série 
de terme général w, = u, + v,. Comme 


Eux = But Du 
k=0 420 =0 


il est clair que la somme de deux séries convergentes est encore convergente et 
que, dans ce cas 


+0 oo +o0 
Dune ut 3e 
k=0 K=0 #=0 


On définira de même le produit d’une série par un scalaire. Il est alors clair que 
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PROPOSITION 9-1.5 S(E) = {(u),en € E* | D'un CV} est un sous-espace 
vectoriel de E", et l'application 


400 
S+E = (un)ien D 
ku 


est un morphisme d'espaces vectoriels. 


Il est d’ailleurs facile de voir que, si deux des trois séries Jus, Du et 
XL (un + vA) convergent, la troisième est aussi convergente. Par contre, la somme 
de deux séries divergentes peut fort bien être convergente. Il suffit par exemple 
de prendre v, = —u,, avec Ju, DV. 

Lorsque l’espace E est de dimension finie, on sait que la convergence d’une 
suite peut se lire coordonnée par coordonnée dans une base de E. En conséquence 


PROPOSITION 9-1.6 Si dimE est finie et B = (e1,.… ,e,) est une base de 
E, pour 


ei avec (r),en € K° 


» 
Un = > 


Zur CV si et seulement si pour : =1,...,p ju, CV, et on a alors 


+00 P f+e 
Du (Eu) 
=0 ini \kco 

En particulier, une série complexe converge si et seulement si les séries des par- 
ties réelles et imaginaires convergent. L'exemple de la série géométrique montre 
cependant qu’une série à termes complexes s'étudie souvent sans séparer les par- 
ties réelles et imaginaires. 


9-1.2 Condition nécessaire de convergence 
THÉORÈME 9-17 Si (u,),en € E" et si la série 3}, converge, alors 


lim un = 
nee 


Démonstration : Il suffit de remarquer que w, = $, — 5,1. M 
Attention! cette condition n’est pas suffisante pour assurer la 


convergence de la série! 
Le contre-exemple de la suite réelle 


1 
u, =ln (: + 5 pour n >1 
n 
«donne en effet lim u, = 0 mais 
400 


N N 
DE £ us 1)—Inn) = In(N+1) 2, +00 

ON DIRA QU'UNE SERIE DIVERGE GROSSIEREMENT SI SON 
TERME GENERAL NE TEND PAS VERS Os. 
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9-1.3 Cas d'un espace complet 


Lorsque (E, {| ||} est complet (ce qui est le cas si E est de dimension finic, en 
particulier dans le cadre des séries numériques), une condition nécessaire et suf- 
fisante pour que la suite des sommes partielles soit convergente est qu’elle vérifie 
le critère de Cauchy. Soit ici 


THÉORÈME 9-18 Si (E, || |) est complet, la série de terme général u,, est 
convergente si et seulement si 


Ve>0 INEN Vn>N VpeN [futur +: +unp]l <E 


Ce critère sera rarement utilisé Lel quel, mais interviendra très souvent de 
manière cachée (notamment dans l’étude de la convergence absolue). Sa négation 
est parfois commode pour prouver la divergence d’une série (même si l’espace n’est 
pas complet), sous la forme suivante : 


COROLLAIRE 9-1.9 Si on peut trouver deux fonctions strictement crais- 
santes y, et, :NNavecVn ÿ,(n) <ç2(n) telles que 


+aln} 
D «x ne tende pas vers ÜE pour n — +00 
kser(n) 


alors 3 u, est divergente. 


Démonstration : On remarque en effet que, dans le cas de la 
convergence 


sat) 


Du = Sestn — Sintny=s 


&=vi(n) 


tend vers Op comme différence de deux suites ayant la même limite. 
z” 


EXEMPLE 9-1.10 Divergence de la série harmonique. La série de terme 


Le L ke 
général u, = — (pour n > 1) est divergente. 


En cffet 
1 l 1 
Sam rtepot +3 
est somme de n termes tous plus grands que _ ce qui montre que 
1 l 
San — Sn > RTS 


EXERCICE 9-1.11 Existetil une injection  : N° -> N° telle que DE soit 
convergente? 
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9-1.4 Relation suite + série 


D'un point de vue théorique, il n’y à aucune différence entre la notion de suite 
et celle de série : étudier la série de terme général u,, c’est étudier la suite des 
sommes partielles. Simplement, parce que le terme général s’écrit 

Sn = uo+u+...+u 


nous obtiendrons dans ce chapitre de nombreux résultats qui, à partir d’hypo- 
Uhèses sur u,, permettront de conclure à la divergence ou à la convergence de la 
suite $,. 

Ces résultats pourront ensuite être appliqués pour étudier des suites, à l’aide 
du résultat élémentaire suivant : 


PROPOSITION 9-1.12 Si (+,),.7 est une suite de vecteurs de E, on appelle 
série télescopique associée à cette suite la série de terme général 
Un = Va — Uni 


La suite de terme général v, et la série de terme général v, sont de même 
nature (toutes deux convergentes ou divergentes) puisque 


n 
> Uk = Un — Va 


k=1 


Dans le cas de la convergence on à 


+o 

Du= lim v, — vo 
no 

k=D 


À l'inverse, une série dont le terme général peut s'écrire u, = %, — vai 
avec v, ”simple” peut s’étudier facilement, puisque la suite des sommes partielles 
s'exprime simplement. 

EXEMPLE 9-1.13 Convergence et somme de la série de terme général 
e l 
_ nn+l{(n+2)..(n +) 


On remarque que 


Un où pe N'estfixéetn > 1 


£ 1 sl 
DR CET CES RCE TES CES CE ENCET) 


ce qui donne facilement 


= 1 1 
DRE CE SU CE TENTE T) 


#k=1 


et prouve la convergence de la série, avec 


+os 1 
Du 
k=0 PP 
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EXERCICE 9-1.14 Convergence et somme de la série de terme général 


= arct: 1 our > | 
uns arctan (=) P > 


1-1 
nn 


{Indication : Finti RE : 


9-1.5 Regroupements de termes 


On s'intéresse ici à des regroupements de Lermes consécutifs, c’est-à-dire que l'on 
considère une application 


p:N—N 


strictement croissante et vérifiant 4 (0) = 0. Si (an), est une suite de vecteurs 
de E, on considère la suite 


etr+1)=1 


PROPOSITION 9-1.15 Si Su, CV, 


n est de même de 3, et 


+0 400 
u-ÿu 
k=0 k=0 

Démonstration : 1] suffit de remarquer que la suite des sommes 


partielles de la série de terme général v, est extraite de celle de la 
série de terme général u,, puisque 


n gta+1)-1 


Lu y u M 


k=0 =0 


Bien sûr, il n'y a pas de réciproque, puisque l'exemple de la série divergente 
de terme général &, = (—1}" donne une série convergente si on groupe ses termes 
deux par deux. 

Par contre, si u, Ares Ûg, on a une réciproque partielle, pour peu que les 


tailles des paquets restent ”raisonnables” : 


PROPOSITION 9-1.16 Si lims.ssce un = O et si la suite ( (n + 1) p(r)}en 
est bornée, la convergence de la série de terme général 


gin+1}-1 
Un = D Uk 
k=y(n) 


entraîne celle de Ju, vers la même somme, d'après la proposition précé- 
dente. 
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Démonstration : Définissons 


Ps nan 


k=0 k=0 


Par définition de la convergence, on peut trouver, pour £ > 0 fixé, un 
rang N, tel que 


" 
n>Nælv-ÿu 


x=0 


= IV Sepa-ll < € 


Il existe de plus un rang M tel que & > NM æ [[uxl| <e. Posons enfin 
M = sup{g(n + 1) p{n)}.en. Soit n > max(p(N.), Mi). Il existe 
alors un unique entier p> N, avec 


p(p)<n<v(p+1) 
et on peut écrire 
vlp+1)-1 
IV SV Salt 7 luall 
ken 
par inégalité triangulaire. Compte tenu du choix de p, on a 


n > max(p(N),N9) à IV — SI < 6+ (ptp+1)=n)e < (M + 1)e 


ce qui donne bien la convergence de $, vers V. 


Il est à remarquer que, sans l'hypothèse de majoration du nombre de termes 
dans un paquet, le résultat précédent est en défaut. Prendre par exemple la suite 


un dont les termes seraient 
bee fit TE 
2 5)'\3'33 


les parenthèses correspondant aux groupements de termes. 


9-2 Séries à termes positifs 


On s'intéresse dans cette section aux séries à termes réels positifs (éventuellement 
à partir d’un certain rang). C’est un cas très important en pratique car, même 
dans le cas de séries dans un espace vectoriel normé (complet), de nombreuses 
convergences de séries pourront êlre prauvées en se ramenant à travailler avec 
des séries à termes positifs (voir la section sur la convergence absolue). 


9-2 Séries à termes positifs 385 


9-2.1 Résultat de base 


THÉORÈME 9-2. Si (u,),.7 est une suite de réels positifs, la suite des 
sommes partielles de la série de terme général v,, est croissante. La série 
un est donc convergente ssi la suite des sommes partielles est majorée. 
On a alors 


S te = sup 5» uk 
#=0 EN x =0 

Si la séric est à termes positifs à partir d’un rang ñ0, on a une conclusion ana- 
logue en considérant la suite des sommes partielles à partir du rang no. Lorsque 
la série est divergente, les sommes partielles divergent vers +00. C’est pourquoi, 
pour une série à termes positifs, la notation Du, CV est parfois rem- 
placée par Du, < +oo. Cette dernière écriture est à proscrire dans le cas de 
séries réelles dont le terme général n'est pas positif, a fortiori dans le cas de série 
vectorielle ! 

L'hypothèse u, > 0 est évidemment indispensable pour appliquer le théorème 
précédent. Voir le contre-exemple u, = (—1)". Bien sûr, tous les résultats qui 
suivent peuvent être modifiés de façon simple dans le cas de séries à termes 
négatifs (à partir d’un certain rang). Il suffit dans ce cas de remplacer , par 
—Un. 


9-2.2 Comparaison de séries à termes positifs 


9-2.2.1 Majoration. Domination. Equivalence 


THÉORÈME 9-2.2 Soient (u.),en et (ven € (R*)". Si, à partir d'un 
certain rang 
Un € Un 


on a 


Du CV + Su CV 
us DV = Due DV 


Démonstration : On peut bien sûr supposer la majoration valable 
à partir du rang 0. On a alors 


VREN U,= = Qu < = Su 
k=0 
Si la série }_ v, converge, la suite V, est majorée. Il en est de même 
de la suite U,. Lorsque AU Un = +00, il en est évidemment de 
même de la suite V,. 
EXEMPLE 9-2.3 Pour n >2ona Le ge 
nor 


même 


et donc L+ —= est divergente. De 
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ae fi : 1 
(série télescopique) et donc Y = est convergente. 


La quasi-totalité des ”critères de convergence” pour les séries à termes po- 
sitifs ne seront que des réécritures du théorème précédent, avec un vocabulaire 
différent. Il faudra donc garder à l'esprit que l'hypothèse de termes positifs est 
fondamentale ! 


COROLLAIRE 9-2.4 Si u, et v, > 0 avec u, = © (v,) pour r — +00, alors 


D va CV = Sun CV 
un DV + Der DV 


Le résultat précédent est évidemment assuré sous l'hypothèse plus forte de 
négligeabilité u, = o(v,) (n — +00). 


Par contraposée 


COROLLAIRE 9-2.5 Si «, > 0 à partir d'un certain rang, et s'il existe deux 
réels a et b > 0 tels que 


% 
Vn>ne 0<a<"=<b 
Un 


alors les séries 34, et Ÿ] v, sont de même nature. 


Démonstration : On a certainement v, > 0 à partir d’un certain 
: Li Fe 
rang puisque le rapport —= est positif. @ 
Vn 


COROLLAIRE 9-2.6 Si «, > 0 à partir d'un certain rang et si 


Un Un 
400 


alors les séries 3ju, et }'v, sont de même nature. 


Démonstration : L'équivalence entraîne l’existence d’un rang à 
partir duquel 


1 
gt < Un < 2ün 
(parce que u, > 0). M 


Si l’on veut résumer (forcément de manière imprécise) ce qui précède, on peut 
dire que, plus le terme général (d’une série à termes positifs) tend rapidement vers 
0, plus cette série a de chances de converger. Etudier une série à termes posi- 
tifs, c’est essentiellement peser” convenablement son terme général. C'est l’idée 
simple qu’il faut garder à l'esprit, plutôt que d'essayer d’appliquer aveuglément 
un certain nombre de "règles de convergence”. 


EXERCICE 9-2.7 Nature de la série de terme général 


n° 


DT TE 
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EXERCICE 9-2.8 Si p € N, nature de la série de terme général 


114 2!+etnl 


MT ME) 


EXERCICE 9-2.9 Si v, > 0, montrer que Lun et EL — sont de même nature. 


1+ 


9-2.2.2 Comparaison logarithmique 


Lorsque le terme général u, se présente sous forme de Rpoduits d’un nombre de 
plus en plus grand de termes, c'est plutôt le rapport == FR à ’on étudie, si le 
calcul de ce rapport s'accompagne de simplifications. On utilise alors le résultat 
du théorème 8-3.4 : 


THÉORÈME 9-2.10 Si u, > 0 et v, > Ü avec #< < 2e à partir d'un 


certain rang, alors 


Son CV = Sun CV 
EXEMPLE 9-2.11 Nature de la série de terme général 


+ 1){n +2): 20 


nm 
On évalne ici 
Ung _ 2(n+1)(2n+1)n° 1 __n+2 4 
= rs = T7 + = 
Un (n +1) Tr G+1)" n n#we 
A : Uni 1 
À partir d'un certain rang > 1 = 5, et donc 1 = Oux) pour r — +00. 
un 


D un DV donc (car son terme général ne rend pas vers (). 


9-2.2.3 Séries de Riemann 


: re 4 JL 
Il s'agit des séries de termes généraux u, = —, avec n > 1 et a € R°+. Ces séries 


serviront souvent de séries de référence pour SPAS les théorèmes de compa- 
raison qui précèdent. On a vu précédemment que cette série diverge pour a = 1, 
donc par minoration diverge pour à < 1. On a vu également précédemment la 


convergence de D} 73 Par majoration, on en déduit la convergence des séries de 
Riemann pour a > 2. Il reste donc à traiter le cas a €]1, 2. 


THÉORÈME 9-2.12 La série de terme général 
1 
Un = Fa pour (n2>1) 


est divergente pour à < 1 et convergente pour a > 1. 
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Démonstration : Pour a > 1, on a, par inégalité des accroissements 
finis 
(a- 


Grp Su 


L 1 
ai <(a-1)2 


D : a {n +1) 


ce qui donne facilement 


1 1 1 1 
nano a 1 [nt (n+1)7 
terme général d’une série télescopique convergente, puisque, pour a > 


1, la suite 


1 
est convergente. M 
noi ë 


Le résultat précédent permettra de traiter toutes les séries réelles dont le terme 


général &, est un infiniment petit ayant un ordre dans l'échelle de comparaison 


1 ee ; È Re : 
Gi) Plus généralement, si on peut majorer (à partir d’un certain rang) 


c 
‘tn > 0 par un terme de la forme — avec « > 0 constant et & > 1, on pourra 
ne 
A : : € 
conclure à la convergence de > u,. Inversement, une minoration par — avec 
es 


< 1 permettra de conclure à la divergence de Sun. 


EXERCICE 9-2.13 Nature des séries de termes généraux 


-n} 
de q-2) n m= (a?) 
n n 


EXEMPLE 9-2.14 Séries de Bertrand : discuter suivant les valeurs de a et 
BE R la nature de Du avec 
_ L 
n° (Inn)” 
Le comportement à l'infini de u, est d’abord dicté par la valeur du paramètre 


a. C'est donc d’abord selon a qu'est menée la discussion. Ensuite, c'est fort 
probablement la position de a par rapport à 1 qui intervient, car u,, est proche” 


il 
CAUSE 
° Si a > 1, on pense que la série converge. Pour le prouver, on cherche à 

majorer par une série convergente. On pourra choisir 7 €]1, a{ et remarquer 


qu'alors 
1 
Un = O[— 
+400 nt 


e Si a < 1, on aura de même, pour 7 Ela, If 
1 


nana En) 


pour n >2 


de dans l'échelle de comparaison (à l'infini) . Plus précisément : 
ne 


ce qui prouve cette fois par minoration la divergence de Ÿ us. 
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e Sia = 1, la série est certainement divergente pour 8 < 0, puisqu'alors 
u, est minoré au voisinage de l'infini par —. Si on se limite aux valeurs 


positives de 8, on pourra prouver la convergence de Yu, pour 8 > 1, et la 
divergence pour 8 < 1. On pourra par exemple, comme on l'a fait pour les 
séries de Riemann, chercher un équivalent au voisinage de +00 de 


l l 
ST TICE SL 
et ajuster la valeur de + pour obtenir la nature de la série Dur (utiliser 


l'inégalité des accroissements finis). Nous reverrons l’étude du cas à = 1 
dans la section 9-2.3). 


9-2.2.4 Comparaison avec une série géométrique : règle de 
D'Alembert 
Nous disposons à présent des séries de Riemann comme séries de référence. Un 


autre type de série (encore plus simple) est d’un grand secours : les séries géo- 
métriques, puisque pour a > 0 : 


O<a<læ Da CV 
Le théorème de comparaison logarithmique donne immédiatement : 


THÉORÈME 9-2.15 Si u, > 0 à partir d'un certain rang et si on peut trouver 
deux réels a et b > 0 tels que 


Vn>no a<=#<b 
alors 
b<l= ÿu, CV 
a>1= ue DV 


On peut d’ailleurs dire que, dans le cas & > 1, la suite u, est croissante à 
partir d’un certain rang, et que par conséquent la série est alors grossièrement 
divergente. Dans le cas a > 1, on a d’ailleurs lim Un = +00. 

+00 


Encadrer une suite à partir d’un certain rang”, c’est souvent Calculer une 
limite. Du théorème précédent découle la règle de D’Alembert : 
COROLLAIRE 9-2.16 Si ,, > 0 à partir d'un certain rang et si 


Uni , S+ 
lim —# = ! existe dans R 
n4+ Un 


alors 
l<1= Yu CV 
1>1= Dun DV 


Dans le cas / = 1, on ne peut conclure, sauf si la limite 1 est atteinte par 
valeurs supérieures, auquel cas la série est grossièrement divergente. 
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Démonstration : Si { < 1, on choisira € > 0 avec {+e < 1, 
Un+i 


et on aura, à partir d’un certain rang <l+e, ce qui permet 


n 
de conclure à la convergence. Même raisonnement si { > 1, où l'on 
choisira cette fois € > O avec [—e > F 


Les exemples u, = —> et un = F montrent que { = 1 est un 
cas d’indétermination (sauf si la limite est atteinte par valeurs su- 


périeures). 


EXERCICE 9-2.17 Discuter selon les valeurs du réel a > 0 la nature de la série 
(n+1)(n+2)-.2n 
u, = HU FE)" "ER 


nier 


(indication : dans le cas d'indétermination, chercher un équivalent de In (24) pour 
Un 

conclure à la divergence). 

EXERCICE 9-2.18 Règle de Cauchy. Enoncer des résultats analogues à ceux qui pré- 


cèdent en faisant des hypothèses sur la suite /&x. Discuter en fonction de z > 0 la 
convergence de Du, avec 


= tn 


m7 net 


9-2.2.5 Exercice :. Comparaison logarithmique à une série de 
Riemann 


1 
On remarque que, pour v, = mu 


1 
i-T4o(e) pour # —+ +00 
ñ ñ 
et l'on sait que 


SE -cver>i 
— 


En s'inspirant de la démarche suivie pour l'étude des séries de Bertrand, mon- 
trer que, si u, > 0 à partir d’un certain rang, et si 


d a 1 
=1l—-—-+0|—7} pour n — +00 
n ñn 


un 


alors, si a > 1, la série DD u converge. Si a < 1, la série diverge (c'était évident 
si a < 0). 


EXERCICE 9-2.19 Pour a > 0, nature de la série de terme général 


Li 
a@+D-{atn) 


Un 
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9-2.3 Comparaison à une intégrale 


Rappclons d’abord quelques résultats sur lesquels nous reviendrons dans un cha- 
pitre ultérieur d'intégration : 

Si f : {0,+o0[—+ R+ est une fonction continue par morceaux positive, la 
fonction 


re [ro 


est croissante sur [0,+oo[. Si elle est majorée, la fonction f est intégrable sur 
Rt, et 


400 
Ls-f FUU)dt 2 lim F (a) 


THÉORÈME 9-2.20 Soit f : [0,+oo[-+ R* continue par morceaux, posi 
et décroissante. On pose u, = f(n). Si f est intégrable sur R*, la série 
Lun est convergente. Si f n'est pas intégrable, alors > us DV. 


Démonstration : Remarquons que le résultat persistera si f est 
positive décroissante sur une demi-droite [r9,+oo[. La décroissance 
de la fonction f donne évidemment 


p+l 
VEN fG> [" fo&>fE+1) 
P 


. x 
En notant F(x) = Î f (#)dt et comme d'habitude $, = Yu, on 
& k=0 


obtient facilement 
F , 
vn_ { ru <s,< + f fat 
( 0 


{voir figure 9.1). Il en résulte aisément que, si F est bornée sur R*, il 

en est de même de la suite (S,),en. De même, si la série Du CV, 
+co 

on a, pour tout n, F(n) < Jus, ce qui prouve l'intégrabilité de f, 
re 

vu la croissance de F. 


EXEMPLE 9-2.21 Nature de Ÿ) 


1 
& (série de Bertrand dans le cas ”dou- 
n(inn) 
teux”). On démarre ici avec ñn = 2. On à alors ++ f(x) = En cest unc 
æ(Inx 
fonction décroissante au voisinage de +00 (c’est clair si 8 > 0, seul cas à vérila- 
blement étudier, puisque la divergence de la série est évidente lorsque 8 & 0) et 


pouræ>2 
fe dt 1 1 | 
2 tOnt) 1-8 (Int F 
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PA 


IKKS 
RKKKKJ 


4 


Figure 9.1 — Comparaison d’une série et d’une intégrale 


si 8 % 1, alors que 


= dl z 
[ T0 * {in (Int); 


On s'aperçoit alors que f est intégrable sur [2, +oo[ ssi 8 > 1, ce qui donne la 


condition nécessaire et suffisante pour que Ÿ 7 TP 
n(lnn 


Une étude un peu plus précise des encadrements obtenus dans la démonstra- 
tion donne : 


COROLLAIRE 9-2.22 Sous les hypothèses du théorème précédent, et dans 
le cas où 5 f(n) diverge, la suite 


a= f'roa-Y1® 
0 k=0 


est monotone bornée, donc convergente. Les "infiniment grands” S, et 
{ f({t) dt sont donc "parallèles". 
(2 


Démonstration : On à 
n+i 
ua [7 Ja-fm+0>0 
ñ 
ct donc la suite À, est croissante, On a de plus, d’après les enca- 


drements obtenus précédemment 5, > F(n+1) > F(n), et donc 
Au < 0. La suite À, est donc convergente. M 
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On peut énoncer différemment à la fois le théorème précédent et son corollaire : 


THÉORÈME 9-2.23 Si f : [0,+oo{- R+ est continue par morceaux positive 
et décroissante, la série de terme général (positif) 


- [" 104 


EXEMPLE 9-2.24 Constante d’Euler : la fonction tr ï est décroissante 
non intégrable sur [1,+oo[. La suite 


est convergente. 


est donc convergente, et on définit la constante d'Euler par 
4 1 1 1 
1e he (454) in 
On démontre que y & 0.5772156649... 
Dans le cas de la convergence, on obtient facilement un encadrement des restes 
de la série D f{n) 


COROLLAIRE 9-2.25 Lorsque f est positive, intégrable décroissante sur 
[e,+oo[, on a 


n>as [7 joa<r= À r@< [rw 


Kant 
Démonstration : Sin > a, la fonction f étant décroissante sur 
[r, +oo[ 


k+l 


Vk>n+l rwa<s@< f° fat 
k k=] 


Il reste ensuite à sommer pour & variant entre n + 1 et N et à faire 
tendre N vers +00. M 


EXEMPLE 9-2.26 Reste de la série de Riernann : pour « > 1, montrer que 


l 
RE Z ES nice [a 1}nei 


Pour Lerminer, il faut remarquer que l’idée maîtresse de cette section, qui 


consiste à approcher” la somme Ÿ f(&) par fr f (t) dt peut être utilisée lorsque 
k=0 

f est une fonction croissante (on travaillera encore par encadrements) où même 

dans le cas de fonctions vectorielles, où l'on utilisera alors l'intégration par parties 

lorsqu'elle est possible (voir section 12-5.2). Donnons ici simplement un exemple : 


394 Chapitre 9 : Séries dans un espace normé 


EXERCICE 9-2.27 Discuter en fonction de a la nature de la série de terme général 


re 


Me {In a) 


(on cherchera un équivalent de In n!). 


9-2.4 Sommation des relations de comparaison 


9-2.4.1 Cas de séries convergentes : restes 


THÉORÈME 9-2.28 Soient u, et v, > 0 deux suites réelles positives. 


suppose que la série Su, CV. 


dos 40 
o Sius =. O(v,) alors DE 50 y «) 


k=n+1 k=n+1 
oo +00 
o Siu, = ofvx) alors Du = 0 vw 
nt n+too 
=n+l k=n+1 


400 +00 
e Siu,  v, alors )2 ue D %% 
+ n++00 


kznti kznti 


Démonstration : Remarquons d’abord que l'hypothèse de conver- 
gence de DD vA et les hypothèses de majoration entraînent l'existence 
des restes des séries, infiniment petits pour n —? +oo que le théo- 
rème permettra donc de comparer. Faisons la démonstration dans le 
cas de l’équivalence, les autres cas s'étudiant de façon analogue. Si 
Un To ve CR peut trouver, pour € > Ü fixé, un rang M, tel que 


> Ne (1 é}us & ue & (1+e)ve 


{on notera l'importance de l'hypothèse v; > 0). On a alors, pour 
m>n>M 


U—e) Ÿ ve < Ÿ ue &(L+E) Ÿ vx 
k=n+1 kæntl k=nt! 


ce qui donne, en faisant tendre m vers +00 
Es CES Vue (1+e) Su 
kzn+i k=n+i k=n+i 
ce qui prouve l’équivalence des restes. 
EXERCICE 9-2.29 Donner des équivalents, pour n —+ +00 de 


1 LE VE 


+0 
DEEE % Ze 


On 
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9-2.4.2 Cas de séries divergentes : sommes partielles 


Si D v DV avec v, > 0, il n’est plus question de parler de reste pour cette série. 
Par contre, les sommes partielles 


: 
Me Qu 


sont des infiniment grands pour n -+ +00. On obtient des résultats analogues à 
ceux de la section précédentes : 


THÉORÈME 9-2.30 Soient «, et v, > 0 deux suites réelles positives. On 
suppose que la série ©a DV. 


a 
e Siu, ee Ov.) alors Zu ne 


k=0 


e Siu, = ofv,) alors Du = 0 % 
n++00 n-400 rars 


n 


n 
e Siu, vw, alors D 27 D 
n+400 pers +400 


k=0 


Démonstration : Remarquons que, dans le cas de la domination 
ou de la négligeabilité, on n'a pas d'informations sur la nature de 
la série Du. Il est à noter que dans ce cas, les conclusions du 


n 

théorème ne sont significatives que lorsque 3 u, DV (sinon D 
40 

possède une limite réelle, et est donc négligeable devant V,). Faisons 


la démonstration dans le cas de la négligeabilité : on pose U, = Ÿ ur 
k=Q 
= 
eV = Du. Si e > 0 est fixé, on peut trouver un rang N tel que 
k=0 


KE>N = 0<ux <Evk 
Si on choisit r > M, on a alors 


n n 


Ne M Ne 
0< Us = D uet E'us)ut+e Du Du+ev, 
k=0 AT k20 k=Ne +1 k=0 


ce qui donne, puisque V, > 0 (au moins à partir d’un certain rang) 


Un Un. 
2< 2 
0<y <e+ VA 
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Comme Tim Va = +00, on peut trouver un rang W' tel que 


Une 
n>N> V, <E 


On a alors 


n > max (Ne, M) = 0 € ÎE < 2e 
na 


ce qui montre bien que U, =: o(V,). Dans le cas de l'équivalence, 
4e 
on peut écrire 4, = v, + W,, avec w, = 0 (v.). Avec des notations 
+ +o 


évidentes, on à alors 


» s 
Lu < hu =, (M) puisquelu] = o(u) 


6 
Ona donc, = V,+o(V;), ce qui donne bien 
n=+oo 


avec |W,] = 


Un, eV, D 
n++oo 
REMARQUE 9-2.31 Ce résultat contient un résultat classique : le théorème 
de Cesäro (au moins dans le cas des suites réelles) : si u, est une suite réelle 
convergente vers {, alors 
uw ++ 


Lin = © -#{- lim «, 
n+400 n +400 


Si > 0, on a, à partir d’un certain rang uy > 0. Quitte à modifier un nombre 
fini de termes de la suite, on peut supposer que VÆ u; > 0 (on ne change 


+u 


En 7  ü Les a 
pas une limite éventuelle de la suite Û =, puisqu'on lui ajoute une 


n 
, M ge 5 
suite de la forme ve M constante). On a évidemment }u, DV, puisque le 
terme général ne tend pas vers 0. Comme u, +. d, on a, d'après le théorème 
ntoo 


précédent 


ce qui donne le résullat 


nt n 


Lorsque { < 0, on peut remplacer u, par u, — {+ 1 par exemple. En fait, l'hypo- 
thèse us € R n’est pas utile en général, et le résultat reste vrai dans tout espace 
normé (exercice). L'exemple u, = (—1)" montre qu’il n’y a pas de réciproque à 
ce résultat. 
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EXERCICE 9-2.32 Trouver un équivalent, pour n — +00 de 
ñ 
Sn = D 2*In(4) 
k=I 


{indication : la fonction In varie ”lentement”. On peut deviner que 


ñ 
k 
Sa, Ve (> mt) 
soit finalement 


gl 
Sa, 2*tin(r) 


Pour justifier ce résultat, considérer la série télescopique associée à la suite 2"#1 In(2).) 
Les théorèmes précédents sont très utiles pour trouver des développements 
asymptotiques de suites réelles, puisque le terme général d’une suite peut toujours 
s’écrire comme somme partielle de la série télescopique associée. Nous verrons 
aussi dans la section consacrée aux séries absolument convergentes que certains 
résultats subsistent dans le cas de séries complexes ou vectorielles. 
Traitons pour le moment un exemple célèbre : 


9-2.4.3 Exemple : formule de Stirling 


Il s'agit de l'obtention d’un développement asymptotique de n! pour n — +60. 
Pour des raisons évidentes, on passe d'ahord au logarithme : 


In(n!) = D n(4) = 5 


k=1 


La croissance de la fonction logarithme, un encadrement par deux intégrales, une 
intégration par parties 


Î Mtdt=ninn-n+1 
1 


donnent assez facilement 


S,  nlnn 
nc 


ce qui peut s'écrire aussi S, = nÎnn + 5°, avec 5, = o(nlnn). Pour étudier 
note 


le comportement asymptotique de S°, on étudie la série télescopique associée 


um=S-S, 


A ai 


n++00 


=lor-ninnt(n- 1)infn-1) = (nm Din (1 -?) ss sl 


Cette série est donc (à partir d’un certain rang) à termes négatifs, divergente, et 
en conséquence 


# 


s,-=S(s-s 


k=2 
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ce qui donne finalement! 
5, =nlinn-n+o(n) 


Pour préciser le terme o(n), on étudie à présent la série télescopique associée à 
5h — Inn +n, dont le terme général vaut 


m+isitq-nm(i-})<g+e( 


Ici encore, cette série est à termes positifs (à partir d’un certain rang), divergente 
et donc 


: 11 Inn, 
£,—Inr+nr ne > PES (d’après l'exemple 9-2.24) 


On a obtenu 


] 
Si =nmn-n+zlnn+o(nn) 


Encore un effort ! La série télescopique associée à la suite S, — #Inn +n-— 3 nn 


a maintenant pour terme général 


itm-nm(r-1)4;m(r2 
cn ÉD (---ae( 


ce qui montre que cette série (à termes négatifs à partir d'un certain rang) est 


convergente. La suite $, — nlnn +n-— 5 Inn est donc convergente, et si on note 


L sa limite, on a à présent 
L 
Sa =rmn-nt+olnnt£+o() 


Ici, si on veut poursuivre le développement, le point de vue change : l’infiniment 
1 
petit o(1) est égal à 6, = 5, — nAnn +n-—-Inn—, et est donc l'opposé du reste 


d'ordre n de la série télescopique convergente étudiée plus haut. Par application 
du théorème 9-2.28 on a 


e 1 


êx Le À, DES 0 (d’après l'exemple 9-2.26) 


On obtient 


Ü 1 ! 
= Re Frs A 
nlinn n+pmn+L+ pete) 


lOn aurait déjà pu obtenir cette information en étudiant avec précision l'encadrement de 
Sn par deux intégrales. 
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€ 1 
EXERCICE 9-2.33 Montrer qu'on peut remplacer ce 0 ( ee £ +o( ) et dé 


m7 
terminer K. 


En passant à l’exponentielle, on obtient 


1 1 
nl= ne" reletst{r) = pren Yael (1 + = + o[ 
12r n 
On démontrera ultérieurement (voir chapitre d'intégration) que e! = 27, et on 
obtiendra l’équivalent de Stirling : 


nn ne "Vian 


+00 


9-2.4.4 Remarque 


Nous verrons que de nombreux résultats énoncés pour les séries à termes réels 
de signe constant à partir d'un certain rang persistent dans le cadre des séries 
absolument convergentes. Il faudrait cependant se garder de croire qu'ils sont 
toujours valables! Par exemple, le critère d'équivalence 

Un © OU Jun et Eu de même nature 


nos 


n’est pas utilisable hors du cadre des séries absolument convergentes : 


a 


La série de terme général u, = { 
somme partielle d'indice 2n 


fi 1 : 1 
me (G-a)--2xaT 


k=1 


(n > 1) est convergente puisque sa 


est somme partielle d’une série à termes négatifs convergente (terme général équi- 


RE : 
valent à TL et de Sont = Son — 


a avec v, = ü, + —— 
nan 


Un Um Du Ve Ju DV 


1 
— n te. 
car D Ale est divergente. 


converge vers la même limite?. On 


2n +1 


?En écrivant 
Léa Lefisles 2 
4 2n 3 2n-1 
on obtient facilement 
21 I 
Sn=D rx 
Rio ki 

ce qui, en faisant intervenir la constante d’Euler + peut s’écrire 


Son = (mrsr+e(r))- C6) 


et montre que La somme de cette série vaut — In 2 
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9-2.5 Développement décimal d'un réel 


Soit x un réel positif. Si n est la partic entière de x (dont l'existence est, rappelons 
le, conséquence de la propriété de la borne supérieure), on a 


r=n+y 


avecy=z-ne€ef(0,ll. 
Lorsque n # 0, nous pouvons écrire cette partie entière en base 10 : 


ApEN 10<n< 107! 
et nous savons qu’il existe un unique (ao, @,... ,æ) € {0,... ,9}°*! tel que 


? 
a #0 en = Ÿ [ax 10 


k=0 
ce qui s'écrit en numération décimale 


n Cr 


Nous nous intéressons à présent au problème de l'écriture décimale de y, c'est à 
dire à ce qui ”viendra après Ja virgule” dans l'écriture de x. 
9-2.5.1 Développement décimal propre 


Si y € (0,1[et n € N°, notons p, = [10"y] la partie entière de 10"y. Nous avons 
donc 


Pa < 10°y < Pa +1 


et donc 
Pr Pa 1 
107 TOMSTE 
Le décimal 
Pr 
Yn 10 


est donc valeur approchée de y par défaut à 107" près, et on a évidemment 


env 


Comme 10y € [0,10[, nous avons p; € {0,...,9}. Etudions à présent ce qui 
différencie Ya de yn : comme ph < 10” y < ph + 1, nous avons 


10 pn < 10%*1y < 10 pa + 10 
et donc 


10p4 < Pari < 10Pn + 9 
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soit encore 


LA 
ani = Prier — 10pn € {0,...,9) avec ÿnéi — Ya = Per 


En posant &1 = pr, nous aurons 
nazi "à 
x 
Un = ya + D (uen — ve) : DE: 


k=1 ki 


et la convergence de la suite (y,), vers y peut se traduire par la convergence de 
la série de terme général 


avec 


ce que l’on notera aussi 
y = Das an-ranansr 


DÉFINITION 9-2.34 La représentation du réel y € {0, 1[ obtenue par la méthode 
précédente 


= avec VnEN* a, € {0,...,9} 


est appelée développement décimal propre (illimité) de y. 


Si x = n + y est le réel positif considéré au début de cette section, la repré- 
sentation décimale propre de x sera donc 


T = GpOp-i eos M2 


n1 Ann 


REMARQUE 9-2.35 Ce que nous avons fait en base 10 se généralise évidemment 
à une base quelconque : si b > 2 est un entier naturel, tout réel de [0,1[ peut 
s'écrire 


4e 
ve avec Vn a, € {0,...,b—1} 


Le cas b = 2 (représentation binaire) est très important en pratique. 
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9-2.5.2 Unicité du développement 
Soit y un réel de [0,1[. Un développement décimal de y est une écriture de ce 
nombre sous la forme 


eo 
[O] Se avec Vn b4 € {0,...,9} 
nai 


(la majoration 0 < b,107" < 9107" prouve qu'une série de cette forme est 
toujours convergente). Nous savons que y possède au moins une écriture de cette 
forme, à savoir son développement décimal propre. Nous étudions ici l’unicité 
d’une telle représentalion de y. 

Supposons que y vérifie l’égalité (x). On a alors 


LU +oo 
ei bar 
VneN y Dh 1074 ÿ UE 
7 L k=1 d *2 10* 


La première somme est un nombre entier. La seconde est inférieure à 
se 
1 9 1 
9Y = — 
2 106 1015 


et il n’y a évidemment égalité que si la suite (bx),,,,4, est constante égale à 9. 
On a donc deux possibilités : 


+ La suite (b,),,, prend une infinité de fois une valeur différente de 
9: 


Le calcul précédent montre alors que 
VnEN" [10y}= D b10"-* 
Ei 


et donc 


mer nee 


LA 
1% 


soit encore 


b 
bi=[l0y] et VneN Ts = Uni — Un 


Le développement décimal de y considéré est donc le développe- 
ment décimal propre. 


La suite (b,),,, est stationnaire égale à 9 à partir d’un rang que 
nous noterons p + 1 (avec p > 1, car p = 0 donnerait y = 1) : 


On à alors b, < 8 et 


P oo p 
9 
19 y = 10 + TE = D 10"-* +1 
ka k=1 ke) 
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ce qui montre que y est un nombre décimal, dont le développement 
décimal propre est 


y = 0,@a2.….a,0000... 
avec ax = b, pour k <pet a, =b, +1. 
Résumwns l'étude précédente : 


PROPOSITION 9-2.36 Tout réel de [0, 1{ qui n'est pas décimal possède un 
unique développement décimal illimité, qui est son développement propre. 
Un décimal de ]0,1[ possède deux développements décimaux : un déve- 
loppement propre qui se termine par une suite de 0 et un développement 
impropre qui se termine par une suite de 9. 


REMARQUE 9-2.37 En base b > 2, ce sont les rationnels de la forme a b" avec 
a € N° qui admettent deux développements illimités en base b : l’un se termine 
par une suite de 0, l’autre par une suite de symboles représentant le ”chiffre” 
b—1. 

9-2.5.3 Développement décimal d’un rationnel 


Un développement décimal d'un réel de [0,1[ est dit périodique s'il existe des 
entiers p > 0 ct q > 1 tels que ce développement s'écrive 


0,@... Gpüp41 - + Gp4g@p4à » » + Gp4g@p+i + Gptg-.e 
La suite des décimales est donc périodique de période q à partir du rang p+1. 


PROPOSITION 9-2.38 Un réel de [0,1[ est rationnel si et seulement s'à 
admet un développement décimal périodique. 


Démonstration : Remarquons que, dans le cas où y est décimal 
(donc rationnel), ses deux développements décimaux sont périodiques. 

Supposons que y € [0, 1[ admette le développement décimal pério- 
dique 


y = 0,1... Gpapar + Gpto@ptr +++ Gptqpét ++ Qpég ee 
Notons m et m2 les entiers naturels admettant l'écriture décimale 
MA = jap Et Ma = Gpyiee pq 
(avec m1 = 0 si p = 0). Nous avons 
107 y = ma + 0, Gp43 - -- Ap4g@ pti + + + ppt + Aptgr ee 
ce qui donne 


107 (10Py — nu) = m2 + (107y — m1) 
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soit 
_ mat (10-1) 
V=—waw-n <% 

Réciproquement, si y est un rationnel écrit sous forme irréductible 

y=? 

4 
avec p À q = 1, et si 
y = 0,@1a2. 


est le développement décimal] propre de y, nous avons 


19" 10p— 
Fa = 0, anpians2 ee = 10%ÿ — [10% y] = “a mue — re <i 


C'est un rationnel de numérateur compris entre 0 et q— 1, qui ne peut 
donc prendre qu'un nombre fini de valeurs. On peut donc trouver 
No < My avec 


Tao = Fm 
Par unicité du développement décimal propre, on obtient 
VP21 ün+p = Amtp 


ce qui montre que la suite (a,),en. est périodique à partir d’un certain 


rang (de période #1 —n9). M 


9-3 Séries absolument convergentes 


9-3.1 Définition 


DÉFINITION 9-3.1 Si (E, | |) est un espace normé, et (u)uex € E*, le série 
de terme général u, est dite absolument convergente (en abrégé Du, CVA) si et 
seulement si la série de terme général ||u|| converge. 


Sun CVA & D Ill CV 


Cette notion n'a vraiment d'intérêt que dans un espace complet (donc en 
particulier pour les séries à termes réels ou complexes), grâce au théorème : 


THÉORÈME 9-3.2 Si l'espace (E, || |) est complet, toute série absolument 
convergente de vecteurs de E est convergente. 


Démonstration : Qui dit espace complet dit suite de Cauchy. On 


montre donc que la suite des sommes partielles 5, = D» ux est une 
K0 
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suite de Cauchy. En notant 85 = D lu], on a clairement, par in- 
#=0 
égalité triangulaire 
Vmon [Sn Sl<S-S, 


ce qui permet de conclure aisément, puisque la suite (S/),en est de 
Cauchy puisque convergente dans R. 


Attention ! Il ny à pas de réciproque. Dans R, il existe des séries conver- 


Ch 


gentes qui ne convergent pas absolument. L'exemple u,, = : traité en fin de 


section précédente le montre bien. 
On peut montrer (exercice) qu’un espace normé où toute série absolument 
convergente est convergente est nécessairement complet. 


9-3.2 Utilisation 


Dans toute cette section, on suppose l’espace (E, || ||} complet. On peut d’ailleurs, 
dans un premier temps, se limiter à des suites réelles ou complexes. 

On comprend bien l'intérêt de la notion de convergence absolue : dans un es- 
pace complet, pour étudier la convergence de certaines séries, on pourra souvent 
se ramener à travailler avec des séries réelles positives, pour lesquelles on dispose 
de nombreux résultats de convergence. En particulier, si (E, || ||) est complet, si 
(un}nen € E" est une suite de Eet D est une série à termes réels positifs 
convergente : 

Un, Eee On) + Sun CVA 
Il en sera évidemment de même dans le cas d’une relation de négligeabilité. 

La règle de D’Alembert peut donc en particulier être utilisée commc règle 

de convergence absolue : 


. p. lénull | 1<1= Eu CVA 
SR ul 6 1515 Su, DV grossièrement. 


le cas ! < 1 ne pose pas de problème, le cas { > 1 méritant réflexion : si on affirme 
la divergence de Yu, ce n'est pas parce qu’on n’a pas convergence absolue ( la 
CVA n'est pas une condition nécessaire de convergence), mais parce qu'on sait 
que le terme général ne tend pas vers 0. 

De même, si (4,),en et (t),en sont deux suites de vecteurs de E avec 


Un 7  Uf, la convergence absolue d’une de ces séries entrainera la conver- 
n++00 


gence absolue de l’autre (puisque l'équivalence des termes généraux entraîne 
l'équivalence de leurs normes). Mais le raisonnement ne peut être consi 
déré comme valable que si l'expression ?convergence absolue” est utili- 


y (1) 


et un = + 


sée (voir le contre exemple u, = ]. C’est pourquoi 
ñ ninr 

ilest fortement conseillé, lorsqu'on veut prouver des CVA, de travailler clairement 

avec les modules des termes généraux (sur IR ou €) ou leurs normes dans un evn 


complet quelconque. 
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REMARQUE 9-3.3 Si , est une suite complexe, de parties réelles et imaginaires 
an et B, 


Un = On + il, 


les majorations [a,| < |u,|, 18,1 < [usf et [ul & las] + 18,{ montrent que 


Du CVA & San CVA et 578, CVA 


Plus généralement, sur un espace normé de dimension finie où toutes les normes 
sont équivalentes, on peut travailler avec la norme maximum des modules des 
coordonnées” dans une base fixe. Il est alors clair qu’une série est absolument 
convergente ssi les séries des coordonnées le sont toutes. 


9-3.3 Majoration des restes 


Il s'agit tout simplement d'un passage à la limite dans l'inégalité triangulaire. 
Supposons l'espace complet, et Ÿu, CVA. On a alors pour n < m 


m 


Vu 


ksni 


< Y lrull 


kan+L 


Un faisant tendre m vers +00, et en tenant compte de la continuité de la norme, 
on obtient 


ve & 
Ê ul< Ÿ ll 


On en déduit que la sommation des relations de domination ou de négligeabilité 
se généralise de la façon suivante : si Yu, est une série à termes réels positifs 
convergente, et si (a,),.N € E* (espace complet) 


+ 400 
CRAUCRE DE = ( Y «) 


. _ 
Re SOLE M 
ken+l k=n+1 


Attention! La série ”’dominante” est à termes positifs! On aurait des 
résultats analogues pour les sommes partielles, dans le cas d’une série dominante à 
termes posilifs divergente (ici encore, il suflit d’appliquer l’inégalité triangulaire). 

En réfléchissant un peu, on peut se convaincre qu'il ne faut pas espérer des 
résultats analogues dans le cas de l’équivalence de deux suites vectorielles (si 
on reprend les démonstrations du théorème 9-2.28, c'est vraiment l’utilisation 
d'encadrements qui a amené le résultat). On pourra cependant démontrer, au 
coup par coup des assertions comme celle de l'exercice : 
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EXERCICE 9-3.4 Si v, est une suite complexe, u, > 0 le terme général d’une série 
convergente et s’il existe un complexe + 0 tel que 


TS Tom 
alors vs CVA, et 
+æ 4e 


9-3.4 Exemple : inverse dans une algèbre de Ba- 
nach 

Soit (A, +, x, ., |] |} une algèbre de Banach (algèbre complète où ||zy|| < ||zti |Iyll). 
C'est par exemple une algèbre de matrices carrées M,(K), K = R ou €, munie 
d’une norme subordonnée à une norme sur K? (ou plus généralement l'algèbre des 
endomorphismes continus d’un espace de Banach). L'utilisation de séries absolu- 
ment convergentes va permettre d’inverser les éléments proches” de 14. L'idée 
de base est l’utilisation rigoureuse de la ”formule” valable dans C 


+00 
1 Pants 
Bl<1i= Fe > 2, série qui converge absolument 
2 
120 


THÉORÈME 9-3.5 Soit (A,+, x,.,||||) une algèbre de Banach. Si a € A 
vérifie |la|| < 1, alors 14 — a est inversible dans À et 


400 
(aa) = D af 
4-0 


Démonstration : Comme |[a*|| < |lall*, l'hypothèse |lal| < 1 en- 
traîne la convergence absolue de la série 3 a*. Notons 


La démonstration sera terminée lorsqu'on aura prouvé que 
bla —a)=(la—a)bz la 


ce qui ne peut se faire que par passage à la limite, puisque c’est ainsi 
qu'est construit b : pour m € N,on a 


m m 

(£«) (ta = a)= (la = 6) (£«) =la-a"tt 

x=0 k=0 

Comme le produit À x À — À est continu et que im a" = Üa, on 
n+00 

obtient, en faisant tendre m vers +00 


b(la — a)= (14 a)b= La 


ce qui donne bien b= (Ia —a)7!. @ 
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COROLLAIRE 9-3.6 L'ensemble U/ (A) des éléments inversibles de A est un 
ouvert de À. 


Démonstration : On vient de prouver que c’est un voisinage de 14, 
puisqu'il contient B(14,1[. On en déduit facilement qu'il est voisinage 
de chacun de ses points : si « € U (A),on a 

VzEA a-x=a(la—a z) 
et on est assuré de l'inversibilité de ax dès que ||a-!r|| < 1, ce qui est 
1 1 
certainement vérifié si |x|| < ——. On a donc B (e. ——| cu (a). 


a] Île”*]l 
» 


EXERCICE 9-3.7 Montrer que a — 47! est un homéomorphisme de U (A) dans lui- 
même. (Indication : essayer de majorer, en utilisant le développement en série, la 


duautilé IG Cart gt | pour [fll "assez petit”). 


Remarquons que, dans le cas de l'algèbre M,(K), l’utilisation des détermi- 
nants et des comatrices nous avaient déjà permis d'obtenir le corollaire et le 
résultat de l'exercice précédent. 


9-3.5 Espaces l'(N) et l?(N) 

Dans toute cette section K = R ou €. On définit 

{then € R° ID un CVA} 

{(urben eRYu cva} 

l'espace [' (N} est appelé espace des suites (de KN) sommables, l’espace [2 (N) 


est l'espace des suites de carré sommable. Cette terminologie prendra toute sa 
signification dans la section consacrée aux familles sommables. 


EN) 


(l 


EN) 


il 


THÉORÈME 9-3.8 !' (N) et {2 (N) sont deux sous-espaces vectoriels de K\. 
Les expressions 


+ 
Ua = tal et 


=0 


siu=(ur),en définissent des normes respectivement sur !! (N) et {? (N). 


Démonstration : La suite nulle appartient évidemment à ces deux 
espaces. La stabilité par homothétie est évidente. La stabilité pour 
la somme est claire, conséquence des inégalités 


Ven + val < lun] + el et 
Vus + vf < (lus) + 141)? < 2 (lu À + Ia) 
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Enfin, prouver que, pour à = 1 ou 2, ||||, définit une norme sur l(N) 
n’est pas difficile. Pour prouver l'inégalité triangulaire, il suffit de 
passer à la limite dans l'inégalité obtenue sur les sommes partielles 
des séries qui interviennent (on a en effet défini sur K? deux norines 
qu’on a également notées || ||, et ||]|,). 


EXERCICE 9-3.9 Montrer que {! (N) C /?(N), que l'inclusion est stricte, mais que 
l'injection 


(ON), IIlh) + (ON, 11e) définie par ur u 

n’est pas continue. 

THÉORÈME 9-3.10 Si u = (u,),en et v = (v),en Sont de carré sommable, 

w = (uit )aen € LUN) 
etona 
ul < Hull lol, 
Démonstration : On a en effet 
1 
Pavel & 3 (ff + If?) 


ce qui assure l'appartenance de w à ['(N). De plus, l'inégalité de 
Schwarz dans K” donne 


m 


X luuml < 


k=0 


m m 


DLL 


=0 k=0 


ce qui donne l'inégalité souhaitée, en faisant tendre m vers +00. 1 
L'inégalité précédente prouve en fait la continuité de l'application bilinéaire 
Æ(N) x (N)—l'(N) définie par (u,v} ++ w = uv 

Lorsque K = R, la formule 

+00 

(uv) = > LEUR 

40 
définil un produit scalaire sur {?(N), et la norme ||||, n’est pas autre chose 
que la norme associée au produit scalaire. Dans le cas K = €, pour avoir un 


produit scalaire hermitien (voir les chapitres sur les espaces préhilbertiens 
réels et complexes) on posera 


400 
(u,v) = Dar 
#=0 
définition qui à un sens puisque cette série est absolument convergente. On a 


alors 
Ille = V{uu) 


Nous retrouverons ces espaces (avec N remplacé par Z) dans le chapitre consacré 
aux séries de Fourier. 
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EXERCICE 9-3.11 Montrer que ({!(N),1[fl1) et (£7(N), 1112) sont complets (Indica- 
tion : on commencera par montrer que la convergence pour [}||; entraîne la convergence 
“simple” sur N). 


EXERCICE 9-3.12 Montrer que si {* (N) = {v = (;)},en € K° | u est bornée}, pour 
v € 1% (N), l'application 
+0 
Æ(N)—K définie par u = (u),ent? veux 
k=0 
est une forme linéaire continue sur /! (N), de norme égale à [|vl.. Montrer que toute 
forme linéaire continue sur {! (N) est de cette forme. Caractériser de même les formes 
+ 


linéaires continues sur 4? (N). (Réponse : ur D) veu, avec cette fois v € (?(N). La 


ET 
norme de cette forme linéaire est ici égale à }|vl|,.) 


9-3.6 Exercice prolongé 


Nous reprenons l'exercice 9-2.2.5. Nous avons vu (comparaison logarithmique à 
une série de Riemann) que, si une série à Lermes positifs vérifiait 


OPEN En L 
Un ñ n 


la série convergeail pour « > 1 et divergeait pour a < 1 (avec divergence grossière 
si a < 0). Montrer que si on a de plus 


ma _1-tro() 
Un n n 


alors il existe une constante À > 0 telle que 


K 
Un — 
ato n° 


Indication : i 
dire que la suite In(n°u,} est convergente. Etudier la série télescopique associée 
à cette suite. 

Exemple : Fonction Gamma : 

Soit a > 0 un réel. Montrer qu’il existe un réel L'(a) > 0 tel que 


s'agit de montrer que la suite n°u, a une limite non nulle, c'est-à- 


n! (a) 


a(a+1).--(a+n) nie na 


Calculer pour p € N° la valeur de l'(p). Montrer que L'(a +1) = al (a). En 


admettant la formule de Stirling, calculer L 3 
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9-4 Séries semi-convergentes 


On dit qu'une série est semi-convergente si elle converge sans converger absolu- 
ment. Nous avons vu l'exemple de la série de terme général 


(SU 


n 


Un = 


dont nous avons prouvé la convergence en 9-2.4.4 en groupant les termes deux 
par deux. La méthode peut être généralisée à une classe importante de séries à 
termes réels : les séries alternées. 


9-4.1 Séries alternées 


DÉFINITION 9-4.1 Une série de terme général réel u, est dite alternée si el 
seulement si (—-1)"u, a un signe constant (éventuellement à partir d’un certain 
rang). 


Quitte à multiplier le terme général par —1, on pourra donc supposer 
VneN uw =(-1)" lu, 
THÉORÈME 9-4.2 Toute série alternée dont la valeur absolue du terme 
général décroît et tend vers 0 est convergente. 


Démonstration : Bien entendu, il suffira que la suite [u,,| décroisse 
à partir d'un certain rang pour arriver à la même conclusion. Mon- 
trons que, si S; désigne la somme partielle d'ordre n de la série, les 
suites (S2),en et (Sant nent forment deux suites adjacentes. On a en 
effet 


Vn Sani = San — luanpil & San 
La suite des S2, est décroissante puisque 

Son42 — Son = uautal — [uns] < 0 
De même, la suite Sanji est croissante el 


ALLER Son — Sangi = 0 


ce qui permet de conclure à la convergence de la série. 
La démonstration précédente amène les précisions suivantes : 


COROLLAIRE 9-4.3 Si une série converge par application du théorème pré- 
cédent (dit "théorème des séries alternées”), deux sommes partielles consé- 


a +00 
cutives 5, et 5,41 encadrent la somme de la série et donc si S = D tk 
k=0 
RE IS - 51 < lunyl 


De plus R, a même signe que u,;1 (premier terme ”’négligé” lorsqu'on 
approche 5 par $,). 
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Démonstration : Comme S est compris entre $, et Shy1, on à 


clairement 
IS — Sal < 1Snxr — Sal = until 
De plus 
+00 42 
= Du= lim Yu 
pos 
knh ken 
? 400 
im > Cüngok-i + Unyok) = Y (unt2k-1 + Un+2x) 
k=1 k=1 


est somme d’une série dont le terme général est de signe constant, 
celui de wuy1 + uns, c'est-à-dire celui de uy1. 


Les résultats du corollaire précédent sont valables pour tout entier n tel que 
(luxl}x>, soit décroissante. 

Attention! Le théorème précédent est une condition suffisante de 
convergence d’une série alternée, elle n’est pas nécessaire. Par exemple, 
la série Du, CV, avec 


1 1 
Up OÙ Us 
(2p)° (+1) 
(il y a convergence absolue) mais le terme général ne décroït pas en valeur absolue. 
On retiendra également que, lorsque les hypothèses du théorème sont vérifiées, 
la convergence est assurée par groupement des termes 2 par 2, cc qui permet 
d'utiliser ensuite les résultats sur les séries à termes positifs. 


D" 


ra 


EXEMPLE 9-44 Pour & > 0, la série de terme général u, = 
convergente. Donner un équivalent de son reste pour n —> +00. 

Comme la série converge par application du théorème des séries alternées, on 
écrit 


(nr >1)est 


Ce 1 1 
ER (Can rar) 


k=t 


ce qui donne 


Ra = > (y - ar) 


ken+i 


reste d’une série dont le terme général est équivalent à On a donc, 


ne. 
+ 
d’après l'exemple 9-2.26 


Re A 1 
Fan Ds Get De He tee On) 
k=n+l 
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On a de mème 
Rp se ele 
UT Ton 4) nt 2 (On + 1) 


ce qui donne finalement 
(1) 


no  2n® 


9-4.2 Méthode de décomposition 


Siu, = v,etsi Xe, CVA, on peut immédiatement conclure à la convergence 
+00 


on 


absolue de Yu, Lorsque X+. est seulement semi-convergente, on ne peut 
rien dire directement (sinon que la série de terme général u, ne converge pas 
absolument). On a alors souvent recours à une décomposition de &,,, en écrivant 


Un = Un + Un 


et il est alors clair que les séries Su, et Y w, sont de même nature. Simplement, 
comme w, = o(v,), la série de terme général w,, est peut-être plus simple à 
neo 


étudier, et pourrait être absolument convergente. 


EXEMPÉE 9-4.5 Pour a > 0, étudier la nature de la série de terme général 


n 
m=m(i+ C7) pour n >2 


1} 
Onau, 9 { - ) et il y a donc convergence absolue pour a > 1. Pour 
nto n° 


a < 1 la série de terme général est semi-convergente (théorème des séries 


alternées), on étudie u, plus précisément, à l'aide d’un développement limité 


t-ù* 1 1 
Un = —— + un avec un = +o[ — 
ñ' n- n2 


tee 2n2« 


Îci, w, est négative (à partir d’un certain rang), équivalente à Te" et la série 


est donc convergente ssi a > À. 


9-4.3 Exercice : transformation d’Abel 


La transformation d’Abel est une manipulation algébrique simple, qui permet 
de transformer la somme partielle d’une série (ou la différence de deux sommes 
partielles, si on veut par exemple appliquer un critère de Cauchy) en une somme 
partielle d’une autre série, parfois plus simple à étudier. Nous nous limiterons ici 
à des sommes de nombres complexes. 

Si À, et b, sont deux suites complexes 


D CAen — As) be = — Aobo + D (bei — be) Ar + Antiba 


k=0 k=1 
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La vérification est simple, chaque terme A apparaît deux fois dans la somme de 
gauche (à lexccption des termes au bord A9 et Au41). On notera l’analogie avec 
la formule d'intégration par parties 


f'° (SU) dt = = (a )ote)+ f° =f{Da(e) dt + Fa 


1 s’agit ici d'intégration discrète, c’est-à-dire de calcul de sommes partielles d'une 
série. L'opération inverse (la "dérivation”) étant la correspondance qui, à la suite 
des sommes partielles d’une série associe le terme général, donc 


(Sen 7? (Sn — Sn-1}ene 


On utilisera la transformation d'Abel pour écrire autrement une somme de la 
forme 


Sn = 5 CU 
420 


? 
lorsque par exemple les sommes À, = Y ax ont des propriétés intéressantes (on 


k=0 
#0 

peut aussi travailler avec À, = Da si la série converge). On écrira alors 
kr 


Sn = D (A Arr) dx 


K=0 
en posant A-;, = 0, et on fera la transformation. 
EXEMPLE 9-4.6 Discuter selon les valeurs de & > 0 et 9 € [0,27] la nature de 
la série de terme général 
in8 


Liber (n >0) 


1 : Æ s 
On a [u,| = —, et par conséquent la série est absolument convergente si a > 1. 
ne 


Dans la cas a < 1, pour 8 = 0 (ou 2r) la série est divergente (série de Riemann). 
Pour 8 = r, la série converge par application du théorème des séries alternées. 
Dans le cas général où 8 €]0,27[, on remarque que les sommes 
1 = eitr+1)8 
ike 
HS > é TI 


K=0 


forment une suite bornée, puisque 


VRreN Al & 
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On aura alors 
n 


BR Sd da fi 1 An 
=D =) k— ki) = — o+ D Ar CCE Vas 


k=1 k=1 k=l 


Ecrite sous cette forme, on conclut aisément à la convergence de la suite $,, (donc 


à . À : F 

à la convergence de > un). En cffet Jim — = 0 puisque le numérateur reste 
nS+co n° 

borné, et la majoration 


le (-œnr) ME -rr) 


montre la convergence absolue de la série dont la somme partielle d'ordre n —1 
apparaît au second membre de l'égalité précédente. Il y donc convergence pour 
toute valeur a > 0 lorsque 8 €]0,2rf. 


D'une manière générale, une transformation d'Abel permettra de traiter les 
séries dont le terme général s'écrit a,b, où les sommes partielles de la série de 
terme général a, sont bornées, et où la suite b, est réelle décroissante minorée 
(ou complexe avec 5 (6441 — b4) CVA). 


REMARQUE 9-4.7 Dans l'exemple précédent, pour 8 €]0,2r{eta <1,iln'ya 


mn e PEN : 
pas convergence absolue de la série > —. On en déduit qu’une au moins des 
ne 


je sin(nê) cos (n6) 
séries —— et ——— est non absolument convergente (alors que ces 
LD à 3200 cé nn ab pt (9 
deux séries sont convergentes). Les minorations 


Isin n6| 5 sin/n@ 1 — cos2n0 
APE LS ER En 


ne n« 2n° 
Icos rê| S cos? nf _ 1+cos2nû 
ne 7 on 2e 


doivent permettre de démontrer que les deux séries ne convergent pas absolument 
(exercice). 


1)" 

4.8 N > ——— 
EXERCICE 9-4.8 Nature de Fircr 
puisqu’un équivalent ne permet pas de conclure. On à 


«= (-speme-œ(s) 


- Indication : utiliser une décomposition, 


Pourquoi aller jusqu'à cet ordre? Traiter ensuite chacune des séries. 


416 Chapitre 9 : Séries dans un espace normé 


9-4.4 Non ” commutativité” 


Les sommes de séries ne sc comportent pas comme des sommes finies. Etudions 
par exemple la série de terme général 


1) 


pour r > 1. 


On sait que 
2n Oil + 
Sm= us) Nr, m2=) 
k=1 k=1 k=1 ee 


Considérons à présent la suite (2,),.n. obtenue en modifiant l'ordre des termes, 
en faisant apparaître un terme d’indice impair suivi de deux termes d'indices pairs 
de la suite u : 
fanartle.lee 
7 2 43 6 877 
soit 
1 1 1 
Her MT HS et vak+2 = HA 
La série ainsi obtenue a son terme général qui tend vers 0. Elle converge, puisqu'en 
regroupant les termes 3 par 3, on obtient une série convergente (voir proposition 
9-1.16) : 


Vsk = 


1 
vak + Vakti À vaste ko KZ 
+ 
Pour calculer DEA on peut grouper les termes : 
4=0 
me D (use + Usky) + Vait2 = ( a) 
rs Fe. Æ\Ak+2 4k+4 

_—. > 1 1 _\_h2 
2 \2%+1 242) 2 


Le fait de modifier l'apparition des termes a divisé la somme de la série par 2! 


EXERCICE 9-4.9 Montrer que, si une série à termes réels 3 u, est semi-convergente, 
on peut, en modifiant l'ordre d'apparition des termes (c’est-à-dire en construisant une 
bijection & : N — N), obtenir 


+00 
DETEL 


k=0 
où {est un réel arbitrairement choisi. 


Nous verrons dans la section suivante que cette situation ne peut se produire 
dans le cas des séries absolument convergentes, qui sont aussi ”commutativement 


convergentes”. 


9-5 Notions sur les familles sommables 417 


9-5 Notions sur les familles sommables 


9-5.1 Ensemble dénombrable 


DÉFINITION 9-5.1 Un ensemble X est dit dénombrable s’il est équipotent à N, 
c'est-à-dire s'il existe une bijection 


giNxX 


Si on note u, = p{n), cela revient aussi à dire qu'on peut ’énumérer” les éléments 
de X, c'est-à-dire écrire 


X = uosi, Us... Un... } 

sous forme d'ensemble des valeurs d'une suile d'éléments deux à deur distincts. 

ILest à remarquer que le choix d’une telle bijection semble instaurer un ordre 
“naturel” sur X. Il n'en est rien, puisqu'en considérant 4 0 f, avec f bijection 
arbitraire de N dans lui-même, on réalise une autre énumération des éléments de 
X, qui est ainsi ordonné de manière différente. Il n'y & pas de raison de privilégier 
l’un ou l’autre de ces ordres. 
EXEMPLE 9-5.2 Z est dénombrable. Il suffit de définir 4 : N — Z par 

pUr)=p v(p+1)=-p-1 
La propriété 
* toute partie de N non vide possède un plus petit élément.” 


à la base du raisonnement par récurrence, a de multiples conséquences : 


1. Toute parlie d’un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable : trans- 
portant le problème par bijection, il suffit de le démontrer pour N. Ne 
souhaitant pas faire de théorie formelle des ensembles, nous prendrons ici 
le terme ”fini” au sens intuitif (ce qui est loin d’être satisfaisant, il faut le 
reconnaître). Si à # A CN, on définit 

ao = min À 
Si À ne contient qu’un élément, on s'arrête. Sinon, on pose 
& = min(A-— {a}) 
puis si c'est possible 
ap = min(A — {ao, a... ,ap-1}) 


Si À est fini, le processus s’arrête, sinou on à clairement (?) 


AZ {ao,@1,.. ,am..} 
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2. 


Si À est dénombrable et f : A —+ X est une application à valeurs dans 
un ensemble quelconque, alors f (A) est fini ou dénombrable. En eflet, si 
A = N, (on peut évidemment se ramener à cette situation) l'application 


SU) N rm minfieNl|f()=x) 


réalise une injection de f (A) dans N, donc une bijection entre f (A) et une 
partie de N. 


. N x N et Q sont dénombrables. L'application N x N —+ N définie par 


(p,g) ++ 23% cst en effet injective. On peut d’ailleurs réaliser une bijection 
de N x N — N'en considérant N x N comme un tableau à double cntréc, et 
en numérotant les éléments (p, q) de ce tableau selon l'ordre lexicographique 
sur (p + q,p), c'est-à-dire en ordonnant 


(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),(0,3),(1,2) ete. 
et en posant donc 


_.4atvw+9w+ati) 
p(P,9) = p+ : 


De même, l’application Q@ — N définie sur des rationnels écrits sous forme 
irréductibles par 


V(p,9)EN°xN° w(0)=1, 10 =93 et 16) = 57 


est injective, et prouve que Q est dénombrable. Ce résultat semble étrange 
au premier abord, parce qu’on pense immédiatement à la structure d'ordre 
sur Q. La structure d'ordre usuelle sur Q est dite ”dense”, parce qu'entre 
deux rationnels distincts il y a une infinité de rationnels. Il faut bien com- 
prendre qu'une bijection entre N et Q induit un ordre discret sur Q, qui n’a 
rien à voir avec cet ordre usuel. 


. Un produit fini d'ensembles dénombrables est dénombrable. I] suffit de le 


montrer pour NF, ce qui se fait par récurrence sur p à partir du résultat 3). 


. Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénom- 


brable. Montrons le sur une suite {A),ex d’ensembles dénombrables, dont 
les éléments sont énumérés 


Az {a}, j EN} 
L'application 
NxXN-»(J4 définiepar  (i,)r+ af 
neN 


est évidemment surjective. Comme les À; sont infinis, le résultat 3) permet 
de conclure. On démontrerait de même qu’une union dénombrable d’en- 
sembles finis est finie ou dénombrable. 
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6. R n'est pas dénombrable. Ici, l’intuition est mise à rude épreuve : la première 
idée qu’on puisse avoir de l’infini c’est sans doute sous la forme d’une suite 
d'objets deux à deux distincts (vision déjà idéalisée, car non intuitive). R est 
un exemple d'ensemble ayant beaucoup plus” d'éléments que N, résultat 
pas si évident que cela (si on pense que Q est équipotent à N). Il suffit de 
montrer que [0,1] est non dénombrable, Si c'était le cas, on aurait 


[0,1] = {en, n € N} 


: 1 12 2 à 
Il existe au moins un des trois segments Le il EE et Éal qui ne 
contient pas ro. Appelons Ko ce segment. En le coupant en trois, on 
obtient un nouveau segment K, qui ne contient ni #0 ni 21. En réitérant 
le procédé, on forme une suite (A,),ex de segments emboîtés, de longueurs 


_ et d’intersection vide, ce qui est contraire à la compacité de [0,1]. 


7. L'ensemble des parties de N est non dénombrable. C’est un cas particulier 
d’un résultat dû à Cantor, qui dit que, pour X ensemble quelconque, 


X et P(X) ne sont pas équipotents 


(résultat évident” si X est fini, puisque 2” > p pour tout entier naturel 
p). Il suffit pour cela d'envisager une application f : X —+ P(X) et de 
considérer À = {x € X | x € f(x)} pour voir que f ne peut être surjective. 


EXERCICE 9-5.3 En utilisant le développement propre des réels de J0, 1[ en base 2 
(c'est-à-dire le développement qui ne se termine pas pat une suite de digits tous égaux 
à 1), montrer que J0, 1[ est équipotent à l'ensemble des parties infinies de N. 


EXERCICE 9-5.4 Tout ensemble infini contient un sous-ensemble dénombrable (c'est 
évident” ?). Montrer que, si À est un ensemble infini non dénombrable et D C À en 
est une partie dénombrable, alors À et A D sont équipotents. (Indication : considérer 
une partie dénombrable D’ de 4— D et réaliser une bijection de DUD” sur D’). Déduire 
alors de l'exercice précédent que JO, 1[ est équipotent à P (N). 


9-5.2 Famille sommable de réels positifs 


Dans tout ce qui suit, ? est un ensemble dénombrable d’indices. Il 
importe de bien comprendre qu’il n’y à alors pas d’ordre privilégié sur Z (bien 
que le choix d'une bijection particulière N —+ 7 permette d'ordonner 7). On sait 
qu'il existe alors des suites de parties finies J, € Z, croissantes pour l'inclusion 
(Ju € Ja) telles que 7 = (J Ja. On notera alors 

EN 


Ie 
en 


pour résumer cette situation. On peut (par exemple) prendre une bijection w : 
N — 1 et poser J, = 4([0,4,]), où a, est une suite croissante non stationnaire 
d’entiers. 
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Notation : Si (E,|| ||) est un espace normé et si u = (u;),., est une famille 
de vecteurs de E indexée par /, pour J C { partie finie de f, on notera 


Sy(u) = > ü 
jeJ 
Nous nous limiterons pour l’essentiel à EË — R ou C, et dans un premier temps 


nous travaillerons avec des familles de réels positifs. 


DÉFINITION 9-5.5 Soit u = (ui), € (R*)! une famille de réels positifs in- 
dexée pur un ensemble dénombrable I. On dit que cette famille est sommable si 
el seulement si 


{sreo = Yu, J partie finie de 1} 


ie 


est majoré {dans R+). Lorsque c'est le cas, on définit la somme de cette famille 
par 


Su) = sup{Ss(u) , J partie finie de 1} 
On notera aussi 
S(u)= Du 
74 


Cette somme est définie comme borne supérieure d’un sous ensemble de R+. 
On pourra bien sûr approcher cette borne supérieure, et plus précisément la 
déterminer comme limite d'une suite croissante de réels positifs : 


THÉORÈME 9-5.6 S'il existe une suite croissante (J,) de parties finies de 
1 dont la réunion est égale à 7 telle que (S4, (u)}},e1 soit une suite majorée, 
alors la famille « est sommable et 


S{u) = sup Su, (u)= im (a) 
Réciproquement, si u est sommable, cette égalité est valable pour toute 
suîte (J.) de parties finies de { avec 1 = |] J.. 
“En 
Démonstration : Si J C I est une partie finie, on à J € J, pour 
a suffisamment grand. Cornme les réels manipulés sont positifs 
FNEN Vn>N Siylu)< Si, (u)< in Su, (u) 


Comme cette inégalité est valable pour tout J, on a la sommabilité 
de u avec 


Su) < lim, Sa, (u) 


avec égelité, puisque l'inégalité inverse est évidente (définition de 
S(u)). Réciproquement, si u est sommable, le raisonnement précédent 
peut être fait pour toute suite (J,) avec 1 = [J Ja. 

7 


rEN 
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Le cas { = N'est important, et on fait le lien avec la notion de série : 


THÉORÈME 9-5.7 Une suite u = (u,),4 € (R+)" de réels positifs est som- 
mable si et seulement si la série de terme général u, converge et on à 
alors 


400 
Su)= un = Dur 


nEN n=û 


Démonstration : Il suffit d'appliquer le théorème précédent avec 
Ja ={(0;r]. D 


+0 
Dans l'égalité précédente, deux symboles différents interviennent : Yu, 


somme de la série de terme général u, qui, dans sa définition, semble tenir 
compte de l'ordre d'apparition des termes et Ÿ u, somme de la famille (som- 
neN 

mable) (u:),ey; qui dans sa définition ne tient pas compte de l’ordre ”naturel” 
sur N. Dans le cas de réels positifs, une modification de l’ordre d’apparition des 
Lermes de la série ne change pas la nature ou la sornme de la série. Nous y revien- 
drons ultérieurement dans le cadre des séries absolument convergentes. Il faut 
noter la différence avec la situation rencontrée à la section 9-4.4. 


9-5.3 Famille sommable de complexes 


On considère une famille u = (ui);ey € C'. 


DÉFINITION 9-5.8 La famille u = (ui),e € C! est dite sommable ssi la famille 
des modules (|wi});e; l'est. 


Pour vérifier la sommabilité d’une famille de complexes, on se ramènera donc 
toujours à travailler avec des familles de réels positifs. 


THÉORÈME 9-5.9 (ET DEFINITION) Soit u = (u:),., € C! une famille com- 

plexe sommable. Pour toute suite (/,) de sous-familles finies de 7 avec 

1 = Ù J, la suite (S;,(u)),., converge. Sa limite ne dépend pas de La 
2 


#EN 
suite (/,) choisie, et on posera 


S(u)= Du : ALU DT 


ier En 


nel 


Démonstration : On montre que la suite (53, (u)}},en est de Cau- 
chy dans €. Par inégalité triangulaire, on à évidemment 


n<m = (52, (u)— 5, (u)| < 82, (ll) — 52, (el) 


ce qui permet de conclure, puisqu’on sait par définition que la suite 
(Su, (luluen est convergente (famille sommable de réels positifs). 
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Pour voir que la limite ne dépend pas de la suite (J,) choisie, consi- 
dérons deux telles suites (J,) et (K,) et posons L, = J,1N K,. Cette 
suite est non vide à partir d’un certain rang, ct vérifie 


I=[4 
EN 


(en effet, si à € F, il existe des indices m1 et n2 avec à € Jh, et 
1€ Knss donc ? € Limax(ni,mz) Puisque les suites sont croissantes pour 
l'inclusion). Ou à toujours, par inégalité triangulaire 


1Sua (u) — Su, (ul < 84, (lul) — 52, (ll) 
qui est une suite tendant vers 0 puisque 
Ai Si (hu) = lim, 52, (ul) = 5 (lu) 
On en déduit que 
Jim 54, (u) = lim Sink, (4) = lim 8x, (u) 
pour des raisons de symétrie. 


REMARQUE 9-5.10 On aurait pu définir autrement cette somme, en regardant 
d’abord le cas où (u;),., est une famille réelle. On pose alors 


uŸ = max(u;,0) et u7 = max(—u;,0) 


{parties positives et négatives de la famille (u;),.,”), ce qui donne 
u=ut-ur et fuj=ut+u 
Les encadrements 
D<ut lu] et 0<uÿ < [ul 
montrent que les familles (u*) et (ur) sont sommables, ce qui prouve l'existence 
de 


Re 


soit finalement S{u) = S(ut}— S{u-). Lorsque « est complexe, on pourra 
séparer les parties réclles et imaginaires, qui formeront deux familles sommables, 
puisque 
Ref & ul et  [Imu;l < fu] 
et S(u) vaudra simplement 
Su) = (S ((Reu)*) —S ((Reu)"}) +4(S ((Imu)*} —S ((Imu-))) 

est plus intéressant d'utiliser Le critère de Cauchy, puisque le résultat se généra- 
lisera à une famille d’un espace normé complet : une famille (u:) € E! scra 


dite (absolument) sommable ssi la famille des normes (||u),e l'est. Le résultat 
du théorème précédent persiste alors, avec une démonstration analogue. 


9-5 Notions sur les familles sommables 423 


Dans le cas particulier { = N, le théorème 9-5.7 donne 


PROPOSITION 9-5.11 Une suite à termes complexes (ou à valeurs dans un 
espace de Banach) u = (4,),,N est sommable ssi la série de terme général 
u, est absolument convergente, et on a alors 


+00 
S{u)= Dune Du 
neN n=0 


Ici encore, l’ordre d'apparition des termes n'intervient pas dans la définition 
S(u). On en déduit 


COROLLAIRE 9-5.12 Toute série complexe (ou dans un Banach) absolu- 
ment convergente est commutativement convergente, c'est-à-dire que 


+ +00 
un CVA = Vo bijective NN D[uvpy CVA et D uvto = D ux 
k=0 k=0 


Démonstration : La famille (u,),en est sommable. La convergence 
absolue de DD Uo(n) en découle puisque 


VNEN À lumol < S(lul) 
k=0 


De plus, comme # est bijective, on à N = {J4([0,n]), et par consé- 
7 


quent 
im 2 2 run = 5) 0 


EXERCICE 9-5.13 Montrer que (u:),e7 € ©? est sommable si et seulement si les 
séries 

+oo +oo 

Du a Ju. 

2=0 fi 
sont absolument convergentes, et montrer qu'alors 


S()= Lune Dut dun lim, DE 


nez k=zn 


k 
Le contreexemple ux = 77 (suite impaire) montre que l'existence de la dernière 
limite n'implique pas la sommabilité de (u,),ez- 
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9-5.4 Suites doubles sommables 


On se limite dans cette section au cas particulier ? = N x N. Conformément 
aux définitions précédentes, nous étudierons d’abord le cas de familles de réels 
positifs. 


9-5.4.1 Cas de réels positifs 


On considère une suite double u = (4,4) gjenxn € (R+Y 


THÉORÈME 9-5.14 La famille u = (us) mpenen € (R*)° est sommable si 
et seulement si 


VaeN la série de terme général (u,,),.n est convergente 
+0 


La série de terme général v, = 5 


»=0 
On a alors 
+00 f4+c0 
D mn (Sn) 
(@4)eNxN g=0 \p=0 


Comme les indices p et q jouent de rôles symétriques, on pourra intervertir 
l'ordre des sommations et on aura aussi 


+ f+00 
5 m5 (Su) 
(PHOENxN p=0 \g=0 
Démonstration : Supposons la suite double sommable. Notons 
S=S(u)= Y. y 
{P4IENXN 


Comme cette somme est borne supérieure des sommes sur les parties 
finies de N x N, on a , pour m# et n entiers 


ÿ (S.) € (9 


90 \p=0 
Comme tous les termes sont positifs, on a en particulier 


m 


Va Vm us 


20 


A gq fixé, les sommes partielles de la série (à termes positifs) de terme 
général (tp4),en Sont majorées par 5. Il y a donc convergence de cette 
série. En posant 


#oo 
ta — > Up 


?=0 
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on à, en faisant tendre m vers l'infini dans (x) 


VnEN DES 


40 


majorations qui prouvent la convergence de la série de terme général 
(positif) v,, avec 


oo 
D &<S 


4=0 


L'inégalité inverse est évidente, puisque, si J est une partie finie de 
N x N, on peut trouver des entiers m et n avec J C [0,m] x [0,n] et 


alors 
R m n +00 n +co 
Em E(iu)<(En)-Duen 
(a)ez 9=0 \p=0 g=0 \p=0 9=0 g=0 


ce qui donne bien, par définition de S 


+00 
S<ÿ% 


=0 


Lorsqu'on suppose que, réciproquement, les séries définissant v, et 
400 


D v, convergent, la fin du raisonnement précédent peut être recopiée 
9=0 
et prouve la sommabilité de la suite double. M 


EXEMPLE 9-5.15 Discuter selon les valeurs du paramètre à > 0 la sommabilité 
de 


Gr), 


La condition & > 1 est nécessaire pour avoir convergence de la série à gfixé. Si 
cette condition est vérifiée 


400 +o +00 
Î Lee Î 4 
an #7 Stp+o FRET 


encadrement qui permet de conclure à la sommabilité si et seulement si a > 2. 


EXERCICE 9-5.16 Pour x > 1, on définit 


Convergence et calcul de 


+00 


DC) -1 


ne? 
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9-5.4.2 Suites doubles de complexes 


Nous considèrerons des suites doubles u = Cipa){p, dENxN € (CP, mais l'étude 
pourrait être menée dans un espace de Banach quelconque, en remplaçant le mo- 
dule par la norme. Comme la sommabilité fait intervenir la suite (pal) paenxt 
le théorème 9-5.14 donne 


THÉORÈME 9-5.17 Si u = (uychpgenxn 25t une suite double complexe, 
cette suite est sommable si et seulement si 


Ÿ Œ w.l) existe. 


g=0 \p=0 


De manière équivalente, il suffit aussi de vérifier que 
+ f+oo 
D (mel) < 4 
7=0 \e=0 


Lorsqu'une de ces conditions est vérifiée, on pourra ”’intervertir l’ordre des 
sommations”. Plus précisément : 


THÉORÈME 9-5.18 Si (us) jenen est sommable, les séries intervenant 
dans les définitions de 


4e [+ +0 f +0 
(Eine) « S (5m) 
9=0 \p=0 p=0 \g=0 
sont toutes (absolument) convergentes, et 
+0 f+o +0 / +0 
Em D (Um) -E (Se) 
{P.8)EN? g=0 \p=0 =0 \=0 


Démonstration : L'hypothèse de sommabilité entraîne évidem- 
ment, à q fixé, la convergence absolue de la série Du, Comme 


de plus 
+c + 
D unal € D [ral 
P=0 Po 


la sommabilité de la famille (Juy.9l) et le théorème 9-5.14 entraîne la 
rs 


convergence absolue de la série Du, avec w, = Du. Il reste à 


p=0 
prouver que 


Ho /+00 
D Upg = > (Ë w) 
(p4)ENt 950 \p=0 


(par changement du rôle joué par les indices p et q, on aura en 
même temps la possibilité d'intervertir les sommations). Si on pose 
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> Up cela revient à montrer, revenant à la définition de la 


G)EN? 
convergence d’une série, que 


EE) 


=0 


lim 
n++00 


On à, par inégalité triangulaire 


HE ÉE) 


g=0 =0 


=0 \o=nti 


Montrons que les deux termes intervenant dans le terme de droite 

tendent vers 0. C’est évident pour le premier, puisque [0, ] x [0,n] 

forme une suite croissante de parties dont la réunion est N°. Pour le 
<Y 


second, on à 
EE) IE") 
<Y ( $ Wa) 2% (Em) 


g=0 \p=n+l 
9=0 \p=nti pant1 \=0 


{inégalité triangulaire d'abord, puis somme de n + 1 séries conver- 
gentes). On conclut ensuite, en majorant 


reste d’une série convergente (théoreme 9-5.14) et tend vers 0 pour 
n—+oo. = 


EXERCICE 9-5.19 Pour [2] < 1, avec 2 € C, établir 


DRE CE 


où d (nr) désigne le nombre de diviseurs positifs de n. (Il s’agit de prouver la convergence 
des deux séries et l'égalité de leurs sommes). 


REMARQUE 9-5.20 Si (u,){,en2 est une suite double quelconque de com- 
plexes, on peut avoir existence et inégalité des deux termes 


oo f+o oo +00 
= (Ë ….) #Y Ë ) 
9=0 \p=0 p=0 \g=0 


On peut voir par exemple que, pour Cüpe)(pgensene définie par 


Upa = pour p#aqetuss=0sip=q 
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on à 


+00 PE is 

= À = eut VI 
DE ei je 
PAG 


En notant Sy la somme partielle d'ordre k de la série harmonique, on à 


ie ER A EE 
Z Pa 3q No \q N+g + SN 4 T2 


en encadrant Sn — Sn-, par deux intégrales. On obtient 


En permutant les rôles joués par p et q, le résultat est évidemment opposé! 


9-5.4.3 Produit de deux suites sommables. Produit de Cauchy 
de deux séries absolument convergentes 


THÉORÈME 9-5.21 (ET DEFINITION) Si a = (ay),en et à = (by)jen Sont 
deux suites complexes sommables, la suite double (apbg)(pa)en? est sommable, 
On l'appelle famille produit des familles a et b et on a 


Zune (5e) (5) 


Démonstration : La suite double positive (Ja,b;l),, jen est som- 
mable, puisque 


+ f/4+00 
Y Œ el à) converge. 
g=0 \p=0 


Le résultat en découle, avec 


An EE) 6) E)-G))" 


REMARQUE 9-5.22 On aurait un résultat analogue en définissant le produit de 
deux familles complexes sommables (a);e, et (b;);., comme étant (aib;); erxr 
avec 


x, (5-)(E) 


[OITEN ier Hu 


Pour faire la démonstration, il suffirait de prendre des énumérations de 7 et J et 
de se ramener à Ja situation précédente, 
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REMARQUE 9-5.23 En travaillant avec des espaces normés complets, et en 
remplaçant le produit par une application bilinéaire continue, on pourrait géné- 
raliser le théorème précédent : 

Si E,F,G sont trois espaces de Banach, si B : E x F -> G est bilinéaire 
continue et si (u,) € IE et (v,) € F° sont deux suites (absolument) sommables, 
la famille 

(Buy) pere € G° 


est sommable, et 


2(55») = YO Blusv) 


PEN qeN (pe)en? 


La démonstration n’est pas difficile. On utilise l'existence d’une constante Æ telle 
que 


VGYEEXxE [B(e,v)l < Kelly 


ce qui traduit la continuité de B, et le fait que J, = [0,n] x [0,7] forme une suite 
croissante d'union N°, ce qui permet de passer à la limite dans l'égalité 


B(Eu x) - ZE Blum) 


p=0 4=0 (9)En 


En ce qui nous concerne, nous utiliserons cette notion de produit presque 
exclusivement dans le cadre des séries absolument convergentes, avec la notion 
de produit de Cauchy. 


THÉORÈME 9-5.24 (ET DEFINITION) Si Ya, et Xb, sont deux séries à 
termes complexes absolument convergentes, on appelle série produit de 
Cauchy de ces deux séries la série de terme général 


= > USE y Gpby 
k=0 {P.9)eN7 
Pan 
Cette série est absolument convergente, de somme 
+00 +00 +00 
> NT (Ë-) (Ex) 
n=0 n=0 n=0 


Démonstration : La famille (a,by) est sommable, d'après ce qui 
précède. Si on pose 


= {(p,9)E N'|0<p+a<n} 


on construit une suite croissante de parties finies de N? de réunion 
égale à N°. On à donc 


Jim, D ah = im LYa= Y ah = (£:) (5:) 


(4) (P,)EN? PEN 4EN 
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ce qui prouve la convergence de la série et détermine sa somme. La 
convergence absolue est simplement conséquence de la majoration 


lcal & 2 lex] lôn-xl 
=0 


la série majorante étant convergente (produit de Cauchy de deux séries 
convergentes à termes positifs). 1 


Nous donnerons au début de la section suivante l'exemple fondamental de la 
fonction exponentielle. Terminons par deux remarques : 


REMARQUE 9-5.25 Si Da, et 32 b, sont deux séries à termes complexes semi- 
convergentes, la convergence de °c, avec 


= À ab 


{p9) 
p+g=r 


n'est plus assurée. Par exemple, pour a, (n > 1) séries alternées 


convergentes, 


ne tend pas vers 0 (exercice) et donc Xe, DV. On peut cependant prouver 
(exercice) que, si l’une des séries est ACV et l’autre converge, la série produit de 
Cauchy converge et a pour somme le produit des sommes (théorème de Mertens). 


REMARQUE 9-5.26 Le théorème précédent se généralise dans le cas de séries 
absolument convergentes dans des espaces de Banach et d’une application bili- 
néaire continue : la série de terme général 


Ca = Ÿ 7 B(a,b,-x) 


4=0 


est alors absolument convergente, de somme 


(+) (E:) 


La démonstration est, pour l’essentiel, analogue à celle qui précède. 
Terminons par un exercice, donnant un résultat de sommation par paquets”, 


qui s’appliquera notarnment aux séries complexes absolument convergentes : 


EXERCICE 9-5.27 Si (u;),e, est une famille sommable et J C { une partie (infinie) 
de F, montrer que (u;);., est sommable. On peut donc donner un sens au symbole 


Lu 


ie 
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ce symbole ayant aussi un sens si J est finie. 
Montrer que, si 7 = {JA est une partition de 7 en une suite de parties finies ou 


neN 
dénombrables, la série de terme général 


Sa= Du 


1€ 
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est absolument convergente et 


Dans cette section, nous définirons les fonctions exponentielleet circulaires comme 
somme de séries, ce qui permettra de résoudre avec précision le problème de la 
mesure des angles. 


9-6.1 Fonction exponentielle complexe 


9-6.1.1 Définition. Equation fonctionnelle 
DÉFINITION 9-6.1 Pour z € C, on pose 


série absolument convergente (par exemple par application de la règle de D'Alem- 
bert). 


THÉORÈME 9-6.2 La fonction exp : (C,+) -+ (C', x) est un morphisme de 
groupes. 


Démonstration : Le terme général du produit de Cauchy des séries 
absolument convergentes définissant exp z1 et expz2 pour 1,22 € € 
est 


ä en _ (it a) 
RE = Cs _ n! 


par la formule du binôme. Le théorème 9-5.24 donne alors 
exp (ai +2) = exp a expz 

En particulier, pour 22 = —2, on obtient 
exp exp (—z) = exp0 = 1 


cc qui montre que la fonction exponentielle ne s’annule jamais. M 
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DÉFINITION 9-6.3 On définit le réel e par 


EXERCICE 9-6.4 Montrer que e est irrationnel. Indication : si $, est somme partielle 
de la série définissant e, on pourra d'abord montrer que 


1 
Sn <e<Su+ 
m 


et arriver à une contradiction en supposant e rationnel. 


On montre facilement en utilisant la propriété de morphisme de groupes que, 
pourmez 


exp(m) = e" 


Comme la fonction exponentielle prend des valeurs strictement positives sur R 
{car exp(z) = (exp £)°), ce résultat est généralisable au cas où m est un rationnel : 
sim=— avec qe N',ona 
q 
(expm)* = expmg = expp = e 
ce qui donne bien (puisque expm > 0) 
expm = (er) ee" 

Îl n'y a alors pas d’ambiguité à définir le symbole e* par 


Vz€EC e*=expz 


9-6.12 Module d'une exponentielle 


THÉORÈME 9-6.5 Pour y € R, ei’ est un complexe de module 1, Pour 
ec 


puisque y € R. On obtient bien 


vf? À 
po = 


Pour z = r+iy € C, on a enfin 
del = Je“ fev] = Jes] 


puisque e* est un réel strictement positif. (M 


A ce stade, rappelons que le module d'un complexe est tout simplement 
la+ib| = Va+4, et vérifie [22] = |[:+}|e'l. Nous n'avons pas pour le mo- 
ment de définition de l'argument d’un complexe non nul, définition qui utilisera 
justement la fonction exponentielle complexe. 
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9-6.1.3 Propriété de continuité et de dérivabilité 


Nous verrons dans un chapitre ultérieur (séries de fonctions) des théorèmes géné- 
raux qui permettraient de prouver les résultats de cette section. Nous donnerons 
ici des démonstrations ”à la main”, utilisant pour l'essentiel l'équation fonction- 
nelle vérifiée par l'exponentielle. 


THÉORÈME 9-6.6 La fonction exp : C > C* est continue. 


Démonstration : Pour z et h € C, on a 


fe+ el = Re lei il 


ce qui prouve que la continuité de l'exponentielleen z sera conséquence 
de la continuité en 0. On a de plus 


série absolument convergente, ce qui donne pour [k| < 1 
+00 1 
le*-1]< HD 
k=1 
et prouve la continuité de la fonction exponentielle en 0. M 


Si on se restreint au domaine réel, on à le caractère C® de la fonction expo- 
nentielle : 


THÉORÈME 9-6.7 La fonction f = exp|r est C*, avec f’ = f sur R. Elle 
réalise une bijection strictement croissante de R dans R**. On a 


a+ 
x 

&æ = o[— 
24-60 à) 


Démonstration : On étudie cette fois, pour x et h € R la quantité 


æ* = o(e) 
VkeN 1 


+ je 
AR) = eh er het = ef (eh 1h) = 5 
k=2 


Pour |k| < 1, on a clairement 


#00 
1 
AGI< RP x 
k=2 
ce qui donne À (h) = O(h?) quand h —> 0, et prouve la dérivabilité de 
la fonction exponentielle en x, la dérivée valant e* en ce point. Pour 
æ>0etkEN,ona 
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ce qui donne limst"*e* = +00 et donc æ* = o(e*) en +00. L'étude 


en —0o en résulte, puisque c* = —. La dérivée de la fonction expo- 


nentielle étant partout > 0, cette fonction est strictement croissante. 
Tendant vers Ü en —c et vers +00 en +0, elle réalise donc un C®- 
difféomorphisme de R dans ]0,+oo[. 


On pourrait à partir de là, et sans recourir à l'intégration, définir la fonction 
logarithme R°* -> R comme étant le difféomorphisme réciproque de l’exponen- 
tielle. C'est aussi un isomorphisme du groupe multiplicatif des réels > 0 vers le 
groupe additif réel. On vérifie aisément que 

4 L 
Vz>0 (In) (zx) =- 
z 
DÉFINITION 9-6.8 Sir est un réel sirictement positif, et a € €, on pose 
a = eolnr 


at= 


cette définition est cohérente auec la définition de x° lorsque x > 0 et p est un 
rationnel. 


REMARQUE 9-6.9 Des techniques de majoration analogues à celles utilisées 
dans le cas réel démontreraient, pour z et h variables complexes 


Et = ef + he + O(h?) pour h + 0 


ce qui prouve en particulier que 


On dit alors que la fonction exponentielle est dérivable (comme fonction d'une 
variable complexe, voir à ce sujet l'exercice 11-3.11 et la section 23-1.4) en tout 
point de €, avec 


{exp} (z) = e° 


EXERCICE 9-6.10 Si à € €, montrer que f : ]0,+oo[-+ € définie par z r> z° est 
dérivable et que 


Vz>0 f'{r)= ar" 


9-6.2 Les fonctions circulaires 
9-6.2.1 Définitions. Dérivabilité 
DÉFINITION 9-6.11 Pour { € R, on définit 
cost = Reë el sint = Ime“ 
On a doncViER e*=cost+isint, et la propriété [e*| = 1 se traduit par 


VIER cost+sin{=1 


9-6 La fonction exponentielle 435 


Toutes les formules de trigonométrie circulaire (cosinus d’une somme, d'une 
différence etc...) se déduisent aisément de la formule Vt,t ER eïl##) = eïteil'. 
La continuité de la fonction exponentielle donne immédiatement 


THÉORÈME 9-6.12 Les fonctions cos et sin sont continues de R dans(—1, 1]. 


On a d'ailleurs clairement, à l'aide de la rernarque 9-6.9 


SU) Qt 

pe A = 
+0 

Re 


En séparant les parties réelles et imaginaires, on obtient 


THÉORÈME 9-6.13 Les fonctions cos et sin sont C® sur R et 
VIER (cos)(t}=-sint et (sin) (t)= cost 


Pour £ € R, le développement 


ue Gt} 
QE E Kk! 
donne, en séparant les parties réelles et imaginaires : 


CN" yen 
VLER et SC fm et De NS 


séries toutes deux absolument convergentes. 


9-6.2.2 Périodicité. Le nombre 7 


Il n’est pas évident, sur les développements en séries précédents, que les fonctions 
sin et cos prennent toutes leurs valeurs dans [--1, 1]. C’est l'équation fonctionnelle 
vérifiée par la fonction exponentielle qui à donné ce résuliat, par l’intermédiaire 


de 


De même, les propriétés de périodicité des fonctions circulaires vont apparaître 
grâce à cette même équation fonctionnelle. Commençons par découvrir le nombre 
LE 


= 1 + cos? 1 + sin?t = 1 


PROPOSITION 9-6.14 La fonction cos possède un plus petit zéro dans 
]0,+co[. Si a désigne ce plus petit zéro, on pose 


7 =2a 
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Démonstration : On montre d'abord que la fonction cos s’annule 
au moins une fois dans l'intervalle [0,2]. Comme il s'agit d’une fonc- 
tion continue, cela résultera du théorème des valeurs intermédiaires, 
si l’on vérifie que cos? < 0 (puisque cos 0 = 1). Or 


+ (_yye 
cos 2 — > Ge 4% 


est somme d'une série alternée. En notant v; la valeur absolue du 
terme général, on a 
Vk4i 2 


%w  (E+DGEHI 


ce qui montre que cette valeur absolue commence à décroitre à partir 
du rang # = t. On a donc l'encadrement 


Si < co82 € 82 


avec S2=1-2+2 


—} < 0. On considère ensuite 
a = inf {# € [0,2] | cost = 0} 


On a a > 0 car la fonction cos est strictement positive au voisinage 
de 0. De plus, par définition de la borne inf, « peut être approché par 
la droite par des zéros de la fonction cos, et par continuité de celle-ci 
on obtient cosa = 0. Par construction, a est la plus petite solution 
dans R+ de l'équation cost = 0. 


COROLLAIRE 9-6.15 On a 
=i et e7=1 
Démonstration : On a ce = 0 et donc sin : = +1. Comme on 


; à: £ Ets T 
sait que la dérivée de le fonction sin est strictement positive sur [0, |, 
cette fonction est croissante sur cet intervalle, et comme sin 0 = 0 on 

T 
à forcément sin us let donc 


er =i 


On en déduit ei" = (e3) = —1et e7 = 1. M 
On peut en déduire le noyau du morphisme de groupes 
exp: (C,+) +(C,x) 
COROLLAIRE 9-6.16 Pour z € €, on a 


e=1&zeirZ 
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Démonstration : On a évidemment, par propriété de morphisme 
2€ 2irZ = e =1 
Réciproquement, si z = æ + iy est solution de cette équation, on a 
le|=e=1#x=0 


puisqu'on sait que la fonction exponentielle est injective en restriction 
à R. Il reste donc à résoudre 


ev=t 


avec y € R. L'ensemble des solutions est un sous-groupe additif de R. 
Pour montrer que c'est 272, il suffit de voir que la plus petite solution 
strictement positive est 27, c’est-à-dire qu'il n’y a pas de solution dans 
10,2r[. S'il existait une telle solution, on aurait 


y OT 
<<? 
<a<2 


et donc u = cos À > 0 et v = sin à > 0 (définition de 7 et croissance 


du sinus sur le 5 D- On aurait alors 
= (u+ iv) = ut — Env? + vf + Au (a? — v?) = 1 


PRE + 1 $ 
En regardant la partie imaginaire on obtient u? = v? = 3 (puisque 


u?+v?= 1). Mais alors 


E% = (u + iv) = ut — Gu?0? + vf = —1 
ce qui est contraire aux hypothèses. 
Comme e* = e“ & e*-* = ], on obtient 


Vz,zec 6:21 € irZ 


COROLLAIRE 9-6.17 Les fonctions sin et cos sont 27-périodiques (2x est la 
plus petite période > 0). 


Démonstration : La 2r-périodicité est conséquence de ce qui pré- 
cède. Si T est une période du cosinus, c’est une période de sa dérivée. 
Les deux fonctions sont donc T périodiques et il en est de même de 
là fonction tes ef Test donc un: multiple de x. 


Le tableau de variation 


peut être facilement étendu à tout l'intervalle [0, 2x] par 


ï: (1+5) = L (: 2)- in À 
sin 2 = cost, cos +3 = —sin 
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9-6.2.3 Mesure des angles. Argument d’un complexe 


THÉORÈME 9-6.18 L'application { r+ eï! est un morphisme surjectif de 
(R,+) — (U, x) groupe des complexes de module 1. Son noyau est 2rZ. 


Démonstration : Il suffit de démontrer que tout complexe de mo- 
dule 1 peut s’écrire sous la forme e'?, avec 8 € R. Comme le noyau 
du morphisme considéré est exactement 212, le réel 4 sera unique 
modulo 27. Soit w = a + ib € U. Si a > 0 et b > 0, on peut trouver 
un 4 € [0,7] avec cos = a (théorème des valeurs intermédiaires). 
On a alors 


& 


sin? 8 = 1 — cos? 6 = 1 — a? 
et comme sin # > 0, on a sin Ÿ = b, soit finalement eŸ = w. Si a <Üet 
à > 0, Le complexe —i € U a ses parties réelle et imaginaire positives, 
ct s'écrit donc e*°, pour à € R. On a alors 


ge 86 y = fer) 


Enfin, si b < 0, en travaillant avec —w dont la partie imaginaire est 
positive, on obtiendra une écriture 


Etes € Sw= eï(a+r} 
ce qui prouve la surjectivité de l'application considérée. 


DÉFINITION 9-6.19 Si z est un complexe non nul, on appelle argument de z la 
classe de réels modulo 2x définie par 


S 8 2 
Mes= {sente =} 


Tout réel appartenant à cette classe sera dit détermination de l'argument de z. 
On notera souvent 


O—argz pour 0€ Argz 
sachant bien qu'il ne s'agit pas d'une véritable égalité. 


On a évidemment, pour z et z’ complexes non nuls 
1 
Arg(z2) = Argz+ Argz'et Arg L = Argz'-— Argz 


L'unique détermination de l’argument de z € C* qui appartient à l'intervalle 
]— x, 7] est souvent appelée détermination principale de l’argument de z. 
On définit ainsi une application C* —+]— 7, x] non continue en tout point de l'axe 
réel négalif, mais continue en restriction à € —R° : 
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Siz = r+iy € C—R° et si 0 €] — x,7[ est détermination 
principale de son argument, on à 


9-6.2.4 Résolution de e° = a 

THÉORÈME 9-6.20 Si a € C', l'équation e’ — a possèdent une infinité de 
solutions : 

=a4z=lnfal +iArga 
Une solution de cette équation est appelée détermination du logarithme 
complexe de a. Celle correspondant au choix de la détermination princi- 
pale de l'argument de a est appelée détermination principale du logarithme 
(complexe) de a. On la notera Lna. 
Démonstration : Exercice. 


EXERCICE 9-6.21 Montrer que a ++ Lna est continue sur € — R7. En utilisant la 
remarque 9-6.9, montrer que cette fonction de la variable complexe a est dérivable en 
tout point de € — R- et que 


pr 2 
(En) (a) = + 
9-6.2.5 Dérivée d’une exponentielle complexe 


EXERCICE 9-6.22 Montrer que, si J est un intervalle de R et f : 7 + C est dérivable, 
il en est de même de g : I + € définie par 
9 (= 10 
et que 
vter g'(0=f'{tbeft 


9-6.3 Exponentielle dans une algèbre de Banach 


Dans tout ce qui suit (A,+, x,.,{|||) est une algèbre de Banach, c’est-à-dire une 
algèbre normée complète avec 


Vr,ye A leyl <Helllul 


Dans la pratique, ce sera pour nous une algèbre de matrices carrées M, (K) 
avec K = R ou C, munie d’une norme subordonnée à une norme quelconque sur 
K. On pourra aussi envisager le cas À = £. (E), algèbre des endomorphismes 
continus d’un espace de Banach. 
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9-6.3.1 Fonction exponentielle 
THÉORÈME 9-6.23 (ET DEFINITION) Si (A,k 2.11) est ue algèbre de 


Banach et a € À, la série de terme général © — est absolument convergente. 
Sa somme est par définition l'exponentielle le a: 


+00 
& 


expa= Tr 


k=0 
(par convention, le premier terme vaut «° = 14). 
Démonstration : M suffit de remarquer que 


<l 


5 CH 


terme général d’une série convergente. M 


REMARQUE 9-6.24 Si la série converge pour une norme, elle converge pour 
toute norme équivalente. Le résultat précédent subsiste dans toute algèbre 4 
munie d’une norme N pour laquelle À est complète et le produit continu. On 
sait alors qu’il existe une constante M > 0 avec Vr,y N(zy) < MN (x) N (y). 
La norme ||z|| = MN (x) vérifie alors ||zy|| < {xl Ilyll. 


Par exemple, pour À € K 
exp(Ala) = e1a 


La remarque 9-5.26 montre que l’on peut, dans le cas d’une algèbre de Banach, 
refaire la démonstration du théorème 9-6.2, pour peu que l’on puisse encore 
appliquer la formule du binôme. On a donc 


THÉORÈME 9-6.25 Si a et b sont deux éléments qui commutent dans une 
algèbre de Banach, alors 


exp {a + b) = exp(a)exp (b) 
Le résultat ne subsiste plus si ab %£ be, comme le montre l'exercice suivant : 


EXERCICE 9-6.26 Dans M2 (R), on pose 


Calculer exp (a), exp (b} et exp (a + b). 
COROLLAIRE 9-6.27 Siae Aett,s€ K, on a 
exp{fa)exp(sa) = exp((s +t)a) 
En particulier, l'égalité 
exp(a)exp(a) = 14 


montre que, dans une algèbre de Banach, une exponentielle est toujours 
inversible. 
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9-6.3.2 Cas particulier : exponentielle d'une matrice 


Si l’on doit calculer explicitement l'exponentielle d’une matrice M € M, (K), on 
peut d’abord penser simplifier M par similitude, puisque si P € G£, (K) 


M=PNP" N SM p(S M) ps 
= + VmE L7- Dr 


k=0 


ce qui, en faisant tendre m vers +00, compte tenu de la continuité du produit 
matriciel donne 


M = PNP-1 3 exp M = Pexp(N) P7! 


Cette formule n'est pas étonnante. Il y a derrière cette égalité la notion d'ex- 
ponentielle d’un endomorphisme d'un K-ev de dimension n. Si E est un tel 
espace, le choix d’une norme arbitraire sur E (elles sont toutes équivalentes) mu- 
nit L(E) = £e(E) de la norme des applications linéaires continues, donc d’une 
structure d’algèbre de Banach. Pour u € L(E), on a 


eh 
expu = y H 
k=0 
et si B est une base de E, avec M = M (u, B), on aura 
M (expu,B) = exp M 


Un cas simple est évidemment le cas où M est diagonalisable. Il est en 
eflet clair que 


D = Diag (a1,...,a,) = exp D = Diag(e°,... ,e*) 
et donc 
M = PDiag(o,...,an) P! = exp M = PDiag(e®,... ,e°") PT 

Le cas où M ne possède qu’une seule valeur propre complexe (et 
n'est pas scalaire) est en fait encore plus simple, bien que dans ce cas M ne soit 
pas diagonalisable : on sait dans ce cas que, si À est cetle valeur propre, 

M=d+N 
avec N nilpotente d'indice inférieur à n. Comme 7, et M commutent, on a alors 
exp M = e*exp N 


et le calcul de exp N est simple, puisque la série qui définit cette matrice a tous 
ses termes nuls à partir d’un certain rang. On a finalement 
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Dans le cas général, on se ramènera à la situation précédente, en détermi- 
nant une base de chacun des sous-espaces caractéristiques de l’endomorphisme de 
€" canoniquement associé à M (on fera les calculs dans M, (C)). On obtiendra 
ainsi une matrice de passage P Lelle que 


À 0 0 
M=P| 0 ‘. o |P” 
0 0 4, 


où les À; sont des matrices carrées n’ayant qu’une valeurs propre. On aura alors 
expAy 0 0 
expM=P 0 Fu 0 P”! 
0 0 expA, 
EXERCICE 9-6.28 Montrer que, pour M € M, (K) 
detexp M = eee" 


Cette notion d'exponentielle intervient lors de la résolution de systèmes diffé- 
rentiels (”à coefficients constants”). Nous y reviendrons en détail ultérieurement. 
Conteutons nous de quelques résultats, caractérisant l’exponentielle par une équa- 
tion différentielle. 


9-6.3.3 Equation différentielle z' = u (x) 


THÉORÈME 9-6.29 Si a est élément d'une algèbre de Banach À, l'applica- 
tion & : R — À définie par 4 (t) = exp (ta) est dérivable sur R et vérifie 


VIER ÿ'(t) = aexp(ta) = exp(ta)a 
Démonstration : Etudions la différence 
Ah} = exp((t + h) a) — exp (ta) — hexp(ta)a 
On a A(k) — exp(ta) (exp (ka) — 1a — ha), ce qui donne 


IA (II < lexp con ÿ AE I” 


ce qui donne facilement 
IA (HI = © (4°) 
et prouve le résultat. 1 


COROLLAIRE 9-6.30 Soit E un espace de Banach et u € £.(E) un endo- 
morphisme continu de E. Pour tout 2, € E, l'équation différentielle 


a' (= u(z (0) 


possède une unique solution définie sur R vérifiant la condition initiale x (0) = 
zo. Cette solution est donnée par 


z(t} = exp (tu) (zo) 
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Démonstration : Rappelons qu'une solution définie sur un inter- 
valle Z de R est une fonction dérivable z : { — E vérifiant 


VtEI z'(t)=u(x(t)) 


La fonction x (t} = exp(tu) (ro) est bien définie sur R. Elle est dé- 
rivable car composée de la fonction dérivable £ ++ exp (tu) (théorème 
précédent appliqué à l'algèbre de Banach £. (E)) de R dans £. (E) et 
de l’application linéaire continue £. (E) — E définie par v + v(xo). 
On a bien 


æ(0) = ro et z'{t) = uexp{tu) (ro) = u(x(t)) 


ce qui prouve que cette fonction est bien solution de l'équation dif 
férentielle pour la condition initiale donnée. Pour montrer que c’est 
la seule, on recopie la démonstration qu'on connaît bien dans le cas 
E = R: on fait "varier une constante”. Si £ ++ y(t} est une autre 
solution, on considère 


2 (€) = exp (tu) (y (#)) 
z est clairement dérivable sur R (on utilise cette fois la continuité de 


l'application bilinéaire £. (E) x E —+ FE, définie par (v,x) ++ v(x)). 
Ona 


2'()= -u(2(#)+exp(—tu) (y' (4) = —u (2 (8))+exp(—tu) u (y (2) 
= -u(2())+u(2(#) = 0e 


puisque y est solution de l'équation différentielle et que u et exp{fu) 
commutent. On en déduit que z est constante égale à z (0) = (0) = 
Zo, ce qui donne aisément 


y(E) = exp (tu) (xo) 


et prouve l’unicité de la solution pour une condition initiale donnée. 


Ê 
Si on avait imposé la condition initiale + (to) = æ0, la solution s’écrirait alors 
2 (4) = exp ((£ — fo) w) (0) 


Le théorème précédent s’applique notamment aux systèmes d'équations linéaires 
à coefficients constants s'écrivant 


a) = aum(t) ++ amen(t) 
20 = ann(t) ++ arf) 
2,0) = amæit) ++ AnnTn (t) 
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où les x; sont des fonctions inconnues R — K = R ou €. En considérant le 
vecteur 


æi(t) 
x@o=l : Île 
ant) 
et la matrice À = (a) € M, (K), le système s'écrira 
X'(D = AX (1) 


(ou, si l'on préfère X’ = &4(X)), et la solution pour la condition initiale X (to) = 
Xo € K° sera 


X (t) = exp((t — to) À) Xo 


9-7 Exercices 

EXERCICE 9-7.1 Soit a, une suite de réels décroissante vers 0. 
1. Si Yan converge, montrer que na, —+ 0. La réciproque est-elle vraie ? 
2. Montrer que a, et D n(an-1 — &,) sont de même nature. 


3. Dan, nas et DZ 2"axm sont de même nature (critère de ”condensation”). 
Qu'obtient-on pour les séries de Bertrand ? 


in Un=1 


EXERCICE 9-7.2 Pour p > 0 et u9 € R on définit la suite &, par : u, = _ 


Nature de la série de terme général un ? 
a s 1 - , 
Mème question avec ün41 = € n, Nature de $(—1)"u, ? 


EXERCICE 9.7.3 Dans la suite + on supprime un terme, on garde le suivant, on 
supprime 2 termes, on garde le suivant, on supprime 3 termes, on garde le suivant ete. 
Quelle est la nature de la série ainsi obtenue ? 

Dans la série harmonique, on supprime lous les termes dont le dénominateur à une 
écriture décimale contenant au moins un 9. Quelle est la nature de cette série ? 


EXERCICE 9-7.4 Soit uo > 0 et soit (an}h>0 une suite de R+. On définit alors la suite 
(un}no par la récurrence us41 = un + (un/un). Prouver que la suite (u,) converge ssi 
la série de terme général a, converge. 


EXERCICE 9-7.5 Soit 0 < à < 1, Jun et 32 u deux séries à termes strictement po- 


siuifs convergentes. Montrer que la série de terme général w, = u£vi"® est convergente 


et que sa somme vérifie 
Lun < (Eur) 


Généraliser à un nombre quelconque de sérics. 


ñ 
EXERCICE 9-7.6 Soit Zu, une série à termes > 0 divergente et 5, = Du. Nature 
Q 


é PE tn Un 
des séries de termes généraux = et =? 
CE 
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EXERCICE 9-7.7 Donner un développement asymptotique contenant : 


= 1 
1. 3 termes pour >» i 
ki VE 


2. 3 termes infiniment petits non nuls pour Fe We 


k=1 

É] 

EXERCICE 9-7.8 Quelle est la partie entière de EH ‘4 
TA 


2 FN 
ie ature 
Er ES 


EXERCICE 9-7.9 Soit x € Ret 2, = PR 


z 
Cage +an 


et somme de la série de terme général us, ? 
EXERCICE 9-7.10 Pour z €]0,1[ et 8 €])0,1[ montrer que #{1 — x) < 1x6. Soit 
oo 


Sax une série convergente à termes positif, r, = Ÿ_ a et p €]0,1[. Montrer que la 
k=n 
5 An 
série 3 % converge et que 
À 77 converge et q 


EXERCICE 9-7.11 Soit $ l’ensemble des suites u = (u,),.N de réels positifs avec 
D Un = 1. Déterminer 
neN 


EU EE ] 


EXERCICE 9-7.12 Soit (a,}n>o une suite réelle croissante telle que 


“o=let lim a, —+00 
nt 


On considère la suite (u,) définie par w, = ( = +) api 


an } Va 
1. Prouver que la série de terme général u, converge et que sa somme est majorée 
par 2. 
2. Prouver enfin que pour tout a €]0,2{, il existe une suite (a,) telle que Du, = a. 
as 


EXERCICE 9-7.13 Soit P la parabole d’équation y? = 2px dans un repère orthonormé 
et Mo € P. La normale en Mo à P recoupe P en M. La normale en M, à P recoupe P 
en M3 etc... On construit ainsi une suite de points M,(z:,yn) € P. Etudier la nature 


de ta série > _ 
In 


te +0 
EXERCICE 9-7.14 Convergence de Ÿ | ein" et DDe-vr. 


Cert = 
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” je Sn Z 
EXERCICE 9-7.15 Nature de la série de terme général u, = a OÙ Sn = Xün ph. 
pi 


EXERCICE 9-7.16 On note f(n) = + Quelle est la nature des séries de 


5 2 
2 +2p+1 


termes généraux uw, = n7{{n) et o, = (—1}"us ? 


pret 
EXERCICE 9-7.17 On pose us = L D = (a > 0) et on note R, le reste d'ordre n 
de la série }[u,. Etudier la convergence de Ÿ 7 Ra. 


EXERCICE 9-7.18 On définit la suite 4, par vo = 1 et uni = (n+a+b}u, où a et 


b sont deux réels > 0. Quelle est la nature de la série de terme général 
Lecpnin nta+b 
da DR pan +0 


n 
EXERCICE 9-7.19 Soit à > 0 fixé. Donner un équivalent simple de $, = 5p® pour 


r=i 
n —+ +00. 


EXERCICE 9-7.20 Quelques notions sur les produits infinis : 


Définition : Soit (2,),-N une suite complexe ne s'annulant pas. On dit que le produit 
#oo n 


infini Il 2 converge ssi la suite des produits partiels P, = Il 2x admet une limite 
n=ù k=0 
non nulle. Dans les autres cas, on dit que le produit infini est divergent. 


1) +) Montrer que si le produit infini est convergent on a lim zn = 1. On posera 
EU 


donc 2, = 14 un avec ux —+ 0. On suppose dans un premier temps que 
un ER. 


b) Si on suppose que u, > —1 à partir d’un certain rang, montrer que le produit 
40 + 


infini [[(1 + u,) est convergent ssi la série D In(1 + u,) est convergente. 
o n=0 

En déduire que si de plus 4, garde un signe constant, le produit converge 
ssi la série D u, converge. 

c) Si un ne garde pas un signe constant et si Du, converge, montrer que le 
produit infini et la série D u sont de même nature. 

2" , 1 

Van +7 


2) On suppose maintenant u, € C. 


d} Etudier le cas tn = 


a) Démontrer que pour &1,-::,0n € € on a 


[Ta + a - 1] £ (LLC + le) 


9-7 Exercices 447 


b} On dit que le produit [[(1+u,) est absolument convergent ssi la série 


Ylnl converge. Montrer que tout produit absolument convergent est 
convergent. 


c) On suppose > un convergente et Y u2 absolument convergente. Montrer 
que le produit He + ur) converge. On pourra étudier le produit infini 


[Iu + u)e-"" après avoir montré que, pour z € C, on a 


2 
lk‘-1-21< Een 
+ {DE 
EXERCICE 9-7.21 Soit à € R. Nature de le série D] —. 
si 


+ pe 
EXERCICE 9-7.22 Nature de la série 9 In co oùa€R. 
n+a 


n>faf 


Chapitre 10 


Intégration sur un segment 


10-1 Intégrale d'une fonction continue par 
morceaux 


10-1.1 Intégrale d’une fonction en escalier 
10-1.1.1 Définition 


Dans tout ce chapitre (E, || |}) représente un espace vectoriel normé complet. Ce 
sera le plus souvent E = R ou €, ou un espace vectoriel de dimension finie 
sur K = R ou €. S'il est de dimension finie égale à n, nous le noterons E,. 
Conformément à la définition 8-2.1, nous considérons l’espace € ([a,6],E) des 
fonctions en escaliers définies sur un segment [a, b] à valeurs dans E. Cet espace 
est muni de la norme de la convergence uniforme 


Us = sup lis (4)] 
telab] 


DÉFINITION 10-1.1 Soit s € £([a,bl,E) etdia=io<thi<ti<e <tp=b 
une subdivision de {a,b] adaptée à s (ce qui signifie que s est constante égale à 
4; € E sur chaque intervalle ouvert ]t;,t;41{ défini par la subdivision). On définit 
l'intégrale de s sur (a,b] comme étant le vecteur de E 


pi 
Î sæ D (tin —ti}zi 
(Æ] 


i=0 
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Ce vecteur est indépendant de la subdivision adaptée à s. Cette intégrale est aussi 


+ 
votée | s(t) dt 


Si on intercale un point de subdivision t’ entre {; et ti41, on ne change pas 
l'intégrale puisque 


Gigi ti} = (ty — ai + — ti) ai 


Il en est de même en ajoutant un nombre quelconque (fini!) de points de subdivi- 
sion. Si d'est une autre subdivision de [a, b] adaptée à s, si on note J (d) la valeur 
de l'intégrale calculée avec d, on aura alors (d) = I{dU d') = I(d') puisque d 
et d’ jouent des rôles symétriques. 
è 
Dans l'écriture [ 5 (4) dt, la lettre { est variable muette : l'intégrale est un 


vecteur de E qui 1e dépend pas d’une variable t! Cette notation trouvera sa 
justification en permettant des changements de variables automatiques” comme 
nous le verrons plus loin. 


10-1.1.2 Propriétés fondamentales 


Les propriétés suivantes découlent aisément de la définition : 


° On ne change pas l'intégrale en modifiant la fonction en un nombre 
fini de points de [a, b]. 
Modifier un fonction s en un nombre fini de points revient en effet simple- 
ment à rajouter des points à une subdivision adaptée à s. 

e Linéarité. 
L'application € ([a,6], E) + Æ définie par 


«fox 


est une application linéaire. L'homogénéité est évidente. Pour montrer que 
l'intégrale d’une somme s1 + s2 est somme des intégrales de s1 et 52, on 
utilisera évidemment une subdivision de [a, b] adaptée à la fois à s1 et s2. 


Plus généralement, si (F,|| ||) est un autre espace de Banach et si on se 
donne u € £.(E, F) une application linéaire continue! de E vers F, on 
a 


Vs € E(la,b),E) «(fo = fc a 


égalité qui est conséquence immédiate de la linéarité de u. 


Pour le moment, le fait que £ et F soient complets ou u soit continue n’a pas d'importance. 
Ces hypothèses deviendront indispensables lorsqu'on intègrera des fonctions autres que des 
fonctions en escalier. ; 
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e Cas de la dimension finie. 


Dans la pratique, nous travaillerons le plus souvent avec un espace E, de 
dimension finie. Si B = (eihigien est une base de E,,, une fonction en escalier 


s € E([a,b], E) s'écrira 


; 
ANT 


avec s; € €([a.b],K). L'expression de l'intégrale de s dans la base B sera 


alors évidemment 
[ro dt= 5 («0 a) & 


il 


Inégalité de la norme. 


Sis € € ([a,b], £), l'application t — ||s (t}]| est évidemment dans € ([a,6],R), 
et l'inégalité triangulaire donne immédiatement 


[0 al< fon 


Ceci vaut évidemment pour les fonctions réelles ou complexes, où la norme 
est simplement la valeur absolue ou le module. 


Continuité par rapport à la norme de la convergence uniforme. 
+ 
L'application linéaire ++ | s(t) dt est continue de (£([a,t], E), ||) 


A 
dans (E£, |||l), puisqu'une majoration évidente dans l'inégalité précédente 
donnera 


Additivité par rapport à l'intervalle d'intégration. 


[0 a] < (6-0) lis, 


Si s € E([a,bl,E) et c est un réel vérifiant a < € < b, il est évident 
que slk4 € E(la,c), E) et sley € E(lebl,E). Par un abus de notation 
commode (on ne change pas le nom d’une fonction quand on restreint son 
€ 
domaine de définition), nous noterons Î s= 1 s(t) dt l'intégrale de la 
ac] Ê 
restriction de s à [a,c]. En ajoutant le point c à une subdivision adaptée à 
8, on obtient facilement 


[sw a= [6 a+ [6 dt 
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10-1.1.3 Cas des fonctions réelles 
L'espace E ([a,b],R) est muni d’une relation d'ordre partiel? : 
Si <s2 V1E lab] s1(4) < s2(#) 
PROPOSITION 10-1.2 L'intégrale est une forme linéaire positive’ sur l'es- 
pace € ([a,b],R) c'est-à-dire que 


12 
VseE([a,b},R) oceso< f st à 


Ceci résulte directement de la définition de l'intégrale. Comme pour s1 et 
82 € E([a,b],R),on a 


SH << 0<81—s 
par linéarité de l'intégrale, on a la possibilité d'intégrer des inégalités : 


COROLLAIRE 10-1.3 Pour s et s2 € €([a,b],R) 
1 b 
s<ue f sd < f s2(#) dt 


En particulier, comme on a toujours 


s€E€((a,6],R)=> (nçs) lat < 8 < (xy-) Led 
let] lab] 


b 
(os) é-a< / s(t} dt < (y) (ba) 


Remarquons pour conclure que l'on peut évidemment intégrer des inégalités 
entre fonctions de £ {[a,6],R) qui seraient valables sur [a, 6] privé d’un nombre 
fini de points. 


on aura 


10-1.2 Intégrale d'une fonction continue par mor- 
ceaux 


D'après le corollaire 8-2.5, toute fonction f continue par morceaux de [a,b] dans E 
est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier. La continuité de l'intégrale 
définie sur € ([a,b],E) par rapport à la norme de la convergence uniforme va 
permettre d'utiliser une technique déjà décrite à la section 7-2.4 pour prolonger 
l'intégrale à C2 ([a,b], E). 

?La négation de s1 £ 52 n'est pas #1 > 52! 

$Ne pas se méprendre sut cette terminologie : une forme linéaire non identiquement nulle 


sur un R-espace vectoriel quelconque est surjective … et ne peut donc prendre toutes ses valeurs 
dans R+. 
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10-1.2.1 Définition 


THÉORÈME 10-1.4 (ET DEFINITION) Si f € C£ ([a,b], E), pour toute suite 
(sn}yen de fonctions en escalier convergeant uniformément vers sur [a,b] 


la suite des intégrales ( fat Sn (t a) est convergente dans (E, || ||). et sa 


EN 
limite ne dépend pas de la suite (sen choisie. Cette limite est appelée 
intégrale de f sur [ab], et on la note 


[ro a= in, [#0 dt 


Démonstration : Comme (E, || ||} est complet, il sulfit de prouver 
& 
que la suite ( Î sa (t) a) est de Cauchy. Par inégalité de la 
s ETS 


norme, on à 


[= (#) di — fe @) a] <(b— a) {]sa — sul 


Cette quantité peut être rendue inférieure à un réel € > 0 arbi- 
traire pour n et m suffisamment grands, puisque la suite (s,),en 
étant convergente dans (8 ([a,b], E), || |.) est évidemment de Cauchy 
dans cet espace. En ”mélangeant” deux suites quelconques (s}), ex et 
(&}sen de fonctions en escalier convergeant vers une fonction f, c’est 
à dire en posant 


Sn = 57 €t Sant © 54 


on montre facilement que la limite des intégrales ne dépend pas de la 
suite choisie. Lorsque f est elle-même en escalier, le choix de la suite 
constante (égale à f) montre montre que l'intégrale sur C2 (a, b], E) 
prolonge celle sur £([a,b|,£} 


Ce passage à la limite conserve les propriétés de l'intégrale sur l’espace des 
fonctions en escalier : 


10-1.2.2 Propriétés fondamentales 


+ On ne change pas l'intégrale en modifiant la fonction en un nombre 
fini de points de {a,b]. 


Si f est modifiée sur un ensemble fini X € [«, b] de points, on modifie sur 
les mêmes points les fonctions de la suite s,, en imposant par exemple 


VrEeX VreEN sur) = f(x) 


Cette opération conserve évidemment la convergence uniforme, et ne modifie 
ni les intégrales des 5, ni leur limite. 
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e Linéarité. 

L'application C9, ([e, 6], E) — E définie par 

+ 

fn L f() dt 

a 
est une application linéaire. En effet, si f et g € C9, ([a,b], E), et si (s:),en 
et (t:)},en sont deux suites de fonctions en escalier convergeant respecti- 
vement vers f et g, pour «& appartenant au corps de base (R ou C), on 
a 


im IC + ag) — (sn + atn)ll = 0 


et il suffit de passer à la limite dans les égalilés 


VreN Î (6 +atr) Î m+af LA 
(Ci Lot] le.i] 
[u+as-f 1+af 
[et] 14 L4] 


Plus généralement, si (F, || |]) est un autre espace de Banach et si u est une 
application linéaire continue‘ de E vers F, on a 


pour obtenir 


vec (lab, E) u(froa) - fuwa 


En effet, la fonction u o f est dans C9 ([a,b], fr), et si (s4),en est une 
suite de fonctions de £([a, 6], E} qui converge uniformément vers f, on à 
évidemment u os, € € ([a,b], F) avec 


VnEeN Iuof-uos,], <Ilul If - salle 


{où full est la norme de l'application linéaire continue u). La suite de 
fonctions en escalier {u o s,),ey converge donc uniformément vers u 0 f, et 


l'égalité ; : 
u(f 0) = [ue à 


s'obtient ici encore par passage à la limite. 


+ Cas de la dimension finie. 
Si B =(ehigig, est une base de E,, et si f € ©, ([e,6l, E), on aura 


f= Ye 


#lci, la continuité de u est importante! 
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avec f, € C9, ([a,b],K). L'expression de l'intégrale de f dans la base B sera 


alors évidemment 
f'roa-S(f ro à) « 


En particulier, lorsque l’on considère € comme R-ev de dimension 2, rap- 
porté à sa base canonique {1,i}, on obtient 


vreaqs,o [rot fres@asi [mo 


et en conséquence 
RE à 
vreaqao [ro] 74 


+ Inégalité de la norme. 
Si f € C9, (la, 6], E, l'application t —> ||f (£)I| est dans C9, ([a,b],R), et on 


D b 
L'rwal< [iroia 


Pour les fonctions réelles ou complexes, ceci donnera 


L'rwal< [irc 


Pour obtenir ces inégalités, ici encore, on passera à la limite, pour une suite 
(sx)4en de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f, dans les 


inégalités 
TEO a] < [con « 


en utilisant d’une part la continuité de la norme et d’autre part le fait que 


Vtele,ë] HF) — IS GI < IAE) — 8 ON SIT — srl 


ce qui prouve la convergence uniforme de la suite de fonctions en escalier 
te {fs, (#){] vers la fonction continue par morceaux # ++ || f(#)I]. 


+ Continuité par rapport à la norme de la convergence uniforme. 
5 
L'application linéaire f ++ | f{t) dt est continue de (C2, ([a,6], E), ||.) 
dans (£, || ||), puisqu'on a encore ici 
+ 
[roal<e-on 
a 


inégalité qu’on obtient aussi par passage à la limite : on a en effet 
[les — Hsnllool & IF — Salles 


Ce résultat est suffisamment important pour être énoncé sous forme de 
théorème : 
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THÉORÈME 19-15 Si (f,),en est une suite de fonctions continues par 
morceaux de [u, b] dans Æ qui converge uniformément sur [a, b] vers une 
fonction f continue par morceaux, alors 


+ + 
se froa [rot [ie 0 à 


On cbtient ici une condition suffisante* pour ”permuter passage à la 
limite et symbole d’intégration”. Par contre, il importe de noter que 
la convergence simple n’est pas une condition suffisante pour aboutir à la 
même conclusion. En etfet, sur [0,1], la suite de fonctions en escalier 


Sn (#}= no u(é) 


converge simplement vers la fonction nulle, et pourtant la suite des inté- 
grales est constante égale à 1, et ne tend pas vers 0. 


Insistons lourdement : la démonstration du théorème précédent se ramène 
à l'écriture de l'inégalité 


[ro a- f rw 4] <fro-LoI&<E-o18- 11, 


et La longueur de l'intervalle d'intégration, soit (b — a), intervient dans cette 
majoration. Lorsque, dans un chapitre ultérieur, nous intègrerons sur des 
intervalles non bornés, on conçoit que la convergence uniforme ne sera alors 
plus suffisante pour permuter les symboles de limite et intégration. 
Additivité par rapport à l’intervalle d'intégration. 


Avec les mêmes abus de notation que dans Le cas des fonctions en escalier, 
nous aurons, pour f € C9 ([a,b], E) et c €]a, b[ 


fre a [ro a+ [ro a 


égalité qui s'obtient ici encore par passage à la limite. 


REMARQUE 10-1.6 Le procédé de construction utilisé ici permettrait en fait 
de prolonger l'intégrale à toute fonction de [a, 6] dans E qui serait limite uniforme 
d’une suite de fonctions en escalier, c’est-à-dire à toute fonction réglée sur [a,b] 
(cf. exercice 8-2.6). Les propriétés qui précèdent subsisteraient. 


SCelle condition n’est pas nécessaire, Par exemple, sur (0, 1], la suite de fonctions définie 
par fn (4) = 1" converge simplement, mais pas uniformément vers la fonction g = 1,1}, fonction 
caractéristique du singleton {1}. On a cependant 


ï ï 
lim ra=o= | gta 
û 


nee Ja 
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10-1.2.3 Intégration et inégalités 


Comme dans le cas des fonctions en escalier, le résultat fondamental est : 


PROPOSITION 10-1.7 L'intégrale est une forme linéaire positive sur l'es- 
pace vectoriel C2 ([a,b],R). 


Démonstration : Si f € C4, ([a,b],R) est positive et (s,),en est 
une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f, 
la majoration 


1 -lsll <1f— sn 


montre que la suite (|s|),en convetge aussi uniformément vers f, et 
par conséquent, puisque les intégrales de ces fonctions sont positives 


+ b 
froa- im f BG &>0 a 


COROLLAIRE 10-1.8 Si f et g € C®, ([a,b],R) vérifient f < 9 sur [o,b] (sauf 
peut-être en un nombre fini de points) alors 


[ro a< foot 


COROLLAIRE 10-1.9 Si f € C2 ({a,b],R), on a 
hf Fe << a Fe 
et donc 
b 

inf f.(b— a) </ J{t) dt < sup f.(b-— a) 

ls a [] 
COROLLAIRE 10-110 Si f € C?, ([e, 6], R) est positive alors 

[ro dt =0 = f est nulle en tout point de continuité 


En d'autres termes, puisque f est supposée continue par morceaux, la fonc- 
tion f est nulle sur [a,b], sauf peut-être en un nombre fini de points. En 
particulier, si f est continue sur [a,b|, elle est identiquement nulle. 


Démonstration : Soit ta un point de continuité de f, que nous 
supposerons intérieur à [a, b] (le cas d'une extrémité se traite de façon 
analogue). Supposons f (to) > 0. On peut, par continuité, trouver un 
réel a > U tel que 


[fa—a,to+alC{a,b] et 


VLE(o—ato+ al |f(- ft) < LE) 


2 
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On a alors pour 4 € [lo — a to + a] 


et, par additivité par rapport à l'intervalle d'intégration 


[2 L' lo+a 
['roa-] was [” f() dt+ ° F6) dt 


a tota 


ce qui donne finalement, puisque f est positive 
8 tot 
[roa>f f{(t) dt > af (ta) > 0 
a ta 
ce qui contredit l'hypothèse. I 
EXERCICE 10-111 Trouver toutes les fonctions continues f : [a,b] > € vérifiant 


froal- f'irwiæ 


On étudiera d’abord le cas d’une fonction réelle. Lorsque f est complexe, on posera 


è ; 
Î f (Et) dt = pe? avec p € R+ et 8 € R, et on considèrera la fonction g = e-#f. 
a 


REMARQUE 10-1.12 I] arrive souvent que l’on ait à majorer le module d'une 
intégrale d'un produit de deux fonctions continues par morceaux, f,g : [a,b] — C. 
Nous verrons dans la section suivante que l'inégalité de Schwarz permet d'obtenir 
un majorant. Parfois, c’est une intégration par parties qui donnera une autre 
majoration. Par l’inégalité de la norme, on à aussi 


frs a] < f'ir@rtetoi # 


ce qui donne par exemple l’inégalité (puisque |f]. [gl < [FIL : lgl) 


[056 alu / "lo Cl dt 


4 
Par contre majorer$ par [fl Î g() dt| est une lourde faute (sauf situation 


particulière, par exemple si g est réelle de signe constant). Qu’obtiendrait-on par 
exemple si l'intégrale de g était nulle? Méditer en particulier Le cas g(t) = sint 
sur {a,6] = [0,2x], avec par exemple f = g. 


ÉCette erreur provient d'une mauvaise manipulation d’inégalités : si f et g sont réelles, on 
ne peut passer de —||ffL. < £ < If à — [AL 9 < fy < If # que lorsque g est positive! 
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10-1.2.4 Inégalités de Schwarz et Minkowski 


THÉORÈME 10-1.13 (INEGALITE DE SCHWARZ) Si f et g sont continues 
par morceaux de [«,b] dans €, on a 


2 [] + 
< [rot a. foto à 


Si f et g sont de plus continues, il y a égakté si et seulement si f et g sont 
linéairement dépendantes. 


l'roaa 


Démonstration : L'inégalité est évidente (et est une égalité) si 
l’une des intégrales du second membre est nulle : si, par exemple, 


+ 
If (OF dt = 0, la fonction f est nulle sur [a,b], sauf peut-être en 


ün nombre fini de points, et il en est de même de fg. De même, si 
le premier membre est nul, l'inégalité est claire. Si les deux membres 
sont non nuls, évaluons, pour À € € 


12 12 
L'uo+soa- br fra à 
12 b 
+2Re (/ Swan) +{ lg(t)f dt 
a : 
Si 
b — « 
[rom à = pe 
avec p > 0, on obtient, pour À = re-Ÿ avec x réel quelconque 
+ b 
VreER ef 1 CP dt+ ve + | le) & >0 


Le discriminant de ce polynôme du second degré est donc négatif ou 
nul, ce qui donne 


n $ 
#— [up at. fuir à <o 
a a 
ce qui est exactement l'inégalité à démontrer. 
Supposons à présent l'égalité avec f et g continues. Si les deux 
b 
membres sont nuls, on à par exemple / \f (0)? dt = 0, ce qui donne 


f = 0, et donc {f,g} liée. Si f et g sont non nulles, le trinôme du 
second degré étudié plus haut a un discriminant nul, donc possède 
une racine (double). En particulier 


b 
31€C L'aro +soia=0 
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et, comme la fonction intégrée est continue positive, Àf + g = 0, ce 
qui donne encore {f,g} liée. 

Enfin, si {f,g} est liée (avec f et g non nécessairement conti- 
nues), il est clair que l'inégalité de Schwarz est un égalité (prendre 
par exemple g = af, avec a € €). Æ 


COROLLAIRE 10-1.14 (INEGALITE DE MINKOWSKI) Si jf et g sont conti- 
nues par morceaux de [a,b] dans C, on à 


([ @+ a) < (['uwr a) + (fuir a)” 


Lorsque f et g sont continues, d y a égalité si et seulement si f est nuile ou 
GaeRrt g=af) 


Démonstration : L'inégalité à démontrer portant sur des réels po- 
sitifs est équivalente à 


[root d< (L'or a) + ([ POI a) | 


ce qui équivaut à 


re(f Ha) < (fur a) (fuora) 


Cette inégalité est conséquence de l'inégalité de Schwarz, puisque la 
partie réelle d’un complexe est toujours inférieure à son module. 

Si f et g sont continues, il est clair que si elles sont R+-proportion- 
nelles, l’inégalité de Minkowski est en fait une égalité. Réciproque- 
ment, pour avoir l'égalité avec f et g continues, il faut déjà avoir 
égalité dans l'inégalité de Schwarz, cc qui impose 


2 


f=0 ou Jae€t g=af 
Il faut de plus avoir 


ref HOITO) Da) - fr val 


ce qui donne, dans le cas où f n'est pas nulle, avec g = af 


Re (fr a) = À LA (OF dt 


soit a = [al et doncaeR+. 
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REMARQUE 10-1.15 Les raisonnements qui précèdent sont un cas particulier 
d'un résultat plus général que nous verrons dans nn chapitre d'algèbre bilinéaire : 
les inégalités précédentes proviennent du fait que, sur C9, (a, b}, €) xC£, ([a, 6], C), 
l'application 


(9 + (1,9) = Î TG (e) dt 


est une forme sesquilinéaire hermitienne telle que la forme quadratique associée 
soit positive : 


b 
vrecdio (= /f VE à>0 
A 
Cette forme, en restriction à C° ([a,b], C}, est définie positive et munit cet espace 
d’une structure d'espace préhilbertien complexe. C’est pour cela que, dans l’in- 


égalité de Schwarz, une des fonctions est ”conjuguée”. Comme g et ÿ ont même 
modules, on pourrait aussi écrire cette inégalité sous la forme 


+ 2 1 b 
L'roswal < fircot à. [rotor à 


Dans le cas de fonctions réelles, on travaillerait avec la forme bilinéaire symé- 
trique 


CE, (la,,R) x Cle.) R (9 (6) -f 1@g (0) à 
la forme quadratique associée étant positive. L'espace 
(C°(laëlR). 0) 


est un espace préhilbertien réel. L'inégalité de Schwarz peut alors s’écrire 


(L'rowa) < [ro a. [ #0 a 


{il importe évidemment d'écrire les modules dans le cas de fonctions complexes, 
pour ne pas écrire d'inégalités entre nombres … complexes!) 


EXERCICE 10-1.16 (INEGALITE DE HÔLDER } Deux réels p et g €]1, +oof sont dits 
conjugués si et seulement si 


+ 
p 4q 
Montrer que, si p et g sont conjugués, pour « et 8 > 0,on a 


CES 


Montrer que, si f et g sont des fonctions continues par morceaux de [a,b] + €, on à, 
pour pet g conjugués 


[ro < (L'vora) (fr a) 
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(Inégalité de Hôlder). Indication : se ramener d’abord à travailler avec des fonctions 
réelles positives. L'inégalité est évidente si le second membre est nul. Si ce n’est pas le 
cas, poser 


(= 10 0 « 5w= gt) 
| (J'uvra) ee (f'uora)' 


et utiliser la majoration de af précédente pour conclure. 
On peut déduire de l'inégalité de Hôlder l'inégalité de Minkowski (généralisée) : 
pour 
fetgec (laël, © 
on a 


Vp>1 (Lve+sor a) < (L'uwr a)'+ (vor a) 


{indication : se ramener au cas où f et g sont réelles positives, poser 


Écrire 
+) = 1 +0 + (+9) 


et majorer l'intégrale de chacun des produits au second membre en utilisant l'inégalité 
de Hëlder). 


10-1.2.5 Convergence en moyenne et en moyenne quadratique 
Pour f € C® ([a,ë],C), on pose 


IL = [rca « = (f vof a) 


PROPOSITION 10-1.17 Les applications f = |f|, et f + ||fll, définissent 
des semi-normes sur l'espace C° ([a,b],C). On les appelle respectivement 
semi-norme de la convergence en moyenne sur [4,b] et semi-norme de la 
convergence en moyenne quadratique sur [c,b]. En restriction à l'espace 
C([e, 6], €) des fonctions continues sur [«,b], ce sont des normes. 


Démonstration : L'homogénéité est claire. L'inégalité triangulaire 
est évidente pour |}||,, à cause de la majoration |f + g| < |f| + tel. 


Pour ||{|,, c’est l'inégalité de Minkowski. Enfin, d’après le corollaire 
10-1.10, 


VfeCn lat), C©)  IIfIL = 0 Il: = 0 


& f est nulle sauf en un nombre fini de points. 


ce qui montre que ||||, et ||{|, ne sont pas véritablement des normes 
sur C£ ([a,b],C), mais le sont en restriction à C°([a,b],C). M 
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DÉFINITION 10-1.18 Soient (fu),en et { dans C0([a,b],C). On dit que la suite 


(fn) converge en moyenne vers f sur [a,b] si et seulement si 


D 
Sn Le = fh = je, [O1 14 -0 


On dit que cette suite converge en moyenne quadratique sur [a,b] si et seulement 
si 


etes se ([vo-A cor a) =0 


no 


(ce qui équivaut évidemment à lim ||f, — FI = 0 et évite de traîner les racines 
nc 


carrées dans les calculs). 
I s’agit donc de la convergence respectivement dans les espaces vectoriels nor- 
més (C° ([a,ë], ©) ,1111,) et (C° (a, 8], ©) ,11 112). 


REMARQUE 10-1.19 On pourrait donner (el nous utiliserons ultérieurement, 
notamment dans le chapitre sur les séries de Fourier} une définition analogue en 
supposant simplement les fonctions continues par morceaux. Il y aurait alors un 
légère différence, due au fait que l’on travaille alors dans un espace semi-normé : 
si la suite (f}) converge en moyenne (ou cn moyenne quadratique) vers f, elle 
converge également vers toute fonction g se déduisant de f par modification en 
un nombre fini de points (et toute fonction g “limite” de la suite (f,) est de ce 
type, puisque l'inégalité |1f — gl, < 11/ — fall + Île — fall, donne alors aisément 
If — gl; = 0) : il n’y a plus unicité de la limite, ce qui n’est pas très gênant 
puisque f et g sont ”indistinguables” vis à vis du calcul intégral. 


PROPOSITION 10-1.20 Pour f € C£ ([a,b],C}, on a les inégalités : 


{ Il < V8 If 
Ia < V8 alfl 


inégalités qui montrent que, dans C°([a,b],C) (et aussi dans C2 ([a,b},C), 
voir la remarque qui précède) la convergence uniforme entraîne la conver- 
gence en moyenne quadratique, qui elle-même entraîne la convergence en 
moyenne. 


Démonstration : La première inégalité est conséquence de la ma- 
joration 


] 
VA 1f (É dt < (b— a) Iflle 


la seconde découle de l'inégalité de Schwarz 


4 


ut, = f y@a < (f'uora) (fa) = 
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Ces majorations montrent également que la convergence uniforme (cf. section 
10-1.2.2), la convergence en moyenne quadratique et la convergence en moyenne 
entraînent la convergence des intégrales, puisque par inégalité du module on a 


f'iwa-fr0 a <= sh 


REMARQUE 10-1.21 Par contre, on peut voir que la convergence en moyenne 

n'entraîne pas la convergence en moyenne quadratique : sur C°([a,6],C), les 
normes ||||, et || ||; ue sont pas équivalente. Par exemple, la suite de fonctions 

: 1 

VR(-nt) si 0<1<- 

RON 2 


1 
si —<i<l 
ñ 


converge vers 0 dans (C® (0, 1},©) ; | 4), mais pas dans l'espace (C°((0, 1], C),||1L) 


(exercice!) 


REMARQUE 10-1.22 Comme la terminologie l’indique, les normes des conver- 
gences en moyenne tiennent compte des fonctions "globalement” sur [a,b}, et non 
de manière "ponctuelle". En particulier, la convergence en moyenne n’a pas vrai- 
ment. de rapport avec la convergence simple” sur [a,b] : on peut construire sur 
[0.1] une suite (fh),en qui converge en moyenne, alors que, pour tout £ € [0,1], 
la suite (fh (t)},en est divergente. En travaillant avec des fonctions continues par 
morceaux$, on peut prendre la suite 


BE pay Rp fs = papa los fs = jap, fe jo etc … 
obtenue en faisant glisser une marche d'escalier de longueur 2-" Le long de [0,1]. 
Il est clair que cette suite converge en moyenne vers la fonction nulle sur [0,1] 
puisque 


u 
Vn>® 1Ah<y 


Par contre, pour tout t € [0,1], la suite (f, {t)},cn est divergente, puisqu'elle 
prend une infinité de fois les valeurs 0 et 1. 


EXERCICE 10-1.23 On suppose traité l'exercice 10-1.16. Pour p réel > 1 et pour 


SE Ch ([a,6},C), on pose 
Ù 3 
u,=(fvœr a) 


Montrer que l'on définit ainsi une norme sur C° {[a, b], C} et une semi-norme sur l’espace 
C9 ([a,6],©). La convergence associée à cette norme est dite *convergence en moyenne 


Cependant, une question qui nous occupera beaucoup ultérieurement sera la recherche 
d'hypothèses à rajouter à la convergence simple pour assurer la convergence en moyenne. La 
convergence uniforme est un exeinple, qui a le défaut d'être techniquement difficile à manipuler. 

8Qn pourrait modifier cet exemple par interpolation pour travailler avec des fonctions conti- 
nues. 
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d'ordre p ”. Montrer que, pour 1 < p1 < pr, la convergence d'une suite en moyenne 
d’ordre p2 entraîne la convergence de cette suite vers la même limite en moycnne d’ordre 
m1. Montrer que tout fonction f € C9, ([a,b],C) est limite en moyenne d'ordre p d’une 
suite de fonctions en escalier, d’une suite de fonctions continues, d’une suite de fonctions 
continues s’annulant en a et b. 


EXERCICE 10-1.24 Si f est unc fonction continue de [a,b] dans €, montrer que 


Mn Ie = Hs 


10-1.2.6 Sommes de Riemann d'une fonction continue 
DÉFINITION 10-1.25 Soit f € C°([a,6],E). Pour une subdivision 
d'a=to<thi<t<.<t,=b 
de [a,b], on considère une famille de "points intermédiaires” 
d'= (ogg avec Vi << tir 


et on appelle somme de Riemann de la fonction f, pour la subdivision d et les 
points intermédiaires d', le vecteur de E 


p-l 
CF, did'}= (tin — 4) F(G) 


=0 


C'est en fait l'intégrale d’une fonction en escalier définie sur [a,b] qui prend la 
valeur f(G:) sur Jéis til. 


DÉFINITION 10-1.26 On appelle pas de la subdivision 
d'a=to<h<ti<-.<t,=b 
la plus grande des longueurs des intervalles de cette subdivision : 
r(d)= max (tir — 4) 
THÉORÈME 10-1.27 Si f : {a,b] -> £ est continue, elle vérifie 
Ve>0 3a>0 Vd subdivision de [a,b]  Vd' intermédiaire 


+ 
r(d)<a+ froa-stad <e 


Démonstration : f étant uniformément continue sur {a, b], si € > 0 
est fixé, on peut trouver un a > 0 tel que 


€ 


VElElabl -ti<astf()-f(I<E 


a 


Sid:a=ty < ti <ty < ++. < 1, = best une subdivision de [a,b] 
de pas inférieur à &, d = (Gi)ogigy-1 des Points intermédiaires, ct 5 
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une fonction en escalier définie sur [a,b] qui prend la valeur f(£;) sur 
Métal, on à 


[ro a-5 a) =|f ro a- [wa] 


p=l 


DE W()— (O1 àt 


i=0 


Comme sur ]ti,ti31{ on a 
OPNCIEMOETO ESS 


et puisque |! — 1 < tig1 — ti < 7 (d) < a, on obtient aisément 


[rw a» (rat) < DEC —t)=e 


ce qui démontre le résultat. On résume souvent ce dernier (de ma- 
nière imprécise) en disant que ”les sommes de Riemann d'une fonc- 
tion continue sur un segment tendent vers l'intégrale de cette fonction 
lorsque le pas de subdivision tend vers 0 7. 


En particulier, en prenant une subdivision de [a,b] en n sous-intervalles de 
même longueur, on obtient facilement le 


COROLLAIRE 10-1.28 Si f : [a,b] — E est continue, on a 


DONC NC =)- = f'roa 


quantité que l'on appelle valeur moyenne de la fonction f sur le segment 
[e, b]. 


EXERCICE 10-1.29 Démontrer que le théorème précédent el son corollaire subsistent 
pour une fonction / continue par morceaux sur (0,6]. (On pourra commencer par le 
vérifier pour la fonction caractéristique d'un sous-intervalle de [a, }). 


EXERCICE 10-1.30 Si f € C°([0,1],E), déterminer 


Mr 2 cu (5) 


EXERCICE 10-1.31 (INEGALITE DE JENSEN) Soit / une fonction continue par mor- 


ceaux d’un intervalle [a, b] à valeurs dans un intervalle 7 de R. Montrer que 


b 
nl ft)dtel 


10-1 Intégrate d’une fonction continue par morceaux 467 


Si p:7-+R est une fonction convexe, montrer que 


(Efroa)< [eue 


Plus généralement, montrer que, si 4 : [a,b] — RY est une fonction continue par 
morceaux positive d’intégrale égale à 1 


e([rovo a) < fruuve mn 


Si f > 0 sur [0, 1], comparer 


In (Lo a) et [uso dt 


10-1.3 Intégrale fonction d'une de ses bornes 


10-1.3.1 Relation de Chasles 


DÉFINITION 10-1.32 Si { est un intervalle non compact de R, une fonction 
f:1-E est dite continue par morceaux ssi sa restriction à tout segment K 
inclus dans 1 est continue par morceaur. 


Sur tout segment inclus dans 1, la fonction f ne présente qu’un nombre fini de 
points de discontinuité, qui sont tous de ” première espèce”. 


DÉFINITION 10-1.33 Si { est un intervalle quelconque et f : I + E est conti- 
nue par morceaux, on définit 


f si a<b 
» Lt) 
[rwa- 0e si a=b 
d = f si a>b 
lt] 


12 ee 
On a donc toujours V a,b € 1 froa--f HOY: 
a b 


$ 
Attention aux inégalités! Si f est positive et b < a, [ JE) dt cest 
a 


négative. 


PROPOSITION 10-1.34 Si j : J — E est continue par morceaux, on a 


12 [2 2 
Va,bet cel [ro a= [ f() a+ [ f (0) dt 
a a le 
Démonstration : La formule à démontrer s'écrit aussi 


L'roas f[roas froasos 
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Elle est évidente si a.b et c ne sont pas tous distincts. Dans le cas gé- 
néral, le membre de gauche est évidemment invariant par permutation 
circulaire sur (a,b,c) et changé en son opposé par une transposition 
de deux de ces trois réels. La formule étant vérifiée lorsque a < c < b 
(par additivité de l'intégrale par rapport à l’intervalle d'intégration), 
elle l’est également quelque soit l’ordre des trois réels &,b et c. 


10-13.2 Continuité, dérivabilité 


Si f est une fonction continue par morceaux ? — E et a est un point fixé dans 
1, on étudie ici les propriétés de l’application 


F:I2E définiepar F(= | f() dt 
THÉORÈME 10-135 Sous les hypothèses précédentes, F est localement 
Épschitzienne sur 7 (c'est-à-dire que sa restriction à tout segment inclus 
dans I est kpschitzienne). En particulier, F est continue sur 7. 


Démonstration : Soit K un segment inclus dans /. Comme f|x 
est continue par morceaux, clle est bornée sur le compact Æ. Il existe 
donc une constante My > D avec 


VIEK (FOI < Mk 


Pour x,y € K', avec par exemple x & y, on a 


iF@- FI | [50 & 


; 
< [arc a < mea 
puisque [x,y] C A. 


En fait, l'existence en tout point d’une limite à droite et à gauche pour f 
entraîne des propriétés de dérivabilité pour F : 


THÉORÈME 10-136 F est continue et C! par morceaux sur ] : en tout 
point zv intérieur à J la fonction F possède une dérivée à droite et à gauche, 
données par 


Filgo) = lim f(#) = J (&o + 0) et Fo) = lim (4) = F (ro —0) 


De même, si / contient son extrémité gauche a, on aura Fi(a) = f(a +0), 
avec un résultat analogue de dérivabilité à gauche en l'extrémité droite de 
1. En particulier, F est dérivable en tout point x de continuité de f, avec 
F'x)= f(x) 


Démonstration : On se limitera à prouver la dérivabilité à droite 
en tout point dont J est voisinage à droite. Si [ro, ze + 7[C 1, on a, 
pour0<hk<7 


zo+h 
ë(h)= F (ro 44) = Fr) = 7 (040) = f LG) — f (0 + 0)] dt 


#0 
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Il s’agit de montrer que cette quantité est un o(h) pour k — 0t. Ceci 
est conséquence de la définition de la limite à droite : si € > 0 est fixé 


38>0 Vtejro,ro+A] [f(—f(ro+0)1<e 


On a alors, par inégalité de Ja norme, pour 0 < k < 8 


BI < [7 176) -7(a0 + 0) dt < eh 


20 


ce qui prouve le résultat. M 


10-1.3.3 Primitive d'une fonction continue 


DÉFINITION 10-1.37 Soit Î un intervalle de R. Si g : I + E est une fonction 
quelconque, une fonction G : I + E est dite primilive de g sur Ï si et seulement 
si G est dérivable en tout point de I et si 


VzCI  G'(x)=g(x) 


L'existence d’une telle fonction, pour g quelconque, n’est pas assuréc®. IL est 
évident que, si g possède une primitive sur l'intervalle 7, elle en possède une 
infinité, deux d’entre elles différant d’une fonction constante. 

Lorsque la fonction est continue sur }, le calcul intégral assurc l'existence de 
primitives : Le théorème 10-1.36 donne imrnédiatement 


THÉORÈME 10-1.38 Si f : 7 -» L' est continue, avec / intervalle de R, f 
admet sur / une infinité de primitives. Si a € / est fixé, une quelconque de 
ces primitives s’écrira 


2e Ho [ro a+à 


où À est un vecteur de E (évidemment égal à H (a)). 


Nous obtenons (enfin!) un moyen ”pratique” dc calculer l'intégrale d’une 
fonction continue sur un segment : cette intégrale, définie au départ par un 
procédé de passage à la limite, pourra s’obtenir par un calcul de primitive.'° 

Plus précisément, on a le théorème fondamental du calcul intégral : 


COROLLAIRE 10-1.39 Si f : I + E est continue, et F est une primitive de 
f sur /, on a 


b 
Vabel Î LE) di = F(b)= Fa) = (F(DÉ 


*Par exemple, si g est réelle, l'exercice 7-7.14 montre qu'une condition nécessaire d'existence 
de G est que g vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. 

(Cette commodité ne doit pas faire oublier la vraie nature de l'intégrale (pour parler de 
manière imprécise : somume d'une infinité de termes infiniment petits). 
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Démonstration : évident, puisque la fonction z ++ rtf f(t) dt 
est constante sur Z. : 


Si f est seulement supposée continue par morceaux, on utilisera la relation de 
Chasles en travaillant avec une subdivision de [a, 6] (ou {b, a]) adaptée à flfa : si 
ti 


2; et zi41 sont deux points de subdivision consécutifs, on évaluera f() à, 


is 
en travaillant avec une primitive de la fonction continue fl»... (prolongeable 
en une fonction continue sur {r;,x:41]). 


REMARQUE 10-1.49 La formule précédente peut s’écrire aussi 


1] 
[rw a-36-0t0 


Elle est valable pour g de classe C' sur [a,b] (car g est alors primitive de la 
fonction continue g). Elle est valable avec un petit abus de notation dans le cas 
où g est continue et C! par morceaux sur [a,b] (voir à cet effet le commentaire 
qui débute la démonstration du corollaire 10-1.45). 


REMARQUE 10-1.41 Si f est une fonction continue par morceaux sur {, on dit 
parfois (avec un petit abus de langage) que 


r@= [ro dt 


est une primitive de f sur {. Cela signifie que F est une fonction continue et 
€! par tmorceaux sur 7, dérivable en chaque point # de continuité de f, avec 


F'(z) = f(a). 

10-1.4 Calculs d'intégrales 

Pour les fonctions continues, le calcul d’intégrales revient donc à "inverser l’opé- 
ration de dérivation” : 

10-1.4.1 intégration par parties 


Nous énonçons un résultat général, sachant bien que nous lappliquerons le plus 
souvent avec des fonctions complexes et pour l'opération de produit usuel sur de 
telles fonctions. 


THÉORÈME 10-1.42 Soient E, F,G trois espaces normés complets, et B : 
E x F - G une application bilinéaire continue. Si 


u:labl+E£ et v:labl-F 


sont deux applications de classe C!, on a 


+ + 
HET) à = {Bu | Bu'(t),v(#)) dt 
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Démonstration : La fonction t+> B(u(t},v'(t))+ B(u'(#),v(t)) 
est continue sur [a, b], et possède la fonction # ++ Bu (t) ,v (t}) comme 
primitive. On lui applique la formule fondamentale du calcul intégral. 
LI 


Dans le cas du produit usuel de fonctions complexes, cette formule s’écrira 


12 il 
[rev d= (vo f ut(tho(t) dt 


Cette formule est d’un usage très fréquent : elle permet de transformer une 
intégrale en une autre, supposée ”plus simple”. Plus simple souvent pour un 
calcul explicite, mais souvent aussi plus simple à majorer, à évaluer en terme 
de comportement asymptotique lorsque l’on fait varier b etc. L'intégration par 
parties est un outil qu'il faut avoir à l'esprit, tout l’art étant de découvrir les 
bonnes fonctions u et v qui vont effectivement faire retomber sur quelque chose 
de ” plus simple”. 


EXERCICE 10-1.43 (INTEGRALES DE WALLIS) Pour n entier, on pose 
= FA sin t dt 
o 


(m1) 
n 


Montrer que, pour » > 2 


R= In-2 
et en déduire les valeurs de Ja, et Papa (qu'on s'efforcera d'écrire en utilisant des 
factorielles). Montrer que la suite (1,) est décroissante et tend vers 0, et que 


tt 
Aer 


En déduire que la valeur de la constante e£ intervenant dans la formule de Stirling (cf. 
section 9-2.4.3) est effectivement 27. 


EXERCICE 10-1.44 Trouver un équivalent, pour z —+ +00, de 
" 
F(x) =] In (in (+)) dt 
A 


On peut affaiblir légèrement les hypothèses de la formule d'intégration par 
parties. En tout état de cause, une intégration par parties doit toujours être jus- 
tifiée avec concision et précision. Le corollaire qui suit nous sera en particulier très 
ütile dans le chapitre consacré aux séries de Fourier : il s'agit de la généralisation 
aux fonctions continues et C! par morceaux (cf. définition 8-4.23) : 


COROLLAIRE 10-1.45 La formule d'intégration par parties reste valable 
lorsque x et » sont des fonctions continues et C! par morceaux. 
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Démonstration : dans la formule d'intégration par parties, il y 
à alors un petit abus d'écriture : les fonctions u’ et v’ sont définies 
sur [a,b], sauf en un nombre fini de points. Mais possédant en ces 
points des limites à droite et à gauche, elles sont prolongeables en des 
fonctions continues par morceaux sur {a,b|, ce qui permet de donner 


un sens aux intégrales B(u,v') et B{u',v), dont les valeurs 
at} Cl 

ne dépendent pas des prolongements effectivement choisis pour u' et 

v’. Pour la démonstration, il suffit de prendre une subdivision de [a, 6} 


d'a=to<ti<tz<...<t,=b 
adapté à la fois à u et v. On écrit alors 
+ PL ptiqn 
PÉCOROEDN RE TCNOE 
a 0 té 


chacune de ces intégrales pouvant être évaluée par parties, en tra- 
vaillant avec les prolongements C! de u et v à [ti,i4i} : 


téai 
li Bu(t),v'(1)) dt = 
Q 
Ba) ,e (6) — 8 (ut) 0 (4) 
t4t 
-[ B(u'(t),v(t)) dt 
# 
formule valable si u et v sont simplement C! par morceaux. Comme 


on rajoute l'hypothèse de continuité, la partie "toute intégrée” s'écrit 
en fait 


Bu(ti4s),v (te) — B (ut), (6) 


et donne une somme télescopique, On obtient finalement 


L'euc.s to dt= 
Bauut-S ff" B0vt0 à 
+0 4 


+ 
Bot f Bu! (t) ,u(£)) dt 


On remarque qu’il faudrait tenir compte des sauts de # et w si on ne 
faisait pas d’hypothèse de continuité. M 
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10-142 Formule de Taylor avec reste sous forme d'intégrale 


La formule d’intégration par parties permet d'obtenir une écriture du terme com- 
plémentaire de la formule de Taylor-Lagrange, que nous avons déjà utilisée dans 
une démonstration ”simplifiée” de cette formule (cf. section 8-5.3.3) : 


THÉORÈME 10-1.46 Since Net f: [a,b] + E est de classe C"*!, on a 
JG) = Jt)+ D Ed jo ça + [ED eu y a 


Cette formule est encore valable si b < a, ou si on suppose simplement f de 
classe C" et C"*! par morceaux sur [a, b]. 


Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur n. 
Pour n = 0, c'est simplement la formule de la remarque 10-1.40 


12 
[roa-se-rc 


valable pour f continue et C! par morceaux. Nous supposons la for- 
mule vérifiée lorsque f est de classe C”" et C"+! par morceaux sur [a, b], 
et prenons à présent f de classe C"*! et C"#? par morceaux sur [a, b]. 
Par hypothèse de récurrence, on à 


10 = pro + 3 EE 70 (a w+ [= GO pen (de 


k=1 


et on transforme la dernière intégrale par parties 


sp CU je) 
pes pet (u) a- [Er ” pes fi (2) de 


(car ft*#) est continue et C! par morceaux sur [a,b]). On obtient 
exactement la formule à démontrer, au rang nr +1. Æ 


REMARQUE 10-1.47 L'expérience montre que l’on a souvent du mal à mémo- 
riser l'expression du terme complémentaire de la formule de Taylor sous forme 
d'intégrale. Pour éviter les erreurs, se souvenir que le polynôme qui intervient 
sous l'intégrale est en (b — t), avec b "borne supérieure” de l'intégrale, et tester la 
formule à l’ordre n lorsque f est un polynôme de degré n + 1, c'est-à-dire lorsque 
la fonction {+1 est constante égale à À. On sait dans ce cas que la formule de 
Taylor pour les polynômes donne le terme complémentaire 


(b— aj"* 
(a +1)! 


La fonction sous le signe intégrale ne peut donc être que 


b=t)[") J{n +1 
t=n er +1) 


(Q] 
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REMARQUE 10-148 L’inégalité de Taylor-Lagrange 


compare la norme de la différence 


Ib — 
< ns de sup |rt#| 


ro r@-X CEE D 19 (a)|| < sup 


k=i 


= &-a)ÿ {&) 
F6) Ft) 5 Er (0) 
k=] "A 


à lb—a["*!. Il est donc parfois intéressant de faire apparaître (b— a)"*! en 


facteur dans le reste intégral. Ceci se fait par le changement de variable (en 
anticipant les résultats bien connus de la section qui suit) 


D,1]3umt=at+u(b-a) 


On obtient alors facilement, pour / de classe C1 
mn b =. k 
F= fta)+ 5 0 8 (0) 
k=l É 
TR 
+(G-—a)"*t Î ED pou (a+u(b— a)) du 


10-1.4.3 Intégration par "changement de variable” 


THÉORÈME 10-149 Soit / un intervalle de R, et f continue : 7 -> E. Soit 
# une application de classe C1 définie sur un segment [a, 8] à valeurs dans 7, 
On a alors 


{4} 
Pa Fu) du -f Fe U)e (0 à «) 
ve} 


Démonstration : Les deux membres de cette égalité ont un sens : 


fe (a),& (8) (ou [(p(8),6(a)]) est un intervalle sur lequel _f est 
continue. De même, comme &{([a, #]) C I, l'application 


vite fete (0 
est continue sur [a, 8]. Si F est une primitive de f sur J (une telle 
fonction existe, puisqu'on à supposé f continue), la formule de déri- 


vation d’une fonction composée montre que F 0 4 est primitive sur 
{e, 8} de la fonction continue #. On a donc 


8 8) (8) 
L'soa-reo(n-reet=1rg = [7 700 du Cl 


Quelques remarques s'imposent au sujet de cette formule : 
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e Dans l'égalité (x), le membre de gauche a un sens dès que f est continue sur 
{p{a),#(8)]. Le membre de droite en a un si f est continue sur  ([a, 8]). 
Ce n’est pas la même chose!!! Pour transformer ”mécaniquement” l'inté- 
grale 


b=y(8) 8 

[ro a [resto 
a=yta) a 

avec a = (a) et b = (8) et y de classe C! sur [a, A], en "posant u = (t}” 

comme on le dit souvent. (et c'est là l'intérêt des notations : on remplace 

du par w(t) dt), il ne faut pas l'oublier. 


« Il n’est pas utile de supposer  injective sur [æ, fi} : cela n'intervient pas dans 
la démonstration précédente. La terminologie ”’intégration par changement 
de variable” est assez malheureuse et est à l’origine de confusions. Un *bon” 
changement de variable, utilisé pour passer d’un problème à un autre, doit 
souvent permettre de faire l'aller et le retour, donc doit être bijectif. Ce 
n'est pas nécessaire pour appliquer la formule précédente. Par exemple, 
pour f : [0,1] + € continue, on a 


[re du = [rte 


Si f est de plus continue sur [—1,1], on aura également 


0 Fo. F4 
[re a= [ fsnt)eostat = [ f(sint}cost dt 


En réfléchissant un peu, on s'aperçoit qu'on peut remplacer l'hypothèse 
*@ de classe C'” par "y est continue et C! par morceaux”. Par contre, 
on ne peut sans précaution remplacer ” f continue” par *f continue par 
morceaux". En eflet, sans hypothèse supplémentaire sur w, on n’est alors 
plus assuré du fait que (f o&)4' soit continue par morceaux. Prendre par 
exemple sur 7 = [-1,1] la fonction f égale à la fonction caractéristique de 
{0,1] (c'est une bonne fonction en escalier} et & : [1,1] — [—1,1] définie 
par 


e(6) = #sin () avec (0) = 0 


On vérifie aisément que c'est une fonction de classe C'. La fonction (f o)4" 


n’est pas continue par morceaux sur [—1, 1], puisqu'elle vaut (en dehors de 


l'origine) 
g'{t) = 48 sin () — 1? cos () 


en tout point où sin () > 0, et vaut 0 ailleurs. Elle présente une infinité 


1 
de discontinuités sur [—1, 1] (notamment tous les points de la forme Er 


l la même chose si 4 est Cl et monotone! 
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avec k € Z). Avec la présentation de l'intégrale qui est la nôtre, on ne peut 
donner un sens à 


Î AO: 


Par contre, l'intégrale 


[ose [7 J{u) du = sin 


4-1) —sini 


existe. 


Si l’on veut une formule de changement de variable avec f continue par 
morceaux, on supposera que & est un ”bon changement de variable”, 
c’est-à-dire est strictement monotone. Ce sera en particulier le cas pour 
des opérations simples comme les translations ((t} = t — to), les symétries 
{(€) = to —t) et les homothéties (1) = At — {o)) : 


THÉORÈME 10-1.50 Si / est continue par morceaux de / dans E, et est 
une fonction de classe C! de [A,f] — 1 strictement monotone, alors 


18 8 
DOCES MICOEICE 
ste) LE 
Démonstration : Faisons la démonstration dans le cas où 4 est 
strictement décroissante. Montrons d’abord que t + f(w(t))#’(t) 
est continue par morceaux sur [a, 8]. La fonction ll. est bijective 
de {a, 8] dans &({a,3]) = [w(8),ç6 (a). Comme f est continue par 
morceaux, on peut choisir une subdivision 


duo = p(B) <<: <a = p(a) 


adaptée à flag etoy: On lui fait correspondre (par l'intermédiaire de 
#7) une subdivision de [e, 8] : 


d'ith=a<th=pl{ur)<...<t,=8 


Posons g = fow. Sur Jé,ti41l, la fonction g est continue (comme 
composée de ljsss : Mistisl—]up-;-1, ul et de la fonction conti- 
nue flu,.… 4 Elle est prolongeable en une fonction continue sur 
[fi tu], puisqu'on à clairement 


(+0) = Sup 0) et gti — 0) = J'(uprirr +0) 


La fonction g est donc bien continue par morceaux sur [a, f}, et il en 
est de même de son produit par la fonction continue w’. Pour évaluer 
L'intégrale de £r [{p(t)}&" (4) sur [o, 8], on utilisera la relation de 
Chasles : 


8 PE pts 
Lremsoa-X [seu à 
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et on peut transformer chacune de ces intégrales par changement de 
variable, en considérant le prolongement continu de flj,_su{ au 
segment [u,_;_1,u,-;] = 6 ([#i,tiy1]). On a alors, en notant encore f 
cc prolongement, 


i+i eltipi) pt 
Î ICOPOPES Lu du= [TT 70 du 


ce qui donnera bien en sommant 


8 up (8) 
! dt= u) du = u)du 8 
frewsoa [ fu) es re) 


REMARQUE 10-1.51 La dérivée 4 peut s'annuler en certains points de [n, 8]. 
IL m'est pas indispensable que & soit un C! difféomorphisme de [«, 6] sur son 
image. 


REMARQUE 10-1.52 Comme est cette fois un véritable changement de va- 
riable, on peut écrire, pour a et 8 € w(la, 8l) quelconques 


b 718) 
ECC MRC OECE 
a {a} 


EXEMPLE 10-1.53 Si f est une fonction continue par morceaux sur un inter- 
valle {a,6}, on a 


+ DT 
VTER froa- f(-T) dt 
a T 


a+ 


EXERCICE 10-1.54 Si f :R — E est continue par morceaux ct T-périodique, montrer 


que 
a+T 
[ f(u) du 
k 
ne dépend pas de a, et montrer que 
dpt. 1 ff 
FL ft) de im f F(u) du 


" 
A quelle condition la fonction x [ f (a) du est-elle T-périodique ? 
a 


10-1.4.4 Théorème de relèvement 


Nous nous intéressons ici aux intégrales de la forme 


' 
t) 
s=f£ LROP 

HO) 
où la fonction f : [a,b] — € est de classe C! et ne s’annule pas. Ces hypothèses 
assurent la continuité de la fonction à intégrer et l'existence de cette intégrale. 
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Si f est à valeurs réelles, elle garde un signe constant sur.{a,b], et on sait 
1 


qu'alors la fonction F(t) = In(|[f (t)1) est une primitive de la fonction — et par 


f 
ro . NT AIO) 
sf T0 "= In([f (b)1) intra) = in (70) 


Lorsque f est complexe, que se passe-t-il? Comme f (t) = z(t)+1y(£) (avec x 
et y de classe C! à valeurs réelles) ne s’annule pas, la fonction 


PE = FE Vr2() +20) 


est de classe C! sur [a, b]. 
Admettons qu’il existe une détermination de classe C' 


conséquent 


le, 540()ER 
de l'argument de f(t). Un calcul élémentaire donne alors, à partir de l'égalité 
HOETIODA 

fr pe 

==-+it 

f p 
et on obtient, par linéarité de l'intégrale, 

b) 
J= l'E n LC) + ;(9(8) - 0(0) 
Fo = Eg +60) 0 

Cette expression est évidemment à rapprocher de l'expression d’une détermina- 


tion du logarithme d’un nombre complexe non nul (ef. section 9-6.2.4). 


EXERCICE 10-1.55 Si z = a+if est un nombre complexe de partie imaginaire 8 non 
nulle, déterminer 


2e J_, 1=2 


Nous avons supposé l'existence d’une détermination C! de l'argument de f (1). 
Si celle-ci est intuitivement évidente (l’existence locale ne pose pas vraiment de 
problème, l'existence globale est moins claire), il faut une démonstration. Il est 
remarquable que la calcul précédent, pris à l'envers, nous donne la solution du 
problème. Commençons par étudier le cas d'une fonction de module 1, le cas 
général s'en déduisant simplement : 


THÉORÈME 10-1.56 (RELEVEMENT D'UNE FONCTION C!) Soit { un inter- 
valle de R et une application de classe C! 


13tH#z:(t)eU 


à valeurs dans l'ensemble des nombres complexes de module 1. Il existe une 
application de classe C! 


131H86(G)ER avec Vie z(t) = 0 
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Si to € TI et € R est une détermination de l'argument de z(t1). on peut 


prendre!? 
ta), 2 (u) 
Î Zu) du = 00+ [ Im 2) du 


VIEIL 0()=% 


Si z est de classe C* avec k > 2, il en est évidemment de même de 6. 
Démonstration : En dérivant la relation 
tel l()=z2(t)246)=1 


on obtient 
2(t) 
z{i) 


Vtei 2(t}2(9+2(t)70 = 


2Re (25) =2Re 


: 
: z cha 
ce qui montre que le rapport — est imaginaire pur, et donc 
z 


z'(u) _ z'(u) 


Pr) 7 7) 


(interprétation géométrique : la tangente au cercle est orthogonale 
au rayon). Montrons que la fonction # définie plus haut répond à la 
question : elle est évidemment de classe C!, comme intégrale d’une 
fonction continue dépendant d'une de ses bornes. Il reste à montrer 
que 


trs z(thert 


est constante égale à L. Comme par construction elle vaut 1 en #4, il 
suffit de démontrer que sa dérivée est identiquement nulle sur Z. 


vter (2(e #0) = (t) —58 (#)z(#)] = 0 


z@ 
2) 


Nous utiliserons en particulier ce résultat dans les études métriques des arcs 
réguliers de classe C* (avec k > 2) du plan euclidien. Pour définir la courbure, il 
faudra faire intervenir une fonction de classe C*-! représentant une détermination 
de l'angle polaire de la tangente orientée. C'est le théorème de relèvement qui 
nous assurera l'existence d’une telle fonction. 


puisque #(£) = —i 


126 # + O1 (t) est une autre détermination de cet argument, on doit avoir 
VtEI O(t)—61(1) € 277 
et, par un argument de connexité, 


FkEZ VIEI 6i(t}=0(4)+2k7 
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COROLLAIRE 10-1.57 Si z est une fonction de classe C* {k > 1) d'un 
intervalle / de R à valeurs dans C', il existe une détermination C* de 
tr arg(z(t)). Si du est une détermination de arg (z (to}), on peut prendre 


t 1 
0= + ln ED du 


Démonstration : Il suffit de travailler avec 


010) 
2@)= - 20 
AGIT) 
et de remarquer que 
Per 
272 p 


’ 
L nes z 

a même partie imaginaire que —. M 
z 


10-2 Intégrales dépendant d’un paramètre 


10-2.1 Intégrales à paramètres 


Dans toute cette section, on considèrera une partie X d’un espace normé (Y, || ||). 
X est ensemble des valeurs d’un paramètre x. Dans la pratique, on aura souvent 
Y = R (on parfois R?), et X sera en général un intervalle de R. On considère 
également un segment [a, b] C R et une application 


fiXxlabæ+E (the fat) 


telle que, pour tout x € X, l'application partielle f (x, e) soit continue (exception- 
uellement continue par morceaux) sur {a,b]. On pourra donc définir son intégrale 
sur ce segment, et ainsi définir une fonction F : X — E par 


Vrex Fee [560 dt 


{bien noter que { est ici une variable muette). 

Nous nous intéressons ici aux propriétés de continuité et, lorsque X est un 
intervalle de R, de dérivabilité de la fonction F. Les théorèmes qui suivent don- 
neront des conditions suffisantes portant sur f qui assureront cette continuité ou 
cette dérivabilité. Dans un chapitre ultérieur sur l'intégration sur un intervalle 
non compact, nous verrons d’autres théorèmes, de portée plus générale. 


10-22 Continuité 


THÉORÈME 10-2.1 Si X est une partie d'un espace normé Y et si f est 
une application continue X x [a,b] -» E, alors 


FQ= f r@0 à 


définit une fonction continue sur X. 
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Démonstration : On prouve la continuité de F' en un point y € X 
quelconque à l'aide du critère séquentiel : on montre que, pour toute 
suite (z,),en de points de X, 


ir en = y im F(za)= F(y) 
On évalue 


IG F(æn)|l 


[re a- [ren al 


+ 
< Î IS C8) — (ans) de 


La suite (x.),en étant convergente vers y, on sait que 
K = {rm n € N}U {y} 
est un compact de Y. On en déduit que Æ° x {[a,b] est un compact de 
Y x R, sur lequel la fonction f est uniformément continue : si € > 0 
est donné, on peut trouver un a > 0 tel que 
Va,z2€K Vs,te (a,b] 
(las — za <a et [8-41 < a) = [f(s)— Fe] < € 


Pour cette valeur de a, puisque la suite x, converge vers y, on peut 
trouver un rang M, tel que 


Vn2N [y-zll<ea 
Pour nr > M, on aura alors 
Vtela,ë] [f(ast)- f(u,01 <e 
ce qui donne 
Vn>Na IF(y)-F(æ)ll <e(b-— a) 


et prouve bien la continuité de F. 


10-2.3 Dérivabilité 


On suppose ici que X est un intervalle de R, et f : X x [a, b] + E est une fonction 
continue, ce qui assure déjà la continuité de F sur X. 

RAPPEL : Soit ro € X et #9 € [a,b]. On dit que la fonction (z,t) — f{x,t) 
possède, au point (30, {o), une dérivée partielle par rapport à la première variable 
si et seulement si l'application partielle 


XE an f(x, lo) 
est dérivable en z9. Sa dérivéc en ce point sera notée 


BL (at) = ji LE ht) SE) € 5 
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THÉORÈME 10-2.2 Soit f continue de X x |a,b] -+ E, admettant en tout 
point de X x [e,b] une dérivée partielle par rapport à la première variable. 
On suppose de plus que la fonction "dérivée partielle” 


2L:x x la + E Gt} Le 
est continue! sur X x [a,b]. La fonction 
F(z)= [76.0 dt 
est alors de classe C! sur X, et on " 
Vrex Fee [0 à 


On dit souvent que cette dérivée est obtenue par dérivation sous le signe 
d'intégration. 
Démonstration : Notons d’abord que les hypothèses faites sur f 
assurent l'existence de l’intégrale 


> af 
Î 3x 0) dt 


pour tout z de X, puisqu'il s'agit là de l'intégrale d’une fonction 
continue sur un segment. Montrons que F' est dérivable en un point 
to € X quelconque, et que sa dérivée peut être obtenue par dérivation 
sous le signe somine en prouvant que, pour h — 0 


b 
AR) = F(ro+h)— F0) =. f PL (et) dt = o(h) 


On 2, par linéarité de l'intégrale, 


ë 
A(h}= Î [ (ro+h,t)— f (avt) - ŸE (am) dt 


Par définition de la dérivée (partielle), à # € [a,b] fixé, la quantité 
entre [] est un o(h) pour À —+ 0. Ceci est insuffisant pour conclure 
immédiatement que À (k) = o(h). En eflet, si € > 0 est fixé, on peut, 
pour { fixé, trouver un a; > 0 tel que 

LES 


Lao + h,0) = (a0,0) = AE (ro < eh 


TT y a ici un abus d'écriture sur lequel nous reviendrons dans le chapitre de calcul différentiel 
en dimension finie : le symbole $£ représente une fonction, définie par 


VreX Viola] 2 (æorte) = dérivée en 0 de f (e,10) 


v5 


Quand on écrit (x, 1) le point générique de X x [a 6], ce ”z” n'a rien à voir avec le symbole = 


apparaissant dans SE. 
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Si l’on veut intégrer ensuite cette inégalité sur [a, b], il faudrait trouver 
un a; indépendant de t. Ceci peut-être fait avec un raisonnement plus 
précis : 

Supposons par exemple x4 intérieur à X, et considérons 79 > 0 
avec 


{£0 — Mo To + ol € X 


Pour t fixé dans [a, 6], considérons la fonction 


pe on E 54 fav 6,0) — (200) — sÔL (ao) 


Cette fonction est dérivable sur [—1,%l, puisqu'à une translation 
près sur la variable, il s'agit d’une application partielle de f à laquelle 
on a retranché une application affine. Par définition de la dérivée 
partielle par rapport à la première variable, on à 


VsEl-no pi(s) = SL (eo+ st) a (ot) 


5 d Ô. 

Sur le compact [to — m0; Zo + 170] * [4,6], la fonction continue of est 
z 

uniformément continue. Si € > 0 est choisi arbitrairement, on peut 

trouver un a > D tel que à & m et 

<E 


Vsel-a,a] VIE [ab] Etre 4 80 - Lau) 


On a alors 
Vielail Vsel-aa IW()<e 
et, par inégalité des accroissements finis 
Vielal VER lice le. (l= let) OI <elhl 


Le réel à ne dépend plus de t! On a alors 


b 
<a lA()]< Î Îles CHI di < € (b— a) IR 


ce qui prouve le résultat, si l’on remarque que le théorème de conti- 
nuité d'une intégrale dépendant d'un paramètre assure la continuité 
dezr+ F'(x)}, donc finalement le caractère C' de F. 1 


REMARQUE 10-2.3 Que penser de l'hypothèse de continuité faite sur f? A 
quoi sert-elle ? 


EXERCICE 10-2.4 Si, de plus « : X — [a, b] est de classe C!, montrer que 


G()= sé f(at)dt 
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est de classe C! sur X, avec 


' ’ “1 2f 
G'{2)=v @rGut)+ [ DE (ot) dt 
a  Ôz 
(nous reverrons cet exercice dans le chapitre sur les fonctions de plusieurs variables, 
tuais il peut déjà se traïter ”à La main”). 
EXERCICE 10-2,5 Montrer que 
(148) 


Ü+#) 


F(a) dt 


o 


définit une fonction de classe ! sur R. Si on pose 
Æ 2 
G{)= [ e dt 
A 


que peut on dire de La fonction + +» F(x)+G* (x)? En déduire la valeur de l'intégrale 
de Gauss 


É _e 
im etdt 
2440 Jo 


EXERCICE 10-2.6 Soit f une fonction C® de R —+ €. On définit ÿ : R > € par 


24e) = 1-10 


prolongée de manière convenable en 0. Montrer que & est C® sur R (mettre ÿ sous 
forme intégrale). Généraliser à 


LL, 


1-1 0-27 (0 -- LS 


ze 
anti 


10-2.4 Théorème de Fubini élémentaire 


Le résultat que nous obtenons ici est un cas particulier d’un théorème relatif aux 
intégrales multiples. Nous le traitons ici dans le cadre des intégrales "simples”. 


THÉORÈME 10-2.7 Soient [a,b] et [c, d] deux intervalles réels et f une fonc- 
tion continue [a, b] x [e, d] + E. On a alors 


[fre a) æ- ['([' re) dt 


Démonstration : Rermarquons d’abord que les deux membres de 
l'égalité existent : il résulte en effet du théorème de continuité qui 
précède que l'application 


{a,o] + E 20 [rent 


Pour certaines fonctions (comme x »+ sin x per exemple) l’utilisation d’un développement 
en série entière (voir le chapitre sur les séries de fonctions) simplifie la démonstration. 
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est continue, et on peut donc parler de son intégrale sur [a,b]. Pour 
prouver l'égalité de ces deux intégrales, nous faisons varier une des 
bornes d’un des intervalles et considérons les applications 


H: laë]+E ve ['([ ren a) à 
Li lat+E vs [(f're0 a) à 


Ces deux fonctions vérifient H (a) = L(a) = 0. Pour montrer qu’elles 
sont égales (et H (b} = L(b) est exactement le résultat à démontrer), 
il suffit de voir que ces deux fonctions sont de classe C! et ont la même 
dérivée. 

Pour 1, il s’agit de l'intégrale d’une fonction continue, fonction 
d’une de ses bornes. On a donc bien 


d 
Vuelaë #()= [ F0 à 


L se présente comme intégrale à paramètre : 


Lo= / Ft) dt avec Ft) [| (et) de 


L'application F : [a,b] x [c,d] —> £ possède une dérivée partielle 
par rapport à sa première variable (intégrale d’une fonction continue 
dépendant d'une de ses bornes, lorsqu'on travaille à t fixé), avec 

or 

Z (y,t) = t 

dy (ut) = ft) 
fouction continue sur [a,6] x [c, d]. Pour appliquer le théorème de 
dérivation vu plus haut, nous vérifions encore que F est continue. 
Pour {y,t} et (yo, to) € [a, 6] x [e, d}, nous avons 


IF €) — F (go, to)ll 


ff" re a [Pret a+ fre0 a] 


et, puisque f est bornée sur le compact {a, 8] x [c, d] 


< 


IF (0,8) — F (uit) 
vo vo 
[5610 de — [ra de 


Cette majoration permet de conclure à la continuité de F en (y, to), 
en invoquant la continuité de 


< 


+ lu — vol Ill 


te [re dz 
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On obtient alors 


d d 
Le f two [ra a = 


e 


ce qui démontre le résultat. 


EXERCICE 10-2.8 Calculer [ ln (a + cost) dt pour @ réel > 1. (Indication : on 


o 
pourra dériver sous le signe intégrale ou, ce qui revient à la même chose finalement, 
écrire In (a + cos) sous forme d’une intégrale). 


EXERCICE 10-2.9 Calculer (formellement) 


LCEpaes LUE e)e 


Que remarque-t-on ? 


10-3 Calculs de primitives 


On passe ici en revue différentes techniques de ” calcul” de primitives d’une fonc- 
tion continue f : 7 + € où I est un intervalle de R. La notation 


F(x)= [rene 


signifie que F est une primitive de f sur 7, les autres primitives s’en dédui- 
sant en ajoutant une constante à F. Il est à noter que, si zo € 7, la fonction 
= 


25 É f{tjdt est la primitive de f sur £ qui s'annule en 9, mais toute primi- 


zo 
tive de f n’est pas nécessairement de cette forme puisqu'il n’y a « priori aucunc 
raison pour qu’une telle primitive s'annule en au moins un point de 7. Penser par 
exemple à la fonction x » sin x +2, primitive de x + cos x sur R. 


10-3.1 Primitives usuelles 


Il s'agit du tablean des dérivées “usuelles”, lu à l'envers, avec quelques complé- 
ments. Les techniques décrites dans les paragraphes ultérieurs permettent de 
ré-obtenir certains de ces résultals, par changement de variable notamment. 
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(a) Î F(x)= [rer Intervalle de validité 
at,a£-1| R°T(R si a € N, R°-aussi si -a € N°) 
en In |z + al — 00, —al ou ] — a, +00 
sinx — cos x R — 
cos sinz R ] 
HE Jtanz —F+kr,5+kn( avec keZ | 
en Ï-cotz Jr, (k+ 1)rf avec FE Z ] 
tanz [in lcos xl 1=-5+kr,5+knl avec keZ = 
CE IAE Ten, @ + Drlave LEZ 
es Î In Jtan ? Jkr,(k+ ljrfaveckeZz 
== LnlenGE+9 ]-5+47,5+knl ave kEZ 
Le Lars ]-1,1f 
Le Jerctanz R 


Avec les fonctions exponentielle et hyperboliques : 


HE) TF(x) = [ f{x)dr | Intervalle de validité : 
a, avec a >0et ZI | ja R 
shx cbr R 
chz sh R 
tanhz Inch R 
FA tanhx R 
HE —cothz ]— 00, 0{ ou ]0, +oof 
Fr In Jlanh ?] ]— oo, Ù ou J0, +ool 
En 2arctane° R 
[vien In fe + V2? + À] |] tout intervalle où #24 À > 0 


10-3.2 Utilisation de la linéarité 


Si f et g sont deux fonctions définies el continues sur J et & € Cou a évidemment : 


[ut +agtenas = J rare +a [ tord 
(égalité modulo une constante). Pour calculer par exemple 
Fax) = Î tan°(x)de 
sur un intervalle de continuité de la fonction + ++ tan x, on écrira 


fan zttant z+1)-—tanx}dr = jus + In [cos x|) 
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EXERCICE 10-3.1 Trouver ainsi une relation de récurrence permettant de calculer 
Lx) = fra ædx, neN 
On utilise aussi la linéarisation pour calculer les intégrales de la forme 
I(x) = fes æsin°ædr 


où p et q sont deux entiers pairs (dans les autres cas il cst préférable d'utiliser un 
changement de variable). Par exemple pour calculer 


F(x)= Jess z)(sin z)dr 
on écrira 
cos? z sin x = : (sin 2x)" sin? x = xû — cos4r}(1 — cos 2r) 
d’où finalement 


L 
F(a)= +/ ( — cos 2e — cos 4 + à (cos + cs) dr 


1 te L.. 8 
= ge ga n2s— née + sin6z 


10-3.3 Intégration par changement de variable 
THÉORÈME 10-3.2 Soit f : / - C continue et 


Fe) f rés (0) 


Si 4 : J — I est une application de classe C! définie sur un intervalle J à 
valeurs dans 7 on a alors 


no = FO [re (0 


Démonstration : il s'agit simplement d'appliquer la formule de 
dérivation d’une composée de fonctions de classe C!. On remarque que 
(2) s'obtient “mécaniquement” à partir de (1) en "posant x = y(t}”, 
ce qui justifie la notation utilisée pour représenter les primitives. 
La terminologie "changement de variable” est d'usage, mais s’appliquerait en 
fait plutôt mieux au corollaire suivant où & est un difléomorphisme de classe C! 
(donc un véritable changement de variable de classe C1). 


COROLLAIRE 10-3.3 Si 4 : / -; Ï est un C' difféomorphisme d'intervalles 
et si f : / > C est continue, si 


H(t) = freweu sur J 
on a alors 


[rar = H{g°"(z)} sur E 
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EXEMPLE 10-3.4 Pour calculer, sur ]1,-+oof, la fonction 


H( = Î TE 


on ”posera” x = V1" — ], ce qui revient à considérer l'application C! (qui est ici 
un difféomorphisme) 


g:]l;+00[-+]0,+o0[ tr Vi 1 


On obtient {" = +? + 1, ce qui donne (différentielle logarithmique) n$ = Er 
e 
et l’intégrande te : # se transforme donc en CRE Le théorème pré- 
ET tr nitzi 


cédent donne donc 


HG = 2 te VE =D 
n 


Remarque : Le changement de variable précédent peut s’obtenir en deux étapes : 


PURES , £ 4 ñ 1 du 
la "différentielle logarithmique” rs est changée en —— en posant u = {". Il reste 
nu 


ensuite à calculer [= qui est du type étudié à la section 10-3.6.3. 


REMARQUE 10-3.5 : Sur l’homogénéité des formules : si (x, À) + f(x, À) est 
une fonction homogène de degré a -c'est-à-dire que f{uz,uÀ) = u°f(x,))}- il 
existe alors une détermination de la primitive 


F(&,)) = ren 


qui est hoinogène de degré a + 1. Il suffil en effet, si G{u) = fre 1) du, de 


remarquer que, pour À # 0, on a 


F(e,})= fs (5. 1) dr = X° f; (51) a() = XHG (5) 


qui est bien homogène de degré & + 1. Il faut remarquer cependant que l'ajout 
d’une constante d’intégration (dépendant éventuellement de À) fait perdre cette 
homogénéité. Cette remarque peut aider à rectifier certaines erreurs de calcul. 
Par exemple il n’est pas possible d'avoir 

dx L 


1 
Ts < zzerctan (©) , la bonne valeur étant - arctan (©) 
z* + a: a a a a 


EXERCICE 10-3.6 Calculer [ sin? x cos & da (réponse : zsnt D Ssiniz + zse 2). 
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10-3.4 Intégration par parties 


Si f ct g sont de classe C! sur l'intervalle Z, on a 


roses = fete) J rares 


Très souvent utilisé pour abaisser le degré d'un polynôme. On peut calculer 
ainsi les intégrales de la forme 


F e* P{r)dz 


où P est un polynôme et À € €. Pour ce type d’intégrale, il est d’ailleurs 
souvent plus rapide d'utiliser la méthode des coefficients indéterminés, puisqu’un 
raisonnement élémentaire d’algèbre linéaire assure l’existence d’une primitive de 
la forme e*Q(x) où Q est un polynôme de même degré que P. 


EXERCICE 190-3.7 Calculer fecsneitst +1) dr. La méthode des coefficients indé- 


terininés amène à la recherche d'une primitive de la forme P(z) cosnz+Q(x) sinnz où 
P et Q sont des poiynômes de degré au plus 4. Comme la primitive s'annulant en 0 
d'une fonction paire est impaire, on cherche la primitive sous la forme 


(ax° + bx)cosnx + (ex! + dr? +e)sinnx 


: LE 4 3 A 
Réponse : Ge Tue + tsnn+ (se at) cosnr 


L'intégration par parties est aussi sonvent utilisée pour trouver des relations 
de récurrence entre primitives. Lorsqu’on cherche à intégrer des fractions ration- 
nelles, on est souvent ramené au calcul de 


no fais 


On a alors 


1+r 7? z 
ae free fais 


Une intégration par parties donne alors 


fi Fapé %- 1) Fa + AS u k a + ] 


ce qui permet d'obtenir une relation de récurrence entre /,(x) et 1,-1(x). 


EXERCICE 10-3.8 /ntégrales de Wallis : trouver nne relation de récurrence entre les 
intégrales 


date) = ‘ cos" xd 


Par un changement de variable, obtenir la relation de récurrence précédemment trouvée 
entre les intégrales Z(x). 
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Enfin l'intégration par parties esl un bon moyen de ”faire disparaître une 
fonction transcendante”. 


EXERCICE 10-3.9 Calculer 
Î (x? + 2x) arctanx dr 


1 
(réponse Ge +2) arctans — ee = 24 in (1 +27) + arctanz) et 
feva+ a) 


L L 
(réponse à (1 +2?)ln (1+ 22) — 3. Sur ce dernier exemple, on voit qu’en posant 


g() = 2, les calculs sont plus simples si on prend g{x) = 3e +0. 


10-3.5 Intégration des fractions rationnelles 
P{x) 
Pr 


ment), la méthode générale est basée sur une décomposition en éléments simples. 
On se ramène par division cuclidienne à unc fraction de degré strictement négatif. 


Hormis les cas d'intégration ”à vue” (intégrales de la forme dx notam- 


10-3.5.1 Cas d’une décomposition dans C(X) 


Si a € C est pôle d'ordre p de la fraction rationnelle R(x), la partie polaire de R 
relative à a est de la forme 


où les À; € € (avec À, # 0). Le coefficient À; est appelé résidu de R en a. Toute 
fraction rationnelle de C{X) de degré strictement négatif est somme des parties 
polaires relatives à chacun de ses pôles (ceci est une conséquence du théorème de 
D’Alembert). On est done amené à calculer une primitive des éléments simples 
?de première espèce”, soit (à une constante multiplicative près) 


1 
j (x — a)! 
Sij=let a € R, on obtient In fx — a, sur un intervalle qui ne conticnt pas a 
(un pôle réel de R est évidemment hors du domaine de continuité de R). Lorsque 
a = a + 1b, a et b réels avec b £ 0, on obtient, en multipliant haut et bas par le 
conjugué du dénominateur : 


dx L {æ—a) : b 
coca den 


Si j # L on trouve évidemment 
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ce qui donne 


Es = gi (= a) +89) + iarctan (ET) 


EXERCICE 10-3.10 Montrer qu'une fraction rationnelle R de C(X) possède une pri- 
mitive dans C(X) ssi les résidus relatifs aux différents pôles de À sont tous nuls. 


10-3.5.2 Cas d’une décomposition dans R(X) 


Si R est à coefficients réels, on peut également travailler avec une décomposition 
en éléments simples dans R(X). Si « est un pôle réel de À, l'intégration de la 
partie polaire relative à a se fait comme précédemment. Si « € C — R est pôle 
d'ordre m de R, il en est de même de &, et le trinôme 


(X —a){X = a) = X?+9pX + q 


(à discriminant strictement négatif) apparaît avec l'exposant m dans la décom- 
position en facteurs irréductibles de R[X] du dénominateur de la fraction R (sup- 
posée écrite sous forme irréductible, c'est-à-dire avec un numérateur et un dé- 
nominateur premiers entre eux). On obtient alors, dans la décomposition de R, 
une partie polaire relative à ce trinôme formée d'éléments simples ?de deuxième 
espèce” 


5 aix + bi 
Lx (e? + 2pr + q) 


avec a,b; € Ret (a:,6») # (0,0). On a donc à calculer des intégrales de la 


forme 
ar +b 
à 
Jar CEXTET DS 


On commence par faire apparaître au numérateur la dérivée du trinôme 


Î ar +b æ-/ dx +p) s+ b— ap dx 
(a? + 2pz +)" (e?+ 2pr + * (e?+2px +) 


w(x) 
pe Ton 


orme canonique et on obtient 


La première intégrale se ramène au calcul de ÎÉ , qui est élémentaire. 


Pour calculer la seconde, on met le trinôme sous 


Î dx 1 Î kr 
(7 + 2pe + J [a+p} +r]" 


avec r? = g—p? > 0. Le changement de variable x + p = rt ramène alors au 


calcul de 
dt 
= [air 


dont on a vu le calcul par récurrence à l'aide d’intégrations par parties. 


10-3 Calculs de primitives 493 


EXERCICE 10-3.11 Calculer 


cran. D2( rip 
réponse : 


1_4z-1 
9rè+z+i 


1 1 1.2 5 va 
Elie no V3 e+1)- 
-5*t3"6 D-gim(e?+s+i) gVBarctan (2z+ 


REMARQUE 10-3.12 Dans certains cas, une intégration par parties permet de 
diminuer le degré du dénominateur avant: de se lancer dans une décomposition en 


éléments simples. Par exemple, pour calculer (trois pôles doubles) 


dz 
{== 


dx 1-2 a? 
Ré rs 


la deuxième intégrale se simplifiant par parties. 


on écrira 


EXERCICE 10-3.13 Terminer le calcul précédent. Réponse : 


1 
9-1) 


rl 


2 3 
LC D) + Gin (e° +z+1)+ DV arctan À (2 + 14 DE 


10-3.6 Intégrales se ramenant à des primitives de 
fractions rationnelles 


10-3.6.1 Fonctions rationnelles en sin et cos 


Il s’agit de primitives de la forme 


[rime cos sde 


P(X,Y 
PUY) est une fraction rationnelle (quotient de deux polynômes) 


R(X,Y) = 
où R( }= QRY) 
de deux variables. La fonction tan peut intervenir, puisqu'elle est elle-même 
rationnelle en sin et cos. En particulier les intégrales de la forme 


Î tan s)de 


où R € C{X) sont de cette forme. 
e Le cas des polynômes P(cos x, sin x) a déj 


étudié, le calcul des intégrales 
Je zint ædx distinguant le cas p et q pairs des autres cas. 


+ Sur un intervalle de continuité de la fonction Fr) = R(sinz,cosx) inclus 
dans un intervalle de la forme 1, =]{2k - 1)x, (2k + 1)r{ avec k € Z, on peut faire 
le changement de variable 4 = tan 3, ce qui correspond au C®-difféomorphime 


BR rm p(r)= tan 21, avec w71(t) = 2{arctané + kr) 
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LS, 2dt à ù 
d'où dr = 138 et donc, sur un intervalle convenable inclus dans /4 


F(x) = [ri z,cosr)dr = (tan 5) 


2 1-12) 2dt 
+1]= ——>— | —— 
AU Pr) 


1 
EXEMPLE 10-3.14 L OR 2 ——— 
0-3.14 La fonction ': 2 + 


et continue sur R (puisque la fonction + + 4sinx — 5cosr peut s’écrire sous 
la forme VA7+ 57 sin(x — a) et est donc inférieure à 7 en valeur absolue). Elle 
possède donc des primitives sur R. Sur tout intervalle de la forme /4, la démarche 
précédente donne 


dr dt 1 2 
Eee Dre “ a arctan V2 (stan (5) +1) 


Attention! Sion note Gr) l'expression précédente, on à G(2r)— G(0) = 0 et ce 
dx 


. Ain —5cor+7 
fonction f est continue et strictement positive. G n’est pas l’expression d’une pri- 


mitive de f sur [0,27]. L'intégrale de f sur une période est G(r=)-G(-1t) = 


V2 


et la valeur moyenne de f est donc ns On peut d'ailleurs en déduire l’ex- 


est 2r-périodique 


2% 
serait une lourde faute d'en déduire que Î 0, puisque la 
o 


s TE sua 1 
pression d'une primitive de f qui soit valable sur R. La fonction f — El est 
2r-périodique, de valeur moyenne nulle et possède donc des primitives pério- 


diques. Si Fest une primitive de f sur IR, la fonction x + F(x) — 5 est donc 


2x-périodique. Sur ] — r,x[, on peut prendre l'expression 


Zarctan V2 (atan (©) + 1) _— 37 
ul z ge 
= [erctan 3 (ätan (2) +1) — arctan (tan (5))] 


—b 
Si ab # —1, il est facile de voir que arctan a — arctan b et arctan —. = différent 
L 


d’un multiple de 7. Comme une fonction continue sur un intervalle à valeurs 
dans 1Z est forcément constante (théorème des valeurs intermédiaires) , on peut 
prendre curume expression sur ] — 7, | 


F( jtez che tan _(GVi-Dtng+ vi 
F7 2v2 7 VE T4 VE Gien +1) tans 


1 = V2 + V2 cos x + (3V2—1)sinz 
= 3Y?2arctan 


1+3V2+ (1 —3V2) cos x + V2sinx 
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Cette fonction est continue sur R (vérification facile) et est clairement 2r-périodique. 
On peut donc prendre 


RE: 1 V3 + Vacosz +(3V2—1)sinx 
VreR re gt Ju (EP + ee 


Il est parfois plus simple d'utiliser d’autres changements de variables : 


e Lorsque "l’intégrande” R(sin x, cos x) dr peut s'écrire (après manipulations 
algébriques) Ri(cos z)sin x dr, où Ri est une fraction rationnelle à une indé- 
terminée, on voit que le changement de variable u = cos x amène au calcul 


de 
fra 


Une condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi est que l’intégrande soit 
invariant par changement de x en —x, puisque 


Ri(cos(—x)}sin(—z} (x) = Ri(cos z) sin x dr 
On peut montrer (voir plus loin) que cette condition est aussi suffisante. 


+ Lorsque l’intégrande peut se mettre sous la forme R,(sinz)cosx dr (une 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que l'intégrande 
soit invariant en changeant x en m — x), on utilisera de même le changement 
de variable u = sin x. 


+ Enfin lorsque l’intégrande est invariant par changement de x en T + x, on 
Ri(tan x) 
1+tan?x 
et le changement de variable à — tan x (valable dans tout intervalle de la 
forme | — ?+ kr, 7 + kmf avec k € Z) peut être utilisé. 


montre qu'il peut s’écrire Ri(tan x}dx ou aussi (1+tan?z)dr 


2 

EXEMPLE 103.15 Calculer Î 5. _yr, On vérifie ici que l'inté 
sin2r(l+tanx) 

grande est invariant en changeant x en +x. Le changement de variable u = tanz 


est donc possible : 
cos? cos? x 


S 1 s 
Sr Q + tan) — Zone cos ef + tan )Q tant) + ta 2) 


d'où 


cos?r fu 


di 
(sin 2x)(1 + tan hi _ Î Qu(1 + u)(1 + 02) 
ml pet Liu = 
=-gl(x +1) garctanu+ jinu am +u) 


soit enfin 


ent = 5e + gimbinal Tin jeoe + + sin 2 
J Tsin2r) +tanr) 47278 ar 
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Justifions par exemple le changement de variable u = cos x lorsque l’intégraude 
R(cos x,sin x) dr est formellement invariante en changeant x en —x. Ceci signifie 
que 

R(X,-Y) = -R(X,Y) 
La fraction rationnelle R(X,Y) peut s’écrire, en séparant au numérateur et au 
dénominateur les Lermes pairs et impairs en Y 


Roy) = ACL YA) + Y BOF) PA) + YPX,V?) 
77 AA YA) + BAT) QCX x?) 
en multipliant baut et bas par A1(X,Y?)—Y Bi(X, Y?). La condition d’imparité 
R(X,—V) = —R(X,Y) donne alors Pi = 0 et 


Pi(cos r,1 — cos? x) 


R(cos r,sin x) dr = Dlosr.1= cie) 


sinz de = Ri(cosr)sin x dx 


où R4 est une fraction rationnelle, écriture qui permet le changement de variable 
u = cosr. On justifierait de manière analogue (exercice) les changements de 
variables correspondant aux autres propriétés d’invariance de l’intégrande. 


Remarques : 


« Lorsque l’intégrande est invariant par les trois changements vus précédem- 
ment, il peut parfois se mettre sous la forme Ri(cos 2x) sin 2r dx, d’où le 
changement de variable u = cos 2x (ou de manière équivalente cos? ). Cal- 
culer par exemple 


tanx 2 

—— — dr 

2 tan? x + 4 cos? x + 6 
On fait apparaître l'expression sin + cos rdr en multipliant haut et bas par 
cos? r. On obtient 

sinzcost 
———"— , —— de 
Î À cost x + 4 cos? x + 2 

et finalement 


tanz 1 
——— "dr = —- 2 cos? 1 
Éerseee re gerctan ( cos?r +1) 


e Ne pas oublier que cosnx et sinnz (n € N°} sont des polynômes en sin et 
cos. Calculer par exemple 


On utilise la variable u = TL puis -propriété d’invariance de l’intégrande- 
P PP’ 


o = cosu, et donc faire apparaître sin u du en écrivant 


sin Ju — sinu(3 — 4sin?u) — sin u(4cos? u — 1} 
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Réponse : 


Vi cos = +1 
12 cos ? + DE ——$— 
6 2 VScos à 1 


e Avant de faire les changements de variable, il faut commencer par simplifier 
les fractions, notamment en faisant apparaître les parties entières. Par 


exemple, pour calculer 
sin 3x 
———d: 
; 2snz +1 


il n'y à pas de propriété d'invariance particulière de l’intégrande. On utili- 
CROP 
sera donc lc changement de variable 4 = tan 3 Mais on écrira d’abord 


sin 3x 3sinx — 4sin°x NE s 1 
= ——— = — LS 
2sinz +1 Zsnr ti PAR ERoR ER NE EET 


{division euclidienne) et on en déduit 


V3 æ 
je; | 5 M (tan 3 +2) +1 
5 dr = sin & cos x — cos æ + — In ir 
2sinz+1 3 SE z 2) 1 
3 Late 


Noter enfin que les changernents de variable sensés simplifier les calculs 
peuvent parfois les compliquer. Pour calculer 


Î dx 
sin z 
u = cosz est un Changement de variable plus compliqué que tan? (pour- 
quoi?). On obtient 


dx 1, 18,1, (tan 2) 1 

5 = Stan? 5 + in (tan =) - —— 

six 8 24 F2 2/  &tan? = 
2 


10-3.6.2 Fractions rationnelles en e’, shx et ch: 


e Pour calculer les primitives de la forme l R(chx,sh x) dr, on utilise en général 
le changement de variable hyperbolique correspondant au changement de variable 
trigonométrique qu’on utiliserait pour calculer / R(cosr,sinz) dx. Ceci est dû 


au fait que les propriétés ”algébriques” des fonctions hyperboliques sont prati- 
quement les mêmes que celles des fonctions circulaires. Rappelons à ce propos 
que les formules de trigonométrie hyperboliques peuvent se déduire de celles de 
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trigonométrie cireulaire (ne faisant pas intervenir la 27-périodicité évidemment !) 
en remplaçant cos par ch, sin par ish (et tan par itanh). Par exemple 


de 


dx 


se calculera à l'aide du changement de variable u = tanhr puisque est 


He a costr 
invariant en changeant x en # ++. On obtient : 


dx 1 
= = tanh x — = tanh° 
IE nb æ 3 anh°z 
e Comme shz et chzx sont des fractions rationnelles en e*, les primitives 


précédentes sont toutes de la forme f R;(e*} dx, où R, est une fraction rationnelle. 
On dispose aussi pour traiter ce genre de primitive du changement de variable 


u = ef, qui ramène à la primitive Î LC) Calculer par exemple 
nm 


shz 
D 7 
ren Fr 


va va 


æ _1 2e LS = 
ue Me ARTE) 
+3 am(e +e +1) + 2 arctan = (2e +1) 


Réponse : 


2 


10-3.6.3 Intégrales abéliennes 


Il s’agit ici pour nous d’intégrales de la forme 


[retarde 


où R est une fraction rationnelle et où est de la forme 


a= (55) où ylr)=Vañrire 


remarquons que dans le premier cas, la fonction homographique peut être une 
fonction affine (c = 0 et d= 1). 


; {er +b 
intégrales À af. ( 2e 


ax +b 
cx+d 
rationnelle de u et on arrive à une primitive d’une fonction rationnelle en u. 


Calculer par exemple 
Î JE 
æ+l 


On utilise le changement de variable u = Ÿ ( ) æ est donc fonction 
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l 5 dd 
Le changement de variable u = { 331%" TE amène à 


L Qu 2 
Pre fe 


par parties soit enfin 


2V3 V3 


et donc 


Ji, JET. ff 
[VEe-e+r sit (= L 


+ nt 41 art (aÿ (= 


3 


Intégrales de la forme Î Re, Var +tr+c) “| 


2 NE 3 
= === és = (2: 1 
+3lnu 1) gm(u +u+1) g rctan Qu +1) 


9 Lorsque les coefficients a,b,c sont fixés, on met en général le trinôme du 
second degré ar? + br + c sous forme canonique et un changernent de variable 


affine ramène à une des trois formes 


fre + u?)du ou fait VI - u?)du ou fr Vu? — 1)du 


avec Ri fraction rationnelle. Dans le premier cas un changement de variable u = 
sht (parfois u = tant) ramène à un type étudié plus haut. Dans le second cas 


u = sint, soit { = arcsinu, et dans le troisième u = +cht (parfois u = “Le 


donnent des résultats analogues. 


EXEMPLE 10-3.16 Calculer [= +2 +ldz. On écrit 


a +r+l= ne 
+= (T2) Ta 


à 


sht. On obtient 


5 
FA 


wi 


et on fait donc le changement de variable x + 


3 VE ae 
+ /(Ani-3}e 1 dt 


3 chit 3 3 
33 (5) = jehtsht- st 


soit finalement 


16 


cos t 
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On a donc 
fers ldz = 3 (VE Ter n° 
L L 
- sUr+ LD V(?+2+1)— 3 argeh V5 (+ 5) 


3 2 


© On peut parfois aussi utiliser un paramétrage rationnel de la demi-conique l 
d'équation 


y= Var +br+ce 
Si on obtient un tel paramétrage 


{ x nt) 
y = rt) 


avec r et r2 fonctions rationnelles, on tornbera sur 
AC CELED ES ECC TENE 


soit un calcul de primitive de fraction rationnelle, On remarquera que cette 
méthode permet de ramener à un calcul de primitive de fonction rationnelle toute 
intégrale de la forme 


fre. stenr 


où À est rationnelle et où la courbe d'équation y = f(x) admet un paramétrage 
rationnel. C’est d’ailleurs cette démarche qui a été suivie dans le paragraphe 
précédent. 

Pour obtenir un paramétrage rationnel d’une conique, on remarque qu’une 
droite du plan coupe ”en général” la conique en deux points. Si on astreint une 
droite variable D, à passer par un point fixe de la conique, il y a un autre point 
d’intersection dont les coordonnées sont fonctions rationnelles de la pente { de 
D. 


e Si le trinôme ax? + bx + ec possède des racines (la conique L d’équation 
y? = ax? + br + c, est du genre hyperbole d’axe focal Ox si a > 0, du genre 
ellipse si a < 0), il se factorise en 


ax? +br+e=a(r— a)(r — 8) 


On fait en général passer la droite D, par un des sommets soit A(a,0). Elle 
a alors pour équation 


(D) v=4z-e) 
L'abscisse de l’autre point commun à let D, vérifie donc 
lx — a) = a(z — a)(x — 8) 


(a ga 
ta 


Pl et y(t) = t{e(t) — a) = 


un paramétrage rationnel de T (figure 10.1). 


soil xt) = ; ce qui donne bien 
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Figure 10.1 — Paramétrage rationnel de l’ellipse 


e Si le trinôme n’a pas de racine, il est. dn signe de a et étant sous le radical, 
on doit avoir a > 0. La conique l'est alors une hyperbole d’axe focal 
parallèle à Oy. On peut alors (et la méthode est valable aussi lorsque Oz 
est axe focal) couper T par une droite D! parallèle à une asymptote, donc 
d’équation 


(D) v=var+t 


Det l'ont un point d'intersection rejeté à l'infini, l'abscisse de l’autre point 
d’intersection vérifiant (/&r + t)* = ax? + bx + c, soit 


ct Vat? —tb+ ac 


0 et ylt)= Var(t)+1= EVE 


EXEMPLE 10-3.17 Calculer 


dx 
Î — 1)(4x — 2) 


CS 
On coupe la conique par la droite d'équation y = {(x — 1). On obtient x = ë ; 
et l'intégrale [4 = en | _ vil + inf + vi] . Il reste ensuite à 


y V@=Där =?) 


g z—l 


remplacer t par son expression { = 
z 


EXERCICE 10-3.18 Calculer Î Va ride 
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YA 
2 


Figure 10.2 — Paramétrage rationnel de l’hyperbole 
10-4 Calculs approchés d'intégrales 
10-4.1 Méthode des trapèzes 


On utilise la formule d'intégration approchée 


4 a)+ f(8 
L'roa- (6-12 
e 
formule exacte si f est polynomiale de degré inférieur ou égal à 1. En décomposant 
—@ 


ensuite le segment [«,b] eu r segments de longueur , et en appliquant sur 


chaque sous-segment l’égalité approchée précédente on obtient 
: b—al1 = b-a\ 1 
id = T{f,a,b)= | KT | + 2 f() 
[rares re + Er(errt) +5r0 


Majoration de l’erreur : On suppose ici la fonction de classe C? sur le seg- 
ment [a,b], (l'existence d’une dérivée seconde non nulle mesurant d’une certaine 
façon ce qui différencie f d’une fonction polynomiale de degré 1 et donc ce qui 
empêche la formule d'intégration précédente d'être exacte) et on majore d’abord 
chacune des erreurs 


A(a, 8) = 


4 
f'rva- 18-0100) 


[a, 8] représentant un des intervalles de la subdivision de [a,b] considérée précé- 
demment. On note P le polynôme de degré inférieur ou égal à 1 qui vérifie 


P(a) = f(a) et P(8) = f(8) 
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Comme la formule d'intégration est exacte pour le polynôme P, on a 


[ro - [ro dl < <f're- P(bldt 


Si f est polynomiale de degré 2 il en est de même de f — P, fonction qui s’annule 
en a et B et est donc de la forme f{t) — P{t) = (t — a)(t -— 83 où A est la 
valeur (constante) de la dérivée /”. Dans le cas général, si x Ja, #[, on choisit 


A(a, 8) = 


le réel À pour avoir f(x) — P(x) = (x — a){z — 8)5. La fonction de classe C? 


À 
br f)— P(9) —(E— a) — 8)5 s'annule en a, et 2. En appliquant 2 fois le 
théorème de Rolle (on suppose que f est à valeurs réelles) on obtient l'existence 
d’un réel + € [a, 8] tel que À = f”{). On en déduit la majoration 


E= NE z) 


Vzela, A] |f{+)-P(al< IF"Îles 


faisant intervenir la borne supérieure de |{"| sur [a, . qu’on peut encore majorer 
par la borne supérieure sur [a,b]. On obtient finalement 


8 Be — _ 1 

as) < fur < [EME Sy de 2 (6-0 17 
e a 

et donc dans le cas de l’utilisation de n points de subdivision, après majoration 


des n erreurs élémentaires on à 


0 | 
Î fou Tab < Ce fl 


10-4.2 Méthode de Simpson 


On utilise cette fois la formule d'intégration approchée 


[ro à EE [so + ru + 4 (E5S)] 


formule dont on vérifie aisément qu'elle est exacte si f est polynomiale de degré 
inférieur ou égal à 3. En décomposant ensuite le segment [,b] en r segments 


©, et en appliquant sur chaque sous-segment l'égalité approchée 


b— 
de longueur 
précédente on obtient 


b ni nl 
[ra = sa = = [ro run E ro ro] 


k=1 k=0 


b—a ax +a 
avec a = a+ RD et b, = SO, 


Majoration de l’erreur : On suppose ici la fonction de classe C{ sur le 
segment [ab] et on majore d'abord chacune des erreurs ”élémentaire” 


tan = | fl roû - 9 ro + sun +45 (242) ] 
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{a, 8] représentant un des intervalles de la subdivision de [a,b] considérée précé- 
demment. Montrer qu’il existe un unique polynôme P de degré inférieur ou égal 
à 3 qui vérifie 
P{a) = f(a), P(8) = J(8), 
a+B\ _ ,fatp 
nor 
,(a+8\ _ ,fa+8 
Fr) 


Comme la formule d'intégration est exacte pour le polynôme P, on à 


aç8)=|f Fo Î ° rwoal< [ yo - ro 


Montrer la majoration 


) [HN 


Vzrele,f] [f(r)-P(z)< 
et en déduire 


Aa, 5) < m5 6e) I 


Dans le cas de l’utilisation de n points de subdivision, après majoration des n 
erreurs élémentaires on a 


b Lay 
[£ ro - san) < DER 


10-4.3 Accélération de convergence : méthode de 
Romberg 


10-4.3.1 Procédé d'extrapolation de Richardson 


On suppose que l’on étudie une fonction À définie au voisinage de D el admettant 
un développement limité à lout ordre 


A(t)= @0+@t++at + O(+1) 


La valeur a de À en zéro n'est pas connue, mais l’on dispose d'un algorithme 
permettant de calculer des valeurs 


Am = A(tm) avec tn — 0* 
formant une suite qui converge vers &o. On conçoit que, plus l'ordre de l'infiniment 


petit (en 0} é(t) = A(t) — ao est élevé, plus la suite (a) convergera rapidement 
vers as. Le principe de la méthode de Richardson est le suivant : 


10-4 Calculs approchés d'intégrales 505 


On choisit un réel fixe r > 1. On pose Ao(t) = A(i) et on a alors 
Aofrt) = 00 + rt +: + apré" + O(#*1) 
Pour faire disparaître le terme en t sans changer la valeur @o, on voit qu'il suffit 
de poser 


au = rAot) = Het) 


et on à alors 
Ai(t) = 0 + O() 
En définissant ensuite, de proche en proche 


F2 Ai(t) — Ai(rt)  rtA (t)— Arr) 
rl “7 At) = rk 1 


Alt} = 
ON aura 
As(t} = ao + O(t**) 


Pour "+ petit”, A;(t) est donc meilleure approximation de &o que A1(#). 
On obtient un procédé d’accélération de convergence lorsqu'on part de la suite 


to 
an = An = AC) 
qui converge vers a9 puisqu'on a choisi r > 1 (fo est fixé) et vérifie 
Amo = %0+0O(r7") 
m-+00 


La suite 


L 
Ami = Ai(—) 


2 
vérifie Ami = ag+O(r-?") (et converge donc grosso modo deux fois plus vite) 
me 


et de même 
to 
Amk = A) 


vérifie Ank = ao + O(r tir) et converge & + 1 fois plus vite que la suite 
mx 
de départ. Les définitions précédentes montrent que les termes de ces différentes 
suites se calculent de proche en proche 
À Am — Am-rkt 
ré 1 
Pratiquement, on présente les calculs sous forme d’un tableau 
Aoo + Ain + A22 — Ass 
7 Pe 7 
Aio + Ar — As2 —+ Asa 
? ? 
A0 + As — As2 
7? 


Age + Au — 


Amk = 


chaque colonne du tableau formant une suite convergeant vers ao avec gain de 
rapidité lorsqu'on se déplace vers la droite. 
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10-4.3.2 Méthode de Romberg 


Si f est une fonction continue sur [a, b], et si 


nl 
Ta 8,0) = 1€ [re +Er(arrtes) + 1) 
k=l 


n 


est la valeur approchée de son intégrale sur [a, b] par la méthode des trapèzes, un 
argument de continuité uniforme montre que 


12 
ie Ge = [rod 


La méthode de Romberg correspond à une accélération de cette convergence basée 
sur le procédé de Richardson, en ajoutant quelques hypothèses de régularité pour 
la fonction. 

Si f est de classe C#+? sur [a,b], on démontre que T;(f,a,6) possède un 
développement limité pour r -+ +oo d'ordre 2k + 1 de la forme 


+ 
CNE ch 1 
Grade [ roat+ Sa Be 40 


b—a 


On note À la variable et on a alors 


4 
TA f,a,6) = T(h) = Î S(E)dt + ah? +2 + af + OR?) 


En posant T(h) = A(H?), la fonction À possède au voisinage de zéro à droite un 
développement limité d'ordre k 


+ 
f(é)dt + ah +++ ah + O(RH) 


On applique alors le procédé d'extrapolation de Richardson avec 


duo = (659) 


PT 


et donc r = 4, ce qui correspond à une formule des trapèzes avec 2” points de 
subdivision (l'intérêt de multiplier par 2 le nombre de points de subdivision à 
chaque étape est que le calcul de 43-149 est utilisable pour obtenir 4,0, il ne 
faut évaluer la fonction f qu'aux nouveaux points intermédiaires de subdivision). 
Les suites (A,,»)}men-40...,»-1} déterminées par 


A = 4 Ampi — Am-1p1 
MT “dre 00 


convergent d'autant plus rapidement que p est grand. 
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EXEMPLE 10-4.1 Testons la méthode sur un exemple simple. La formule des 


trapèzes pour obtenir une valeur approchée de Î t5dt donne, avec 1, 2 et 4 
0 
points de subdivision les valeurs 


1 17 197 
Ao0 = EU A0 = &ä et A20 = 1024 


On peut alors commencer le remplissage du tableau comme au paragraphe pré- 
cédent et on obtient la valeur exacte A2 = —. Il est d’ailleurs normal d'arriver 
à un tel résultat, puisque si f est un polynôme, T;{/,a,b) est un polynôme en 


— et une itération suffisante du procédé de Richardson amène à une fonction 


: 
constante. 
ee 
2 16 6 
um 4 
64 256 
197 
1024 


EXERCICE 10-4.2 Montrer que, avec les notations précédentes, À,, 1 est l’approxima- 
tion de Simpson avec 2-1 points de subdivision. 


EXERCICE 10-4.3 Programmer en Maple la formule des trapèzes et l'accélération de 
Romberg. Tester sur des exemples simples. 


10-5 Exercices 


EXERCICE 10-5.1 Soit f, définie par fa(t) = 
Déterminer 


Eu et g continue de [a, 6] dans R. 


a, à f * ptOot)at 


n++oo T 


à 
EXERCICE 10-5.2 On pose an = [ (1- ++ 8)"dt. Montrer que la série X{-1)"en 


o 
converge. Trouver une relation du type a, = f{n)an-1 + g(n), où f et g sont des 


fonctions rationnelles. Montrer que a, 
EXERCICE 10-5.3 Soit n € N° et J € C([a, 6], R) telle que 
+ 
VkeN sen f 4 f{t}dt = 0 


Montrer que f admet au moins n + 1 zéros sur Ja, b[. 
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EXERCICE 10-5.4 Soient y et v les racines de l'équation +? — x + 5 2 0. Montrer 
L 
que pour tout polynôme P € Rs[X] on à Î P(ddt = ls + 8PG) +5P(v)]. 
0 ‘ 


EXERCICE 10-5.5 Soit f continue strictement positive sur [0, 1]. Déterminer 


1 Re 
", (f Utentas) 
EXERCICE 10-5.6 Soit f € C'([0,1],R). Donner un développement limité d'ordre 2 
Ll 

den = [ 2" f(a)dz. 

(2 
EXERCICE 10-5.7 Soit f de classe C! de {0,+cof dans R. On suppose f’ croissante. 
Montrer que, pour tout n > 2: 

1 1 e 1 2 

DE GAU)+/@)+ 4 0-0) 5/0) Jr < AU - Fa. 


2 
EXERCICE 10-5.8 On pose f(x) [ ä pour x €]0, 1[U]1, +ool. 
ms 


1. Dérivée de f, sens de variation. 
2. Montrer que Jim f(x) = In 2. 
x 
2? 
2inz 
4. Trouver un équivalent de f(z} pour x — 0. 


3. Montrer que f(x) + quand x —+ +00. 


, 24 
EXERCICE 10-5.9 Déterminer les triplets (a,b, c) € RŸ tels que ee soit 
une fonction rationnelle. 
dt 


Mer Fer: 


Fr 
EXERCICE 10-5.11 Etudier f(z,y) = Î In(z + ycost)dt à l'aide d’une dérivation 
par rapport à z. fl 


EXERCICE 10-5.10 Calculer l'intégrale L 


EXERCICE 10-5.12 Montrer que ur #00) 


de 


est C® sur R. En déduire le calcul 


#arctan(zsiné) F 
G siné 
+ 
EXERCICE 10-5.13 Trouver un équivalent de Î (sin t}t”dt lorsque x tend vers +00 
U 


EXERCICE 10-5.14 Soit f continue [a,b] -> R**, Montrer qu'on définit une suite 


n=1 
Î ° S()dt. Etudier lim i Xf(u). 
k=0 


ext 
(akogken Par @o = a et Î f{t}dt = 
où 


10-5 Exercices 509 


EXERCICE 10-5.15 Soit f une application de classe C1 sur [a,6], à valeurs réelles. 
+ Las Le 

Déterminer la limite de la suite (nu,) où 4, = f f(e)dt - le Ds (e + =) 
# k=1 


ï 
EXERCICE 10-5.16 Soit P € R[X] avec P(X) = D aX%*, Montrer que 


n=0 


i ir F 
[ P(tjdt = -= À P(e* )eïf 48 
(] 2) 

Montrer que 


; : 
2 Lu 2 
[ reas < 3 lei 


1 
Soit f : [(0,1]-+R continue. On pose Î, = [ #2 f(t}dt. Montrer que la série DA 
converge et que -" 


oo ñ 
Less f ro 


n=0 


1 
——— qui s’annule en 0. 
sx 


EXERCICE 10-5.17 Calculer la primitive de x + 
3+ co: 


Chapitre 11 


Suites et séries de fonctions 


11-1 Rappels : convergence simple et uni- 
forme 


Nous avons déjà introduit les notions de convergence simple et uniforme d’une 
suite de fonctions. Pour l'essentiel, les fonctions considérées dans ce chapitre 
seront des fonctions d’une variable réelle où complexe à valeurs dans un espace 
normé (complet, le plus souvent R ou C). Néanmoins, comme les résultats de ce 
chapitre pourront notamment s'appliquer à des fonctions de plusieurs variables 
réelles, nous nous placerons pour les définitions dans un cadre plus vaste : fonc- 
tions définies sur une partie d’un espace normé, à valeurs dans un espace normé 
(complet). 


11-1.1 Convergence simple 
Si X est une partie d'un espace normé Æ, une suite d'applications f, : X + F 
{où F désigne un autre espace normé sur K = R ou €) converge simplement (sur 
X°) vers une fonction f : X — F ssi 
VrexX lim fi(x) = f(x) 
n++co 


propriété que nous notons en abrégé 


RSS 
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Si cette notion est compatible avec les opérati: 


s de combinaisons linéaires que 
l'on peut considérer sur les fonctions (si f, Pa fet a g alors pour à € K 


On à fn +agn ss + ag) ainsi qu'avec d’autres opérations usuelles (produit dans 
le cas de fonctions réelles ou complexes, quotient dans la même situation si les 
dénominateurs ne s'annulent pas), les propriétés des fonctions f, ne se conservent 
pas cn général par passage à la limite simple : 


L C4S 


e Caractère borné : si toutes les fonctions f, sont bornées sur X et f, + 


{, la fonction f n’est pas bornée en général. Prendre par exemple 


fa (a) sur X = R*+ 


Tati 


Pen ee ON À £ 5 
Continuité : si f, a f et si toutes les f, sont continues en un point 


zo € X, il n’en est pas de même en général pour f. Prendre par exemple 


fe) = 


" sur X = R* avec ro — 0 


Intégration : si X = {a,b] est un segment, si les f, sont continues par 
morceaux et convergent simplement sur [e, b] vers une fonction f continue 
par morceaux!, lorsque la limite des intégrales des f, existe, on peut avoir 


12 b 
ie, / 244 f ro 


Prendre par exemple 
fn = mljosf Sur X = [0,1] 
(en prenant ga = (—1}" f;, on aurait un exemple de suite convergeant 
simplement sur [0,1] vers la fonction nulle, mais pour laquelle la suite des 
1 


intégrales f! 9n (t) dt n’a pas de limite). 
(] 


e Dérivabilité : si X = [a,6] est un segment et f, ei f avec f, dérivable 


sur X, il n’en est pas de même en général pour f. Prendre 


Rx) = V 242 sur [-1,1] 


Cette propriété n'est pas assurée par la convergence simple : prendre par exemple X = [0, 1] 
et a (x) = 0 sauf si x est un rationnel de [0, 1] pouvant s'écrire E avec q < n atiquel cas 
fn (x) = 1. Iest facile de voir que fa est continue par morceaux (c’est une fonction en escalier) 
mais 


CVS 
fn + lonpr 


fonction caractéristique de l'ensemble des rationnels de {0, 1}, qui n'est pas continue par mor- 
ceaux 
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Si on suppose de plus f dérivable, on n'aura pas nécessairement convergence 
simple de la suite f} vers f’. Prendre comme exemple 


sinnæ 


f(x) = sur X =R 


Pour obtenir des propriétés de régularité de la limite f, on fera souvent inter- 
venir la notion plus fine de convergence uniforme. 


11-1.2 Convergence uniforme 


11-121 Définition 


Nous avons défini (ef. théorème 6-2.16) l'espace B{X, F) des fonctions bornées 
de X dans F et vu que, sur cet espace 


If = sup |f (æ)ll 
rex 


définit une norme, appelée norme de la convergence uniforme sur X. Lors- 
qu'on travaille en restriction à une partie À C X, on utilise aussi Ja norme de la 
convergence uniforme sur À 


Ileoa = Sup IIS ()II 
TEA 


(il ne s’agit pas d'une norme sur B(X,[F), mais d’une serni-norme). 
Une suite de fonctions f, : X —+ F converge uniformément sur X vers une 
fonction f si et seulement si 


InoEN Vr>no (f-—/f)eB(X,E) 
nf — fall = 0 


On notera en abrégé 


CU CU 


ASS où fn SNS 
s’il ne risque pas d’y avoir ambiguité sur le domaine d’étude : lorsqu’on étudie 
une convergence uniforme, il faut être très précis : quelle est la suite 
de fonction étudiée? (cette suite doit être explicitée). Sur quel domaine y 
a-t-il convergence uniforme? (toute aflirmation relative à une convergence 
uniforme doit être justifiée). 
CVU +: : 5 TRE Cr 

Pour que f, 5 J, il est nécessaire et suffisant qu’il existe une suite réelle 

positive (ar)},en telle que 


AUS =DaVrex |f(r)-fh(x)l <a 


le terme général de cette suite dépend évidemment de n, mais pas de z. 
De même, pour montrer qu’il n'y a pas convergence uniforme sur X, il suffit 
d’exhiber une suite (z4) de points de X telle que la suite (||f (zx) — fe (zn)||hren 
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ne tende pas vers 0. Lorsque les fonctions f et f, sont des fonctions réelles d’une 
variable réelle, c’est parfois l’étude des variations de la fonction f— f, qui permet 
de déterminer un tel z,. 

Rappelons enfin que la convergence uniforme d’une suite de fonctions sur une 
famille finie de parties de X entraîne la convergence uniforme sur la réunion 
de ces parties, mais qu’il n’en est pas de même pour une famille infinie. 


EXERCICE 11-1.1 Montrer que la suite de fonctions f, : R+ —+ R définie par 


)= 


æ 
T+n 


converge simplement sur R* vers la fonction nulle, uniformément sur tout segment [0, a] 
avec a > 0, mais pas uniformément sur [0, +c0[= | J {0,«]. 
250 


11-1.2.2 Critère de Cauchy uniforme 


Nous avons vu (théorème 6-5.10) que, lorsque l’espace d'arrivée F est complet, 
l'espace B(X,F) est complet pour ||{|,.. Ceci nous donne un critère de conver- 
gence uniforme (très souvent utilisé dans le cadre des séries de fonctions, de ma- 
nière plus ou moins explicite) utile lorsqu'on ne connaît pas a priori la fonction 
limite f : 


PROPOSITION 11-1.2 Si l'espace d'arrivée F est complet, une suite de 
fonctions /, : X —+ F converge uniformément sur X si et seulement si 


Ve>0 3NEN Vn,p>N VrexX (f(r)-f(rl<e 


On notera bien la place des quantil 
praposition équivaut évidemment à 


icateurs : N ne dépend que de €. Cette 


Ve>0 INEN Vnp>N (fi f)eB(X,F) et [fa — fl, <E 


Démonstration : Si la suite converge uniformément vers une fonc- 
tion f sur X et sie > 0 est fixé, on peut trouver un rang N tel 
que 


Vn>2N (-£)EB( et [ff < 
On a alors, pournetp>N 
B-f)=(-h)-(f-fR)e BXL 
et [fa — folle & [fn + flo + — folle SE 


Réciproquement, si la suite (f,) vérifie les hypothèses de la proposi- 
tion, en prenant € = 1 on trouve un entier N, tel que 


m2 M=(fh- fm) EB(XF) 


La suite (g),ow, avec da = fn — fn est alors de Cauchy dans 
(BCE) , [ll ) puisque 


Vn,p> Na ln — gl = fr — fl 


É 
2 
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Comme on suppose F complet, il en est de même de B(X,F). La suite 
(9n) est donc uniformément convergente sur X vers une fonction g. Il 
est alors facile de voir que la suite (f.) converge uniformément vers 
f=g+in. 


EXERCICE 11-L.3 Lorsque l’espace F n’est pas complet, montrer que la convergence 
simple et le critère de Cauchy uniforme entraînent la convergence uniforme. 


11-123 Convergence uniforme et opérations algébriques 


Lorsqu'on étudie une convergence uniforme sur X, on se ramène toujours, par 
translation, à travailler avec des fonctions de B(X,F). Comme la convergence 
uniforme est alors convergence pour une norme, elle est compatible avec les opé- 
rations de cet espace vectoriel : 


PROPOSITION 11-14 Si /, Se fetæ a 9, alors pour à € K 


fn + agn 2 f+ag 


Nous limitons l'énoncé qui suit au cas (le plus important en pratique) de 
fonctions à valeurs réelles ou complexes. Il y a des extensions évidentes aux 
cas de fonctions à valeurs dans une algèbre normée, du produit d’une fonction 
scalaire par une fonction vectorielle où plus généralement de l’utilisation d’une 
application bilinéaire continue entre espaces normés? : 


PROPOSITION 11-1.5 Soient (f,) et (9) deux suites de fonctions de X 
dans R ou € convergeant uniformément sur X vers des fonctions f et g. 
Si à partir d'un certain rang les fonctions /, et g, sont bornées (ou, ce qui 
revient au même, si f et g sont bornées) alors 


CU 
fon F9 


Le résultat ne persiste pas en général si l'une des fonctions f ou g n’est pas 
bornée. 


Démonstration : Avec les hypothèses faites sur (f.} et (g.), tout se 
passe dans l’espace normé B (X,F). Sur cet espace muni de la norme 
de la convergence uniforme, le produit est une application bilinéaire 
et continue puisque 


VeveB(XE) [evil < lvl lé 
Donc si f, + f et 9n —? g pour la norme {||}, alors fig — fg pour 
cette norme. Dans le cas X = R, l'exemple 
1 1 
Mr=r+tream(se 


montre que le résultat n’est plus vrai en général lorsqu'une des fonc- 
tions f ou g n'est pas bornée. 


?C’est en effet la généralisation de la notion de produit. 


516 Chapitre 11 : Suites et séries de fonctions 


COROLLAIRE 11-1.6 On retiendra en particulier de la démonstration pré- 
cédente que, si f, É2 f et si g est bornée, alors f,g 2 f9, à cause de la 
majoration 

Ing — fall < fr — Plloc 1Igllec 


La justification ”g est bornée” doit apparaître explicitement dans le raison- 
nement : méditer le contre exemple X = R, g(x)=z et f(x} = 7. 
ñ 


11-13 Propriétés de la convergence uniforme 


11-13.1 Continuité, interversion de limites 
Rappelons les résultats obtenus aux sections 7-3.2 et 7-3.3 : 


« Soit (f1),en une suite de fonctions X —+ F qui converge uniformément sur 
X vers une fonction f. Si toutes les f, sont continues en un point a € X, 
alors f est continue en a. 


+ Une limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur X est continue 
sur X. 


e Soit F un espace normé complet, À une partie d’un autre espace normé et 
fn : À — F une suite de fonctions convergeant uniformément sur À vers 
une fonction f. Soit a un point de À — À, adhérent à À. On suppose que 
chacune des fonctions f, possède une limite 4, € F en a. Alors la suite 
(&}hen est convergente dans F, la fonction / possède une limite en a et 


Ba = EE A = Rte = ER fe) 
Quelques commentaires sur ces résultats : 


+ Lorsque la conclusion d'un de ces énoncés est en défaut alors qu'il y a 
convergence simple et que toutes les autres hypothèses sont vérifiées, on est 
assuré qu’il n’y à pas convergence uniforme. 


+ Dans les énoncés précédents, les hypothèses sont des conditions suffisantes 
et pas des conditions nécessaires pour pouvoir conclure. Par exemple, la 
suite de fonctions continues de R dans lui-même définies par 


fee (142) 


converge simplement sur R vers la fonction continue f (x) = e*, mais il n°y 
à certainement pas convergence uniforme (pourquoi ?}*. 11 faut donc être 
précis dans ses affirmations : après avoir vérifié la continuité de chaque f, 
en un point a, pour être assuré de la continuité de la limite simple f en &, 
on dira : ”il suffit de vérifier la convergence uniforme sur un voisinage de 
a” et non pas ‘il faut .."#. 

SI] y a cependant (exercice !) convergence uniforme locale (c’est à dire au voisinage de tout 

réel ro) ce qui est suffisant pour assurer la continuité de la limite en tout point xo. 


“Même si c’est souvent ce qu'il faut faire” pour se sortir d'une situation délicate : le langage 
courant est moins précis que celui des énoncés mathématiques. 
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EXERCICE 11-1.7 Montrer que la limite simple de la suite de fonctions f, : R* — R 
fa(x) = mère" 


est continue en 0 alors qu'il n’y à convergence uniforme sur aucun voisinage de 0. 


11-1.3.2 Intégration sur un segment 


Rappelons le résultat du théorème 10-1.5 (l’espace F est supposé complet, pour 
pouvoir construire l'intégrale d’une fonction continue par morceaux) : 

Si fa : [e,b] —+ F est une suite de fonctions continues par morceaux qui 
converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f continue par morceaux, alors 


2 b 
LNECLO ECC 


ce qui revient à intervertir les symboles d'intégration et de passage à la limite. 
On peut d'ailleurs être plus précis en disant que la suite f, converge vers f en 
moyenne sur [a,6] (ce qui entraîne la convergence des intégrales) puisque 


+ 
1 — fol = J LA (0) — fa CO dt < (b— a) |f — folle 


EXERCICE 11-18 Si x est un réel positif ou nul, montrer que 


1 t n 1 
Dim I) a= [eea 
n4+6 Jo n 0 


(Remarque : nous verrons, dans un chapitre ultérieur sur l'intégration sur un intervalle 
quelconque, des théorèmes qui évitent souvent le recours à l'étude de la convergence 
uniforme). 


EXERCICE 11-1.9 La suite de fonctions définies par 
2x 
ROSE Tr 


converge-t-elle uniformément sur (0, 1]? 


11-13.3 Dérivation et convergence uniforme 


Comme le montre l’exemple donné en début de ce chapitre, une limite uniforme 
sur un intervalle d’une suite de fonctions dérivables n’est pas nécessairement 
dérivable : la suite de fonctions définies sur [1,1] par 


ACENCES 


est une suite de fonctions de classe C! qui converge uniformément sur [—1,1] 
(exercice) vers f définie par f(x) = [x] qui n’est pas dérivable en 0. 

Pour établir la dérivabilité d’une limite d’une suite de fonctions, on dispose du 
théorème suivant, où l'on notera que l’hypothèse de convergence uniforme 
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porte sur la suite des dérivées. Ici encore, ce théorème donne une condition 
suffisante pour pouvoir permuter les opérations de passage à la limite et de 
dérivation. 

Nous nous limiterons aux suites de fonctions de classe C!, ce qui permet 
d'écrire chaque fonction comme intégrale de sa dérivée, et ramène ce résultat au 
théorème sur l'intégration des suites uniformément convergentes. Bien entendu, 
l'espace F est supposé complet. 


THÉORÈME 11-1.10 Soit / un intervalle de R, et (f,),e, une suite de fonc- 
tions de classe C! de ! dans F. On suppose 

1) tFexiste un point a € 7 tel que la suite (f, (a)),.x soit convergente 
dans F 

2) La suite des dérivées (f,),.N converge uniformément vers une fonc- 
tion g sur tout segment C [ 

Alors la suite (f,) converge simplement sur Z vers une fonction f, avec 
convergence uniforme sur tout segment inclus dans /. La fonction f est de 
classe C! sur 7, avec f’ = g, ce qui peut s'écrire en abrégé 


(ns) ms 


Démonstration : La convergence uniforme locale de la suite de 
fonctions continues (f,),en assure la continuité de g. Si { est la lin 
de la suite (fn (a)),ens posons 


Vrel J@=t+ [at à 


a 


Cette fonction est de classe C! et vérifie f' = g. Comme on a égale- 
ment 


Vrei A@= A+ [Ro à 


si K est un segment inclus dans { nous aurons 


VzER IA) (a) < If (e) + 


Fuo si à 


et si K est le plus petit segment contenant a et A, sa longueur étant 
notée L(Ki} 


VreK f(x) f GI <a) + LKR — der 


Cette inégalité prouve la convergence uniforme de la suite (f,) vers f 
sur À. M 


REMARQUE 11-1.11 On comprend bien l'hypothèse relative à l'existence du 
point a : si on ne conserve que l’hypothèse sur les dérivées, on peut ajouter une 
suite arbitraire (a,),en de F° à la suite (fh),en ce qui laisse peu de chances de 
voir converger simplement cctte suite de fonctions. 
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REMARQUE 11-1.12 Dans la pratique, le théorème qui précède est utilisé de 
manière un peu affaiblie. On a une suite (f,) de fonctions de classe C! de J dans F 
dont on vérifie d’abord la convergence (en général simple) sur vers une fonction 
{. On se pose la question de la régularité de f : f est-elle dérivable, comment 
évaluer f’? Pour que f soit dérivable (et même de classe C!) sur 7, il suffit que 
la suite des dérivées (f;),.1 converge uniformément (localement) sur /. 
Et on a alors accès à f’ par 


f'= lim f4 


neo 

Le théorème qui précède est rarement utilisé pour justifier l'existence de la fonc- 

tion f, limite simple de la suite (f,}. 

COROLLAIRE 11-1.13 Soit (f,).., est une suite de fonctions de classe C? 

(p > 1) de I dans F telle que, pour 0 < k < p. les suites ( a) x convergent 
nel 

simplement vers une fonction f,, la convergence étant uniforme sur tout 


segment C { pour la suite des dérivées d'ordre p. La fonction jf, est alors 
de classe CP sur ? et, pour tout Æ vérifiant 1 < k < p, 


tu) 
= ji i = lim f# 
SO =/fk soit (in, s.) AR fi 


Démonstration : par récurrence sur p. M 


11-2 Cas des séries de fonctions 


Nous avons vu au chapitre consacré sur les séries dans un espace vectoriel normé 
qu’il n’y à pas de différence fondamentale entre l’étude d’une suite et l’étude d’une 
série, la différence se situant essentiellement au niveau du vocabulaire : étudier la 
série de Lerine général u, € F, c'est étudier la suite (S,), cn des sommes partielles 


ñ 
= Du 
Ko 


et de même, l'étude de la suite de terme général u, peut se ramener à l'étude de 
la série télescopique de terme général v, = u, — us-1 (n > L) avec vo = ue. 

Nous allons donc traduire, avec le vocabulaire des séries, les résultats de la 
section précédente. 


11-2.1 Convergence uniforme d’une série 
11-2.1.1 Définition 


Soit (ur) en une suite de fonctions : X -+ F. Etudier la série de fonctions 
Yu (x) c’est d’abord déterminer l’ensemble des x € X tels que cette série (de 
vecteurs de F) converge : 


Y={rex1Eu() cv} 
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On peut alors définir une fonction S$ (somme de la série) 


+00 
S:Y+F S(r)= Yu, (x) 


n=0 


et on dit alors que la série de fonctions de terme général 4, converge simplement 
sur Ÿ vers $. Cela signifie simplement que, pour tout x € Ÿ, la suite des sommes 
partielles 


(5. = Yu ©) 
k=0 


converge vers $ (x), ce qui revient à affirmer la convergence simple de la suite de 
fonctions (5,),er vers S sur Y : 

Etudier la convergence simple d’une série de fonctions à valeurs dans 
F, c'est étudier une série de vecteurs de F dépendant d’un paramètre 
+. Pour ce faire, on dispose de tous les théorèmes, critères etc. qui ont été vus 
dans le chapitre sur les séries. En général, cette étude est faite avant de se poser 
le problème de la convergence uniforme : 


neN 


DÉFINITION 11-2.1 Soit (un)hen une suite de fonctions de X dans F. On 

dit que la série de fonctions Dur (ou, par abus d'écriture Dur {x)/ converge 

uniformément sur X si et seulement siVx EX D un(x) converge el la suile 
n 


des sommes partielles S, : x ++ S,(x) = D uxx) converge uniformément sur 


k=0 
X. 
Comme la limite des sommes partielles est, par définition, 
4e 
S(x)= D un(r) 

n=Ù 

ona 
+o 
S{x)— S,(z) = D ux(z)} = Rx) (reste d'ordre n de la série} 
ken 


et donc la série > u, (x) converge uniformément sur X si et seulement 
si la suite des restes converge uniformément vers la fonction nulle : 


Ve>0 INEN Vr>N Vrex [|lR(z)]l<e 


(il est bien évident qu'on ne peut parler de reste de la série qu'après avoir prouvé 
la convergence). 

Prouver la convergence uniforme d'une série, c’est donc quasiment toujours 
majorer uniformément les restes {||R, (x)||),,en par une suite (æ),ex tendant vers 
0 et ne dépendant pas de x (cette majoration est parfois implicite, par exemple 
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lorsqu'on applique la convergence normale que nous verrons dans la section qui 
suit, mais il importe d’avoir toujours cette idée simple à l'esprit). 

Lorsque l’espace F est complet, le critère de Cauchy uniforme est aussi un 
imoyen de prouver à la fois la convergence simple et la convergence uniforme 
d’une série : 

PROPOSITION 11-2.2 Si F est complet, une série de fonctions Dune avec 


un : X —> F converge uniformément sur X si et seulement si 


Ve>0 3NEN Vn>N Vp>0 Vrex 
Ita fr) + una (x) +22 +uns (a) < € 
Même lorsque l'espace n’est pas complet, la condition qui précède est néces- 


saire pour que la série D ju, converge uniformément sur X. En particulier, en 
appliquant ce résultat avec p = 0, on obtient : 


PROPOSITION 11-2.3 Si une série de fanctions converge uniformément, 
son terme général converge uniformément vers la fonction nulle. 
Il n'y a évidemment pas de réciproque, puisque le fait que le terme général 


tende vers 0 n’assure même pas la convergence de la série. 


EXEMPLE 11-2.4 La série géométrique dE æ" converge simplement sur ]—1,1{, 
mais pas uniformément. 


11-2.1.2 Cas particulier de la convergence normale 
On suppose ici l'espace F complet. 
DÉFINITION 11-2.5 Si (unhen est une suite de fonctions de X dans F, la 


série de fonctions > u, converge normalement sur X si el seulement s'il existe 
un rang no Lel que 


n>noæumEB(XF) et Yu, converge 
nn 
(l'hypothèse un € B(X,F) est là uniquement pour donner un sens à ||u,||..). 


REMARQUE 11-2.6 Dans la pratique, on ne cherche pas à expliciter |lu, |, : il 
suflit de trouver une suite (a:),>,, telle que 


D a, converge et Vn>ng VreX [u(x)] <a 
n3no 
En eflet, si la série converge normalement, on peut prendre a, = ||u.||,.. Réci- 


proquement, si une telle suite (a,),,,, existe, on aura [|| < « pour r > n0, 
ce qui assure, par majoration, la convergence de la série (à termes positifs !) 


S ll, 


npno 
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On majore donc, INDEPENDAMMENT DE z, la norme du terme 
général de la série de fonctions par le terme général (positif) d’une 
série convergente. 

L'intérêt de cette notion est d'offrir une condition suffisante simple de conver- 
gence uniforme : 


THÉORÈME 11-2.7 Si F est complet, toute série de fonctions de X dans F 
qui converge normalement sur X est uniformément convergente sur X. 


Démonstration : Si D Ilul. est convergente, on à d’abord 
n2no 
Vn2ro VreX u()ll< ll, 
majoration qui assure la convergence absolue (donc la convergence 


puisque F est complet) de la série Sun {x}, pour tout x € X. De 
plus, pour n > no, 


+0 oo + 
IR GE] D wo < D Ia G< D lee 
ki k=ntl kentl 


majoration du reste de la série par unc suite tendant vers 0 indépen- 
dante de x : la convergence uniforme de la série est prouvée. 


EXEMPLE 11-2.8 La série de fonctions de la variable réelle z 


SEE 
n?+ x? 
ri 


converge normalement, et est donc uniformément convergente sur R. 


Attention! La convergence normale sur X est une condition suff- 
sante de convergence uniforme sur X, qui entraîne en particulier la conver- 
gence absolue de la série Su, (x) pour tout x € X. Cette remarque montre que 
la convergence normale n’est pas une condition nécessaire de conver- 
gence uniforme, puisqu'on peut facilement trouver des séries uniformément 


$On aurait pu faire plus savant : l’hypothèse 


oo 
Yale < +00 


4e 
traduit, dans l'espace normé (B(X,F) ,[[1|,,) la convergence absolue de la série ÿ 2] un. L'es- 


== 

pace B(X,F) étant complet pour la norme de la convergence unifonne, cette convergence ab- 
4e 

solue entraine la convergence (pour |{]|,.} de la série 2 un, ce qui revient exactement à la 


+ 
convergence uniforme de la série de fonctions Ÿ7 4 (x). 
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convergentes qui ne sont pas absolument convergentes à x fixé. L'exemple le plus 
simple est celui de la série de fonctions de la variable réelle x 


oo en 


n 


nai 
qui converge (par application du théorème des séries alternées) uniformément sur 
R, puisque son terme général ne dépend pas de x! Pour un exemple un peu moins 
évident, voir la section qui suit. 

11-2.1.3 Utilisation du théorème des séries alternées 


L'énoncé qui suit s’appliquera dans nn certain nombre de situations concrètes. 
Pour éviter des erreurs, il sera préférable de refaire la démonstration au cas par 
cas : 


PROPOSITION 11-2.9 Soit (u,),., une suite de fonctions de X dans R*. 
On suppose qu'il existe un rang » INDEPENDANT DE : tel que 


VrEX (u(x)},, est décroissante 
Alors la série DO un (x) est uniformément convergente sur X si et 


seulement si la suite de fonctions (u.),.N converge uniformément sur X 
vers la fonction nulle. 


Démonstration : Celte condition est évidemment nécessaire d’après 
la proposition 11-2.3. Si réciproquement u,, cs 0, pour tout x € X 


la série Ÿ (—1)" u, (x) converge par application du théorème des sé- 
ries alternées, et 


VrEX Vn>p Rx) < Rs (r)| <Ilmalle 


ce qui donne |R,{l,, < [lun+:1ll,.. La série converge uniformément. 


EXEMPLE 11-2.10 La série de fonctions de la variable x 
= (1 


converge uniformément, mais pas normalement sur R. 


Attention! Si le rang N, à partir duquel la valeur absolue u, (x) du terme 
général commence à décroître dépend de x, on obtiendra une majoration du type 


VrexX Vn2N IR (x) < lun (æ)] < lune 


qui ne permet pas en général de prouver la convergence uniforme si la correspon- 
dance x + N, n'est pas bornée : 
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EXERCICE 11-2.11 Montrer que la convergence uniforme sur R de la série de fonctions 


+oo 


ni R 
>» (1) ni+zt 
nel 
ne peut se prouver par la technique précédente. On peut prouver cette convergence 
uniforme par une majoration du reste en groupant les termes deux par deux. Il est 
préférable d'écrire 


vi 
de Te OÙ + ue) 


et décomposer la série en deux séries uniformément convergentes, en appliquant la 
proposition qui suit. 


11-2.14 Théorèmes sur les séries uniformément convergentes 


Nous traduisons ici, avec le vocabulaire des séries, les résultats de la section 11- 
1.3. Rappelons une fois encore que les hypothèses de ces théorèmes ne sont que 
des conditions suffisantes de leurs conclusions : 


Stabilité par combinaisons linéaires. 


PROPOSITION 11-2.12 L'ensemble des suites de fonctions 
{Cure € [F*]" 1 3 converge uniformément sur X } 


est un espace vectoriel. Lorsque l'espace F est complet, l'ensemble des suites 
pour lesquelles la série est normalement convergente en est un sous-espace 
vectoriel. 


PROPOSITION 11-2.13 Si (1,),.7 est une suite d'applications X — F qui 
sont toutes continues en «a € X, si la série D 4 converge simplement sur 
X et uniformément sur un voisinage de a, alors la somme S de la série 


+00 
S(a) = D un(e) 


n=0 


est continue en a. 


Démonstration : Il suffit d'appliquer le théorème correspondant 
sur les suites à (S:},en avec 


Sn (x) = Yu (x) 
k=0 


COROLLAIRE 11-2.14 Si les 4, sont toutes continues sur X et si ÿ[u, 
converge uniformément sur X, alors S est continue sur X. 
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EXEMPLE 11-2.15 Les fonctions définies sur R par 


à te ñ 
= ons = y 
fee à 6) LOT 


sont continues sur R. 


Interversion de lim et de Y 


PROPOSITION 11-2.16 On suppose que l'espace F est complet. Soient 
(ur)},en une suite de fonctions À — F tele que D converge simplement 
sur À, et a € À — À un point adhérent à A. On suppose que la série de 
fonctions Du converge uniformément sur un ensemble de la forme V N À, 
avec V voisinage de a. On suppose de plus que toutes les fonctions 4, 
possèdent une limite en à 


la = lim (x) 
SEA 


Alors la somme S : À —> F de la série possède une limite en 2, la série de 
terme général !, est convergente et 


{si À est une partie non bornéef de l’espace normé de départ, on a un résultat 
analogue avec les limites à l’infini). 


EXERCICE 11-2.17 Montrer que 
+00 à 
s@=ÈENT— 
Et 


est une série qui converge normalement sur tout segment [-a, a] avec 0 < a < 1, eten 
déduire que S est définie et continue sur ]—1, 1[. Montrer que 


+oo nl 
; LE (-1) 
CEE 


EXERCICE 11-2.18 Si À € M, (C), montrer que 


Bim ( + ) = exp (4) 


n++00 


GPour nous, le plus souvent, un intervalle uon borné de R, ou N. 
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Indication : on peut utiliser ici un argument de convergence uniforme. En utilisant la 
formule du binôme, écrire 


(n+ Jù = Eu {n) 


où ux (n) = ax (n) AŸ est une suite nulle à partir du rang n + 1 (cette somme ne fait 
intervenir qu’un nombre fini de termes, mais comme ce nombre croît indéfiniment avec 
nil est intéressant d'utiliser la notion de somme d'une série). Montrer que cette série 
de fonctions de la variable entière n converge uniformément sur X = N. Conclure. 


EXERCICE 11-2.19 Déterminer 
+00 
: nr _# 
2 » n+r? 
EXERCICE 11-2.20 En utilisant l'encadrement 


F+l dt 1 "dt 
[ Cr Er es 


de 
lim F5 
2++00 » n?++? 


n= 


déterminer 


Qu'aurait-on obtenu en permutant sans précaution les symboles de sommation et de 
passage à la limite ? 


Intégration terme à terme. 


PROPOSITION 11-2.21 Soit (u,),.7 une suite d'applications continues par 
morceaux de {a,b] dans F. On suppose que la série de fonction Dur est 
uniformément convergente sur [a,b], et que sa somme 


+00 
S (2) = Ÿun(z) 


n=0 
est continue par morceaux sur [a,b]. On a alors convergence de la série des 


» 
intégrales / un(z) de et 


: + 5 +oo co 
S(x = Un = es (x) dz 
f )dr Î Y un (x) de = Ÿ° Î 


n=0 n=0 
Démonstration : on applique le théorème sur les suites aux sommes 
partielles de la série. Par linéarité de l'intégrale on a 


n CT 
L Sax) &æ->f uk (x) de 
=0 "4 
ce qui démontre aisément le résultat”. I 


TNous verrons dans le chapitre d'intégration sur un intervalle quelconque des théorèmes plus 
puissants, où la notion de convergence uniforme n'intervient pas. 


11-2 Cas des séries de fonctions 527 


EXERCICE 11-2.22 Montrer que, pour réel vérifiant [2] < 1 


F dt = mie 
matos fe px 1) 


ei 


En utilisant l’exercice 11-2.17 montrer que 


re 
HAE 


(résultat déjà obtenu par une autre méthode dans le chapitre sur les séries). 


Dérivation terme à terme. 


PROPOSITION 11-2.23 Soient / un intervalle de R et (x,),.7, une suite de 
fonctions de classe C! de 7 dans F tels que 


1) Ilexiste a € J tel que Ÿ uw, (a) converge 

2) La série des dérivées D u}, converge uniformément sur tout segment 
inclus dans 7 

Alors la série :» u, converge uniformément sur tout segment inclus dans 
1. Sa somme est une fonction de classe C' sur ! et 


a (& oo 
LE (Ë Un @) = Du, (x) sur} 


n=0 n=0 


Dans la pratique, on vérifie la convergence simple de la série de fonctions 
ct la convergence uniforme (locale) de la série des dérivées pour être assuré du 
caractère €! de la somme de la série. On peut alors dériver la somme terme à 
terme. 

On a évidemment un corollaire analogue à 11-1.13 : 


COROLLAIRE 11-2.24 Si (2,),,, est une suite de fonctions de classe CP 
(? > 1) de 7 dans F telle que, pour D < £ < p, les séries D convergent 
simplement sur 7, la convergence étant uniforme sur tout segment C } pour 
la série Sa des dérivées d'ordre p. La somme de la série est alors de 
classe C? sur / et, pour tout £ entier vérifiant 1 < & < p, 


L LD ü» e)-Ë Su (7) 
n=0 


n=0 


EXERCICE 11-2.25 Montrer que 


4e 
SEX CNE 
Et 


définit une fonction de classe C® sur R. 
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11-2.2 Exemples 
EXEMPLE 11-2.26 On considère la série de fonctions de terme général 


un (x) = n cos" x sinx 
Etudier la convergence simple sur L. 5] . Montrer qu’il y à convergence uniforme 


sur le segment [e,5] pour tout a vérifiant 0 < a < 5 Calculer (en utilisant 


u, (x) = cos ru! (x) avec v, (x) = — cos" x) la somme 


+oo 
Sun te) 
Ed 


Montrer qu'il n’y a pas convergence uniforme sur Le, 2 


EXEMPLE 11-2.27 Fonction Zeta de Riemann. On rappelle que, si z € € 
et a € R°*, on a par définition 


= ere 
On pose 
4e 
1 
= 2 
nel 


Dans un premier temps, nous supposons la variable s réelle : montrer que € est 
définie sur ]1,+oof, et est de classe C® sur cet intervalle, avec 


oo k 
7 (-Inn) 
VkRD1 Vs>1 POELE 


Si on suppose la variable s complexe, montrer que le domaine de convergence de 
la série définissant Ç est exactement 


D={seCIRes>i} 


(sur ce domaine, montrer qu’il y a convergence absolue de la série; si Res < 0, 
il y à divergence grossière et si D < Res < 1, étudier la série de terme général 
i CA 


= [ #) Montrer que Ç est continue sur son domaine de définition. 
pri 5 


EXEMPLE 11-2.28 Série de Riemann alternée. Montrer que 


+09 n-1 
G@=ÿ 
n=l 


définit une fonction C® sur ]0,+oo[. Si la variable est complexe, montrer que Ç; 
est continue sur le demi-plan Res > 0 (dans Res > 1 ce n'est pas très difficile, 
sinon il faut adapter la technique des séries alternées au cas complexe, c’est à dire 
regrouper les termes deux par deux). 


11-2 Cas des séries de fonctions 529 


Essentiellement, dans les exemples précédents, c’est la convergence normale 
ou le théorème des séries alternées (éventuellement adapté au cas complexe) qui 
donnent des majorations uniformes des restes des séries, amenant à des résultats 
de convergence uniforme. Une autre technique est basée sur l’utilisation d’une 
transformation d’Abel pour prouver à la fois la convergence simple et obtenir des 
majorations uniformes des restes : 


EXEMPLE 11-2.29 Si a > 0 est un réel fixé, étudier la convergence simple et 
uniforme de la série de fonctions de la variable réelle + 


HS ire 


D 


n=l 


Par périodicité, on peut se ramener à travaille sur [--r,r]. De plus, changer x en 
—x conjugue le terme général. On se ramène donc à + € [0,1]. 

Le cas a > 1 ne doit pas poser de problème. $i 0 < a < 1, il y a évidemment 
divergence de la série en + = 0. Monirons qu'il y a convergence simple sur 
]0,x], avec convergence uniforme® sur [6,7] pour tout $ > 0. Pour cela, on 
prouve d’abord la convergence simple par utilisation du critère de Cauchy et une 
transformation d’Abel : si on pose 


RS 


=0 
montrer que 
2 
rer] MGN<M(e 


Montrer que, pour n <m 


— Cou = Ax (x) — Ari(z) 
& Z KE 


En 


me na 


-20 -2ute aç[e 1 | 


ke (k+1} 


ken 


Ceci donne facilement 


et permet de prouver, par utilisation du critère de Cauchy, la convergence simple 
de la série. En faisant tendre m vers +00, on obtient de plus une majoration du 
reste (d’ordre n — 1} 


#oo 
exe 


ke 


M() 


ne 


<? 


ken 


BLe théorème d'interversion des limites nous montre qu'il ne peut y avoir convergence uni- 
forme sur ]0. *]. 
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ce qui doit permettre de prouver une convergence uniforme sur [6,r] pour & > 0. 
On en déduit en particulier que 


nai 


est une fonction continue sur |0,x] (donc sur R — 2rZ). 


REMARQUE 11-2.30 Nous verrons dans la section sur les séries entières {les 
séries de Fourier fournissant un autre outil pour y arriver) que la somme $ de 
cette série est de classe C® sur ]0, x]. Il est clair cependant que la série définissant 
$ ne peut être dérivée terme à terme. $e souvenir que le théorème de dérivation 
ne donne qu’une condition suffisante assurant la régularité de la somme de la 
série. 
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11-3.1 Rayon de convergence 


11-3.1.1 Définition 


DÉFINITION 11-3.1 On appelle série entière toute série de fonctions de terme 
général 


u:KC u(z)= az" 


avec K = R ou € et où (an),en est une suite complere arbitraire. 


La suite des sommes partielles de cette série est 

n 
Dur 
40 


C’est donc unc suite de polynômes, mais une suite très particulière : on passe de 
Sn-1 à Sa en ajoutant un monôme de degré # (éventuellement le monôme nul). 

L'usage veut que lon note z la variable lorsqu'on a une série entière d’une 
variable complexe. Dans ce qui suit, nous utiliserons la lettre x pour représenter 
la variable lorsqu'elle est réelle. Unc étude générale des séries entières sur € 
donnera évidemment, en se restreignant à IR, les résultats sur les séries entières 
réelles. 

Notons également qu'une série de fonctions de la forme 76,2" ou plus 


Sn (z) 


généralement D 2%) où @ cst une application strictement croissante de N 
dans lui-même peut être considérée également comme une série cutière : il suffit 
d'envisager la suite complexe (a,},en avec dun) = bn et &, = 0 si p € æ(N). Il 
est alors évident que, si on note ($,) la suite des sommes partielles de la série 
D 290) et (14) celle de la série Sa, 2”, on à 


Sn = Ton) 
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et que la première série converge si et seulement s’il en est de même pour la 
seconde (puisque, pour g(n) < p < $(n + 1), nous avons 7, = T4). 
Nous allons d’abord essayer de résoudre les problèmes suivants : 


e Si} aux" est une série entière, que peut-on dire de son domaine de conver- 
gence 


n= {: EeK| San a" converge} 
# Quelles sont les propriétés de la somme de la série 


+ 
S:0+C  z138(:)= D ae* 
k=0 


11-3.1.2 Lemme d’Abel 


On comprend bien que les séries géométriques vont jouer un rôle fondamental dans 
l'étude des séries entières : l'idée simple est souvent de majorer (ou minorer) le 
module du terme général par le 1erme général d’une série géométrique. 


PROPOSITION 11-3.2 Soit D axz* une série entière. Si p > 0 est un 
réel tel que la suite (a, p"),.n est bornée, alors la série entière converge 
absolument en tout : € K vérifiant |2| < p (donc dns |-p,p[ dans le cas 
réel, dans le disque ouvert D(0,p[ de centre O et de rayon p dans le cas 
complexe). 


Démonstration : il suffit de remarquer que, pour |2| < p 


cu (5) 
ll 
{où M est un majorant de la suite (a, p*),en) ce qui majore le mo- 


dule du terme général de la série par le terme général d'une série 
géométrique convergente, puisque de raison < 1. M 


lan "1 = lanp”. 


; 


COROLLAIRE 11-3.3 S'il existe 29 £ 0 tel que la série DT zË converge, 
la série entière D & 2" est absolument convergente en tout z € K vérifiant 
I:l < [sl De même, si la série DA 2$ est divergente, la série entière 
Ya 2* est divergente (grossièrement) en tout : € K vérifiant [:| > [zo|. 


Démonstration : conséquence immédiate du lemme d’Abel. Dans 
le cas de la divergence de Ÿ ay :$, on est assuré que, pour [2| > |:ol, 
la suite (an 2“) en ne peut être bornée, et a fortiori tendre vers 0. 
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11-3.1.3 Rayon de convergence 


DÉFINITION 11-3.4 (ET THEOREME) Si DC 2* est une série entière, on 
appelle rayon de convergence de cette série le nombre R € RYU {+o0} défini par 


R= sup {p € R* | la suite (a, p") est bornée} 


La série DU ax" est absolument convergente pour z vérifiant z = 0 ou [2] < R 
et grossièrement divergente si |z| > R. 


Démonstration : Remarquons que 
1={pERt|la suite (a,p*) est bornée} 


n'est pas vide puisqu'il contient 0. De plus, une majoration analogue 
à celle utilisée dans la démonstration du lemme d'Abel montre que 


pET=æVp'E(0,p] p'el 


Il en résulte que Z est un intervalle de R+. S'il n’est pas borné, c’est 
[0,+oof et dans ce cas R = +oo. S'il est borné, R élant sa borne 
supérieure, on peut avoir { = [0, R] ou 7 = [0, A. 

- Si R= +oo, pour tout z € K on a p = [2] +1 € F, et d'après le 
lemme d’Abel, la série > E az converge absolument. 

- Si R = 0, pour z 4 0 la suite (a, 2") n’est pas bornée, et la série 
D ax 2Ÿ diverge grossièrement. 

5 . je l21+2R 

-S0<R< +00, si € K vérifie [a] < R, alors p= 5 — € 
et vérifie [z] < p. Le lemme d’Abel entraîne la convergence absolue 
de Das*. Si [| > R, alors |2] € F et la suite (u, z"),en n'est pas 


bornée, ce qui entraine la divergence grossière de D ax". 
En résumé : 


« Lorsque À = +0, la série entière est absolument convergente en tout point 
de K C'est ce que nous avons vu par exemple pour la série définissant 
l’exponenlielle 


+ 


ETCEDSE 


n=0 


e Lorsque R = 0, la série est partout divergente, sauf en z = 0. C’est le cas 
pour la série 


4 
DD als 


n=0 
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° Lorsque 0 < R < +00, le disque ouvert D (0, R[ est appelé disque ouvert 
de convergence de la série entière (on parlera évidemment d'intervalle 
ouvert de convergence ]—R, R[ dans le cas réel). C'est un domaine de 
convergence absolue de la série. Sur le complémentaire du disque 
fermé D (0, Rj (de [-R, R] dans le cas récl) il y a divergence grossière 
de la série. 


DÉFINITION 11-3.5 Si R est le rayon de convergence de la série D ax 2*, le 
disque ouvert 1) (0, R[ (égal à € si R = +00, à 0 si R = 0) est appelé disque ouvert 
de convergence de la série entière. Lorsque 0 < R < +oo, le cercle C' (0, R) de 
centre 0 et de rayon R est appelé cercle d'incertitude de la série entière. 


On dit cercle d'incertitude, car l’étude précédente ne donne pas d’information 
sur la nature de la série pour |2| = R. Par exemple les séries entières 


He Ste, 
Fi z A 

Drap: 

er ee 


ont toutes un rayon de convergence égal à 1 (dans les trois cas, l'intervalle 7 
considéré dans la démonstration précédente vaut [0,1]). Pour la première série, 
il y a convergence (absolue) en tout point du cercle unité. La seconde est semi- 
convergente (cf. exemple 11-2.29) pour tout z de module 1 distinct de 1 et est 
divergente en z = 1. La troisième est évidemment divergente en tout point du 
cercle d'incertitude. 


11-3.14 Exemples de détermination 


Déterminer le rayon de convergence d’une série entière, c’est essentiellement ”pe- 
ser” le terme général a,z", voir quand il forme une suite bornée, ce qui revient 
essentiellement à comparer la suite a, à une suite géométrique. 

Un premier résultat est évident à partir de la définition de À comme borne 
supérieure de 


{PE R* | la suite (a, p") est bornée} 
PROPOSITION 11-3.6 Si (a,),en et (bn) ex S0nt deux suites complexes avec 


CR 
n=+o0 


les séries entières Y axz* et 32 b4 :* ont même rayon de convergence”. 
FUéquivalence 892", 73, de montre que les domaines de convergence absolue des deux 


sérics sont les mêmes : ce sont D (0, R[ou D (0, À] pour les deux séries. Par contre les domaines 
de convergence peuvent être distincts. Par exemple 


É(+i)re SC 


Cent 


2 


ont. des natures différentes en z = 1. 
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D'autres caractérisations du rayon de convergence sont aussi utilisables : 


EXERCICE 11-3.7 Montrer que Le rayon de convergence R d’une série >, ax 2* vérifie 


R=sup{|z12€Cet lim a,z* 0} 
nou 
R=sup{l:l|ze Cet Dan 2" converge} 
R= sup { [2] | z € Cet Yan z" converge absolument } 


(les ensembles de complexes considérés sont en général distincts, mais les bornes supé- 
rieures des modules de leurs éléments sont égales). 


Les propriétés suivantes découlent aussi immédiatement des études précé- 
dentes : 


e Si R, et R, sont les rayons de convergence respectifs des séries entières 
Dauzt ct Dust 
a = O(b)=R>R 
too 
e Si Da 26 diverge alors Re  [zol. 
e Si D ax 2 converge alors R, > [z0|. 


EXEMPLE 11-3.8 Déterminer les rayons de convergence des séries entières 


+oo +oc oo +00 ni 

2 St " sinn m+1), 
DEL (n)e À RD nr 
ee Sa Fer 


Les deux premières séries ne devraient pas poser de problème. La majoration 


sinn 


n 


montre que le rayon de convergence de la troisième série est au moins égal à celui 
de la série Ÿ 7 z" soit 1. Si l'on montre que la suite (sinn),<; ne tend pas vers 0, 
on obtient facilement que 


sinn 


1>1= ( #) non bornée 

neN 
ce qui permet de conclure. Pour la quatrième série, chercher un équivalent du 
coefficient (Stirling) ou, plus simplement ici, utiliser la règle de D’Alembert (voir 
proposition suivante). 


EXERCICE 11-3.9 Pour les première, seconde et quatrième séries qui précédent, faire 
une étude de convergence sur le cercle d'incertitude, 


Une utilisation de la règle de D’Alembert permet parfois de déterminer le 
rayon de convergence d’une série entière : 
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PROPOSITION 11-3.10 Si D ax * est une série entière dont le coefficient 


a ne s’annule pas à partir d'un certain rang, et si la limite / = lim 


n+00 | an 
existe dans RU {+00}, le rayon de convergence de cette série vérifie alors 
l 
ER 


(avec! sions L — +00 et 0) 

avec les conventions = = et — = 0). 

ki 0 se +00 

Démonstration : On s'intéresse au domaine de convergence ab- 

solue de la série entière (rappelons que la règle de D'Alembert est 
une méthode d'étude d’absolue convergence). Si u, (z) = a, 2" est le 
terme général de la série, on à, pour z # 0, 

Una (2) 

Un (z) 

On sait que lorsque cette limite est < 1, la série converge absolument. 


Lorsqu'elle est > 1, la série diverge grossièrement. On en déduit 
aisément 


LE [#1 


ERA 


An 


1 
R=: LI 


Attention! Cette règle semble d’un usage si commode qu'elle est 
souvent mal utilisée : le rayon de convergence de Dr 2* existe tou- 


TH} 11 faut bien 


jours, ce qui n’est pas nécessairement le cas de lim | 
nt 


se garder d’appliquer cette règle ”à l'envers” et d'affirmer : ”comme le rayon 
Anti 


Los 1 z A 
de convergence vaut À, la limite de est rÉ On peut rendre cet énoncé 


An 
#1 


. na pe s a 1 “ 
correct en disant ”si la limite de existe, c’est forcément R° mais on ne 


An 


peut dire plus. 

I serait stupide de vouloir appliquer la règle de D'Alembert à la troisième 
e de l'exemple 11-3.8. Ce serait bien plus astucieux pour la quatrième série, 
où la présence de puissance ct de factorielles perrnet d'espérer une simplification 
An+1 


intéressante lors du calcul de 
n 
De plus, il semble préférable, 'au cas par cas, de refaire la démonstration qui 


précède lorsque l’on veut appliquer cette ”recette”. Ainsi, pour une série entière 


de la forme 
y an 225 


—+ {, on aura cette fois, avec des notations évidentes, 


#1 


pour laquelle 


An 


tm G) 
tn (2) 


2 2 
=) EP 2 Url 
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ce qui donnera 
R= Le R= | 
= —- et non pas R = — 
Vi Fi l 


EXERCICE 11-3.11 (le résuitat de cet exercice est fondamental) : montrer que le 
rayon de convergence d'une série entière > ag 2* est non nul si et seulement s’il existe 
un réel b > 0 tel que 


a = O() 


no 
donc si la suite des coefficients est dominée par une suite géométrique. 


EXERCICE 11-3.12 (Formule d'Hadamard) Si on note Fm %/faj la plus grande va- 
leur d'adhérence (dans RYU {--oo}) de la suite (Wii) Le montrer que 
n€l 


11-3.1.5 Rayon de convergence et opérations algébriques 


Sommes et combinaisons linéaires 


DÉFINITION 11-3.13 Si Da, 2" et Ÿ 76, 2" sont deux séries entières, on ap- 
pelle somme de ces deux séries la série entière 

D euz” avec VnEN € = an +bn 
De même, une série entière de la forme 

D [Caen +8b,) 2° 

où a et B sont deux complezes donnés sera dite combinaison linéaire des séries 
entières Dan 2" et D". 
PROPOSITION 11-3.14 On ne change pas le rayon de convergence d'une 
série entière en la multipliant par un scalaire non nul, Si ŸÙ az z* et y bx 2* 


sont deux séries entières de rayons de convergence respectifs R. et R;, le 
rayon de convergence R, de leur somme vérifie 


1e > inf(Re, Re) 


IE y a égalité lorsque À, £ PR. Lorsque À, = Ry, il peut y avoir inéga- 
lité stricte. Si S,, $, et S. représentent les sommes de ces séries, on à 
évidemment 


121 < if (Ra, Re) = Sex) = Sa (2) + Se (2) 
et plus généralement 


oo #00 400 
VaeC {el<inf(Re, Ro) = (aa +b,)z" = a Dans" + Dbs2" 
n=û n=0 


n=0 
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Démonstration : Si z € € vérifie |e| < inf(Re, R5), les séries 
> ax z et > bx z* sont toutes deux absolument convergentes. Il en 
est donc de même de la série somme, puisque 


en 2°1 < Van 2*1+ ba 2° 


Ceci prouve bien que R. > inf (Rs, Rs). Lorsque les deux rayons sont 
distincts, avec par exemple R, < R, pour p vérifiant R < p < Bi, la 
suite ((a, + b,.)p"),en n’est pas bornée (somme d’une suite bornée et 
d'une suite non bornée). Il en résulte que Re ne peut être supérieur 
à R, et on a donc R. = R. Lorsque R, = R4, il peut y avoir des 
*compeusations” : par exemple, les séries 

1 IN, 1 1e 

Data): et (ta) 


ont toutes deux un rayon de convergence égal à 1. Le rayon de lenr 
somme est. cependant infini. Æ 


Un cas particulier est important, car il se rencontre très souvent en pratique : 
il s'agit de deux séries entières 3 ax2f et > bx 2* avec 


VreN a,b =0 


(on dit parfois que ces deux séries sont ”disjointes” : par exemple, la première 
série ne fait intervenir que des monômes pairs, la seconde des monôrnes impairs). 
On à alors dans ce cas toujours 


Re = inf (Ra, Rà) 
puisque 


en 2*] + [bn 2° 


et donc la suite (c, z*) ne peut être hornée que si les deux suites (a, z") et (b, z") 
le sont. 


EXERCICE 11-315 Si Sax 2* et Ÿ 2 bx 2* ont pour rayons de convergence respectifs 


R et Rs, trouver le rayon de convergence de la série D 7 dy 2*, avec 


VnEN din = On et donyi = bn 


Produit de Cauchy. 


PROPOSITION 11-3.16 Si Ÿ a, z" et _b, z" sont deux séries entières, le 
produit de Cauchy de ces deux séries est une série entière (dite série produit 
des deux séries entières) 


Denz" avec VnEN an Dabrs D ot 


k=0 (,)EN? 
Phoen 
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Démonstration : C’est simplement la définition du produit de Cau- 
chy : 


re Ÿ(uat).(b 45") 0 


k=0 


Nous avons vu lors de l'étude des familles sommables que le produit de Cauchy 
de deux séries absolument convergentes était une série absolument convergente, 
dont la somme est le produit des sommes des deux séries. Comme une série 
entière est absolument convergente sur son disque ouvert de convergence, on 
obtient immédiatement : 


THÉORÈME 11-3.17 Si Ÿa,z" et Ÿ°b,2" sont deux séries entières de 
rayons de convergence respectifs À, et A, le rayon de convergence R, de 
leur produit vérifie 


Re > inf (Ras Ro) 
et, pour tout z complexe vérifiant |2| < inf (Re, Rs), on à 
+00 400 +00 
2 L (Es) (E.-) 
n=0 n=û n=0 
On remarquera que, contrairement à ce qui se passe pour la somme, il peut y 


avoir inégalité stricte même lorsque R, # R4 : si on prend par exemple 


1 1 [l 
Vn an =l+ ar et Vn>1 bn = — ur avec bo = à 


on vérifie aisément que À; = 1, A =2et Re = 3. 


EXERCICE 11-3.18 Calculer la somme de chacune de ces trois séries sur leurs disques 
ouverts de convergence, pour comprendre où se situe la ”compensation”. 


ation formelle. 


DÉFINITION 11-3.19 Si Sa, 2* est une série entière, on appelle dérivée for- 
melle de cette série la série entière 


> raz"! 


m2 


En itérant le procédé, on obtient la série dérivée formelle d'ordre p > 2 
n+p)! 
Dan —lhc(n-p+l)az"?= DD CE 
n>p m0 
la seconde écriture étant oblenue par décalage des indices. 


Lors de la dérivation formelle, le fait de multiplier le terme général par n est 
de peu d'importance devant les suites géométriques n ++ 2" : 
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THÉORÈME 11-3.20 Une série entière et sa dérivée formelle ont même 
rayon de convergence. 


Démonstration : soit 2 an 2" une série entière de rayon de conver- 
gence R. Notons R’ le rayon de convergence de sa dérivée formelle. 
Si p > 0 est un réel tel que la suite (na, p"-!),en est borné, il en est 
évidemment de même de la suite (anp”),em €e qui entraîne 


>2k# 
Si R = 0, on a immédiatement R' = 0. Sinon, prenons un réel p 
TE si R < +oo, pi = 2p si 
R = +co. Par définition de R, la suite (a,pT),en est bornée. Comme 


na pl = 3 (art). (r (2) ) 


est produit de deux suites bornées, on a p & R'. Comme ceci est 
valable pour tout p < R, on à aussi 


<R 5 
COROLLAIRE 11-3.21 La série Dan 2" a même rayon de convergence que 


toutes ses dérivées formelles d'ordre quelconque. 
COROLLAIRE 11-3.22 La série entière obtenue par intégration terme à 


terme 
Y Gn_yn#t 
n+1 


a même rayon de convergence que la série DE 2 


vérifiant 0 < p < R, et posons pi; = 


Démonstration : C’est évident, puisque la dérivée formelle de cette 
nouvelle série est la série de départ. 0 


EXERCICE 11-3.23 Montrer que, plus généralement, si Q est une fraction rationnelle 


n'ayant pas de pôle entier 
Danzt et YQ(nanz" 
ont même rayon de convergence. 


REMARQUE 11-3.24 Si les rayons de convergence ne changent pas par inté- 
gration ou dérivation terme à terme, les domaines de convergence peuvent être 
différents : en un point du cercle d'incertitude, une série entière et sa série dérivée 
peuvent ne pas avoir le même comportement. Voir par exemple les séries 


DE Dee +ÿ = 


n=1 


gr? 


Pour le moment, nous n'avons pas relié la somme de la série dérivée à la 
somme de la série de départ. On imagine bien qu’une utilisation des théorèmes 
vus à la section 11-2.1.4 permettra d’en dire plus. C'est ce que nous allons voir 
à présent. 
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11-3.2 Propriétés de la somme d'une série entière 


Nous étudions ici les propriétés de régularité (continuité, dérivabilité, etc...) de 
la somme d’une série entière sur son domaine de convergence. L'outil de base 
est évidemment la convergence uniforme. Nous énonçons les théorèmes dans 
le cas d’une variable complexe, En remplaçant disque ouvert de convergence” 
par intervalle ouvert de convergence”, on obtient les mêmes résultats lorsque la 
variable est réelle. 


11-3.2.1 Domaines de convergence unifarme 


THÉORÈME 11-3.25 Si Ÿ_ a; z* est une série entière de rayon de conver- 
gence R > 0, cette série converge normalement et donc uniformément sur 
taut disque fermé centré en 0 inclus dans le disque ouvert de convergence. 
Démonstration : Soit D(0,p] € D (0, R[ un disque fermé. Si p; 
est choisi vérifiant 0 < p<p,,ona 
VDO Vn lerl<leil. (2) <4(2) 
P1 Ps 
si M est un majorant de la suite (bornéc} (ap?),en. Comme À < 1, 
la série géométrique majorante est convergente. 
ATTENTION : IL N'Y A PAS, EN GENERAL, CONVERGENCE 
UNIFORME SUR LE DISQUE OUVERT DE CONVERGENCE. 
Le contre-exemple le plus simple est donné par la série géométrique D a, 


pour laquelle R = 1, et qui ne converge évidemment pas uniformément sur 
D(0,1[, puisque son terme général ne tend pas uniformément vers 0. 


COROLLAIRE 11-3.26 Une série entière de rayon de convergence R > 0 
converge uniformément sur tout compact inclus dans le disque ouvert de 
convergence. 


Démonstration : Si K € D(0,R[ est un compact, la fonction 
continue z ++ |z| atteint son maximum sur # en au moins nn point 
2o qui vérifie [z0| < R. On a alors 

VrzekK |A<lzl <AR 
et donc & € D(0,l2l] € D(0,R[ La convergence normale sur 
D (0, [z0l] entraîne la convergence normale sur A. #8 


11-3.2.2 Continuité 


THÉORÈME 11-3.27 Si Ÿ_ a: z{ est une série entière de rayon de conver- 
gence R > 0, sa somme 
te 


S(2)= Ye 


n=0 


est une fonction continue sur D (0, R[. 
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Démonstration : Si z0 € D(0,R[, la continuité de $ en 2 se 
prouve cn démontrant que la convergence de la série est uniforme sur 
un voisinage de 26, puisque le terme général de la série est une fonction 
continue en 29. Si on choisit p avec [z0l < p < R, D(0,p] est un tel 
voisinage d’après le théorème 11-3.25. M 
COROLLAIRE 11-3.28 (Unicité d'un développement en série entière) Soit 
D ax z* une série entière de rayon de convergence R > 0 et 


4 
S:D(R(—+C  zH6(2)= Dax" 
n=0 


Si DE est une autre série entière qui représente S au voisinage de 0, 
c'est-à-dire telle que 


+00 
3a>0 VzED(Dal S(:)= 52" 


n20 
alors 
VneN An = bn 


Démonstration : on a évidemment ao = ba = $ (0). Si on suppose 
que les suites (a,) et (b,) sont distinctes, posons 


p=inf{freN la, #b,} 


On à alors 


+ +00 
VzE D(baf Dés" = Sas" 


n=p n=p 


ce qui peut s’écrire aussi, en divisant par 2 


+0 
0<l<a= (ab) 27 =0 


n=P 


La série entière (as — b,) 2", (dont le rayon de convergence est 
n>P 

par hypothèse au moins égal à a) est continue à l'origine. L'égalité 

précédente est donc aussi valable en z = 0, ce qui doune a, = b, et est 

contradictoire!® avec les hypothèses faites sur les suites (a,) et (b,). 


CL] 
10$i on reprend attentivement cette démonstration, il suffirait de supposer que l'égalité 


4 
S()=Yuz" 
= 
ait lieu en tout point d’une suite de complexes non stationnaire tendant vers 0 pour arriver à 
la même conclusion. C'est une autre manière de considérer le principe des séros isolés pour une 
fonction analytique, résultat sur lequel nous reviendrons ultérieurement. 
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COROELAIRE 11-3.29 Si D 2* est une série entière de rayon de conver- 
gence R > 0 et si sa somme 


_ 
SiD(RHC 2m 5(:)= D anz" 
= 


est une fonction paire alors 
VneN anti = 0 


Démonstration : Il suffit de comparer les séries entières représen- 
tant S(z) et S(—2). De même, si on supposait S impaire, ce serait 
la suite (a) ex qui serait identiquement nulle. 


COROLLAIRE 11-3.30 Si DC z* est une série entière de rayon de conver- 
gence R>0et 
+00 
S:D(QR+C 2m 5(:)= az" 
=û 
est sa somme, S admet à l'origine un développement limité à tout ordre, 
obtenu en tronquant la série 


h 
SU), Las +0(#*) 
k=0 


Démonstration : On a en effet, pour [2] < R 


P. 400 
S(z)= D ak + grtl DE r) 
k=Q n=ù 
+oc 
La somme de la série ŸÙ 4,472" étant continue en Q est par consé- 
ed 


quent bornée au voisinage de 0. Æ 
REMARQUE 11-3.31 ATTENTION : Les écritures 


400 
SG)= Ua" ,l1<R 


n=0 
» 


4 ai 3 pti 
Vp S(2) Du +0(2#*) 
k=0 
n’ont pas du tout la même utilité. La première donne une représen- 
tation de la fonction $ dans tout le disque de centre 0 et de rayon R. 
Elle permet notamment d'obtenir des valeurs approchées de S (2) dès 
que || < R. La seconde ne donne que le comportement asymptotique 
de $ (z) pour z — 0, par exemple pour lever des indéterminations, trou- 
ver des équivalents, obtenir des majorations sur un voisinage de D sans 
avoir d’information sur la taille de ce voisinage!!. 
TINous reviendrons ultérieurement sur le fait qu'il est beaucoup plus fort de supposer qu'une 
fonction S puisse s'écrire sur un voisinage de O comme somme d’une série entière que de supposer 
au’elle possède un développement limité à lout ordre ! 
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REMARQUE 11-3.32 Aussi curieux que cela puisse paraître, il n’y a pas, dans 
le cas complexe, de résultat général de continuité de la somme d'une série entière 
sur son domaine de convergence. La somme de la série est continue sur le disque 
ouvert de convergence. Elle peut ne pas l’être en un point de convergence situé 
sur le cercle d'incertitude. Il y a cependant une propriété de continuité ” radiale” 
que nous développons dans la section suivante. 


11-3.2.3 Exercice : étude en un point du cercle d'incertitude 


Le problème est le suivant : une série entière Ÿ | ax z* a un rayon de convergence 
R vérifiant 0 < R < +00, et on suppose que la série D z$ converge, pour un 
point 2 vériliaut |20| = R. On étudie les propriétés de continuité de S 


+00 


HORS 


n=0 
en 2. Îlest deux cas, que l’on rencontre assez souvent en pratique, où l’étude est 
simple : 
e Cas de la convergence absolue : 
Si la série ÿ; an 25 converge absolument, c’est-à-dire si 


400 

Y lanl R* < +00 

n=0 
la convergence de la série est alors normale sur D (0, A] (qui est alors le 
domaine de convergence de la série), et S est continue sur D (0, A], donc 
en particulier en z. Il n’y a par exemple aucune difficulté à prouver la 
continuité en z = 1 (ou z = ei, 0 € R) de 


+ on 

S:DQ@I+C 2H) 

= 

+ Cas d’une variable réelle et de l’utilisation du théorème des séries 
alternées : 


On suppose à présent (a,),en € R\ et 
+00 
S(x)= Dax" définie sur |-R,R] 
=0 


la convergence en tout point de ]0, R] étant assurée par les hypothèses 
du théorème des séries alternées (signe alterné pour le terme général, 
dont la valeur absolue est décroissante à partir d’un rang no indépendant 
de x et tend vers 0). La convergence de la série est alors uniforme sur (0, R] 
(ce qui assure bien la continuité de S en R) puisque 


. 
À as 


k=n+i 


V2€(0,R] Vn>no [A(z}|= <eurtt] < lan A 
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majoration prouvant la convergence uniforme des restes de la série vers 0. 
Il ÿ a bien convergence uniforme sur | 0, A]. 


C'est ainsi qu'ayant prouvé (cf. exercice 11-2.22) que 


+oo na 
Vrel-11{ (l+a)= (TT 


en 
on peut en déduire 


+00 = 
In2 = ÿ (Ce 
n=l 


ñn 


L'étude précédente est un cas particulier d’un résultat de continuité ”radiale”, 
dû à Abel. La démonstration utilise une transformation … d’Abel comme outil 
principal ! 


EXERCICE 11-3.33 (ET PROPOSITION) Si Ÿ_ ax z' a un rayon de convergence À tel 
que 0 < R < +co et si la série est convergente en 0 vérifiant [zo| = R, la somme de la 
série est continue en restriction au rayon {0, 20]. 

En posant, pour { € [0,1] 


oo +00 
F{t}= Y an (L20)" = D'un Ds 
ñ=0 n=0 


où 4, = a, z$ est, par hypothèse, le terme général d’une série convergente, on se 
ramène en fait au cas particulier où {0, zo] = (0, 1]. Pour prouver la continuité de F en 
1, on montre la convergence uniforme de la série sur ]0,1[ en prouvant la convergence 
uniforme des restes vers 0. Comme la série de terme général 2, esi convergente, la 
suite des restes 


oo 
raz due 
En 
est définie et tend vers 0. On a de plus 


Un Pa — lntl 


ce qui va permettre de trouver une autre expression de 


+00 +00 
Rae = Dust = V(r4— rasr)t# avec £ € ]0, 1f 


ken An 


Pour n < p, on a en effet 


» » 
De ren)ét = mb rat + DT re (tt 


En kan+i 
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Faisant tendre p vers +00, comme 0 < t < 1 et puisque la suite (r,) tend vers 0, on 
obtient : 


+ 
VE R=rm"+ D re(e ui) 
k=n+1 


{la majoration [rx (4% — t#-1}] < supn [ral x (tf-1 — #) prouve la convergence absolue 
de la série du second membre). 
Si € > 0 est fixé arbitrairement, on peut trouver un rang no tel que 


EZno=lral<e 
On a alors, par inégalité triangulaire 


oo 
Vn>no VtEÏD I IRtser"+ ÿ e(é-t-#) 2er <a 
eh 


ce qui prouve bien la convergence uniforme des restes vers 0. 


11-324 Intégration 


On s'intéresse ici évidemment à des séries entières d'une variable réelle (mais la 
suite (a) des coefficients peut être complexe) : 


THÉORÈME 11-3.34 Si a, r* est une série entière de rayon de conver- 
gence R > 0, la fonction 


oo 
S'I-RR+C f(e)= ans" 


n=0 


est continue sur |—2, R[ et 


n+ 


Vz€Ï-R,R| [re a=Y x 


+00 
a+ 


Démonstration : On sait déjà que le rayon de convergence de 
la série obtenue par intégration formelle est égal à R, ce qui assure 
l'existence de la somme de la série du second membre. Cette existence 
et la valeur de cette somme peuvent aussi s’obtenir par le théorème 
d'intégration terme à terme : la série de fonctions 


Haut” 


est une série de fonctions continues qui converge uniformément car 
normalement sur [0,x] (ou [x,0]). La somme cst donc continue sur ce 
segment, et l'intégration terme à terme est possible, ce qui donne 


x ft #0 px + L 
" }dt= {dt = a 
L'Rer)a-E furet 


n=0 


et prouve le résultat. M 
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EXERCICE 11-3.35 Montrer que, pour |z| < 1 


arctan x = È LT ri pre 


et montrer que cette égalité est encore valable pour z = 1. 


11-3.2.5 Dérivation 

Ici encore, nous commençons par l'étude de séries d’une variable réelle x. 
THÉORÈME 11-3.36 Si D axz* est une série de rayon de convergence 
R > 0, la fonction 


+00 


F'IRRSC f(a)= Y ans" 


n=0 


est de classe C' sur |-R, R[ et 
Vrel-R,R f(x )= no. gt 


Comme le rayon de convergence de la série dérivée est encore égal à R, 
on peut itérer le raisonnement. La fonction f est en fait de classe C® sur 
J-R, R[, avec 


VzE]-R,R| VpeN 


= À (n + p)! 
F9 ()= nn 1) (r-p+l)an er 2 ÿT nue" 


Démonstration : On pourrait faire intervenir le théorème de déri- 
vation terme à terme, en invoquant une convergence uniforme locale 
de la série des dérivées. On peut aussi remarquer que la fonction 
continue définie sur |—R, R[ par 


400 
g(x)= > ranc""! 


nel 


(série entière dont le rayon de convergence est aussi égal à R) est 
continue sur JR, R[, avec 


Fr dt= Ÿanx" = f (3) — ao 
ni 


ce qui prouve que f est C!, avec f" CL] 


REMARQUE 11-3.37 Le théorème d'intégration ou de dérivation s'applique sur 
J-R,R[. Si on veut dériver en x = R, ou intégrer sur [0, A] une série entière 
particulière, il faudra justifier. 
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COROLLAIRE 11-3.38 L'expression de f(P) donne immédiatement 
VrEeN #6 (0) = play 


ce qui peut s’écrire également 


Ce résultat redémontre ce qui a déjà été vu (corollaire 11-3.28), à savoir que, 
si une fonction f est, au voisinage de 0 (dans R, & fortiori dans C) égale à la 
somme d’une série entière, les coeflicients de cette série sont uniques. 


REMARQUE 11-3.39 On a donc là un moyen de "récupérer” les coefficients de 
la séric entière en connaissant la fonction f : cette série s'écrit 


4 (0), 
pe. 


série qu'on appelle série de Taylor de f en 0. Cette relation entre f et les 
coefficients (a,) n’est pas toujours commode d'utilisation, car elle fait intervenir 
des dérivations. Comment par exemple majorer a, si on a une majoration de f? 
C’est l'objet de l'exercice qui suit : 


EXERCICE 11-3.40 Dans le cas complexe, il est un moyen plus efficace de récupérer 
les coefficients de la série. La méthode suivie prendra tout son sens lorsqu'auront été 
étudiées les séries de Fourier : montrer que, si 


400 
f()= YU anz" 
a 
est somme d'une série entière dans le disque ouvert D (0, A, alors 


1 2 . . 
VnEN VpE(0,R[ ap" = xl 1 (pet) ein do 
À 


EXERCICE 11-3.41 (Dérivation dans le cas complexe) : si { est un ouvert de €, une 
application f :@ — € est dite dérivable {comme fonction d'une variable complexe) en 
20 € À si et seulement si la limite 


L= im {2 =) 
ET 


existe dans €. Comme dans le cas réel, L est noté f’ (20). Montrer que, si 


+00 
f)= ane" 
n=0 


est somme d’une série entière de rayon de convergence R > 0, la fonction f est dérivable 
en tout point z9 de 9 = D (0, R[, avec 


oo 
S'(0) = ST nan 27! 


nai 
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ll en résultera évidemment que f est indéfiniment dérivable sur 2, 
Indication : pour? [A] < R- ||, f (20 +h) est défini ct 


eo 400 n 
fo + h}— f (20) - D nan al = Dan (Ears) 
ni n=2  \o= 


par la formule du binôme. Si [k| < p < R— [z0l, en déduire que 


+ 
Fo + À) — 1 (20) — RD nan 27 


n=2 p=? 


ja? + ne _ 
< LI DCE lpP lzol 


en prenant soin de vérifier la convergence de la série majorante. Conclure. 

On en déduit par exemple que la fonction z + exp (z) est dérivable en tout point 
de € comme fonction de la variable complexe z et que cette fonction est égale à sa 
dérivée. 


11-3.3 Développements en série entière 
11-3.3.1 Définition 


Ici encore les définitions sont données pour une fonction d’une variable réelle ou 
complexe : 


DÉFINITION 11-3.42 Soit ( un ouvert de K = R ou C. Une fonction f de N 
dans € est développable en série entière au voisinage!® d'un point 2 € N si et 
seulement s’il existe une série entière ŸŸ ax 2* de rayon de convergence R > 0 et 
un réel p > 0 (forcément < R) tel que 


+ 
VzEN lea <p= f(2)= Dan (2-2) 


#=0 


La fonction f est donc égale, dans un disque D (20, p[ centré en za, à la somme 
d'une série entière de la variable Z = z — za. On peut toujours se ramener 
en 0 en étudiant la fonction f,, (4) = f(20+h). Nous utiliserons par la suite 
l’abréviation 


f est DSE,, 


pour dire : ” f est définie et développable en série entière au voisinage de 2”. 
Les théorèmes qui précèdent montrent 


PROPOSITION 11-3.43 Si / est DSE.,, il y a unicité de la série entière (de 


la variable Z — 20) qui représente / (z) au voisinage de :0. 


l2Cette condition est peu contraignante si R = +00 
130n dit aussi en 2” mais cette terminologie est moins précise. 
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11-3.3.2 Développements en séries entières et opérations 


Les résultats de la section 11-3.1.5 et les théorème 11-3.34 et 11-3.36 donnent 
immédiatement : 


PROPOSITION 11-3.44 Si f et 9 sont DSE.,, it en est de même de toute 
combinaison linéaire de f et g ainsi que de leur produit : si ( est un ouvert 
de R ou C, l'ensemble des fonctions ( -; C développables en série entière 
au voisinage d'un point z € { est une sous-algèbre de C?. 


PROPOSITION 11-3.45 Si 7 est un intervalle ouvert de R et f : / — C est 
une fonction continue qui est développable en série entière au voisinage de 
æo € , toute primitive de f dans Ï est DSE... 


PROPOSITION 11-3.46 Si / est un intervalle de R et f : 1 —> C est une 
fonction qui est développable en série entière au voisinage de x, € 7, alors 
f est de classe C® au voisinage de x,, et les dérivées successives de f sont 
toutes DSE.,. 


EXERCICE 11-3.47 Soit 


400 
f@)= Yan 
næÛ 
la somme c'unesene entière de rayon de convergence À > 0. Montrer que, si & # 0, 
la fonction g = — est définie au voisinage de zéro. Montrer que cette fonction est aussi 
développable en série entière au voisinage de D. 

Indication : on peut toujours supposer ao = 1 (ce qui simplifie un peu les calculs). 
Montrer qu’il existe une unique série entière Ÿ | bi z* dont le produit de Cauchy (formel) 
avec la série définissant / soit égal à 1. Montrer ensuite (en utilisant la caractérisation 
vue à l'exercice 11-3.11) que le rayon de convergence de cette série n’est pas nul et 


£ 
conclure. Déduire de ce qui précède que, si J est DSE,, vérifie 7 (20) # 0, alors + est 
DSE,- 


11-3.3.3 Notion de fonction analytique 


IL s’agit d'une notion commode lorsqu'on manipule des fonctions développables 
en séries entières : 


DÉFINITION 11-3.48 Si Q est un ouvert de R ou C, une fonction f : Q = C 
est dite analytique sur Q si et seulement si f esl développable en série entière au 
voisinage de tout point de Q : 


_ 
V2ER 3{aen € © 3p>0 Je al <p= f(z)= Dan(z — 20) 


n=0 


H est à noter que la suile (an),en et p dépendent évidemment de 20. 
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Nous noterons # () l’ensemble des fonctions analytiques de dans €. C’est 
clairement une sous-algèbre de €? (Q,C). 

Un exemple fondamental de fonctions analytiques est donné par les fractions 
rationnelles : 


PROPOSITION 11-3.49 Toute fraction rationnelle A est analytique sur son 
domaine de définition (c'est-à-dire C privé des pôles de R). 


Démonstration : On utilise la décomposition de Z2 en éléments 
simples. Soit {r1,... ,r.} la liste des pôles de R. Comme la partie 
entière (polynomiale) de JR est évidemment analytique, il suffit de 
montrer qu’il en est de même de Loute fraction 


! 


Qt) = er) 
où p < mi, multiplicité du pôle r;. On utilise le développement en 
série 
+0 
== Sz* pour |: <1 
F0 


qui donne, après p — 1 dérivations 
: (m+p-1)! 
Ten DR. 


(à vrai dire, si on ne dispose pas du résultat de l'exercice 11-3.41, ce 
développement est valable pour une variable réelle. Mais comme on 
sait, grâce au produit de Cauchy, que z ++ [(1-— 2) *]” est somme 
d’une série entière dans D (0,1[ et qu'il y a unicité de cette série, le 
développement est aussi valable pour une variable complexe). 

On écrira alors, pour 2 ct 20 € C— {r1,... ,rm} 


Es Ci 2" pour [2|<1 


n=0 


1 


G-7Y [E-2) 


ce qui donnera, pour | — 20] < |r; — z0| 


y È ce. (Es) 


n=0 


Chacun des éléments simples possédant donc un développement en 
série entière, on aura bien une écriture de la forme 


+00 
R(e)= Yan (2 — 20)" 


n=0 


labl Æ inf eo rit. 
valable pour [2 <a] < inf, leo. 
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EXERCICE 11-3.50 Montrer que le rayon de convergence de cette série est exactement 
R=inf [20 — ril 
î 
qui représente la distance de z à un des pôles dont il est le plus proche. 


EXERCICE 11-3.51 En reprenant les calculs de l’exercice 11-3.41 (et essentiellement 
un résultat de permutation de symboles de sommations), montrer que, si} ax 2* est 


une série entière de rayon de convergence R > 0, sa somme est une fonction analytique 
sur D(0, R[, et que 


NE #7) (20) = 
V2€C 2 20|< R- [201 = f (2) = D 9 (2 20) 
mo 7 
Par exemple, la fonction z ++ exp (+) est analytique sur C. L'équation fonctionnelle 
vérifiée par cette fonction nous donne d’ailleurs 
+ n 
z- 
Vz€C exp(z) = exp (20 + (z — 2)) = ep(e) )2 EN 
n=0 " 
EXERCICE 11-3.52 (Principe des zéros isolés) Montrer que, si f est une fonction 
analytique dans un ouvert { connexe et s’il existe une suite (2:),en non stationnaire 
de zéros de f (c’est-à-dire vérifiant Vn  f(2n) = 0) qui converge vers un point { 
de {, la fonction f est identiquement nulle (utiliser le développement en série entière 
de f en 1 pour montrer d’abord que f est identiquement nulle au voisinage de 1). 


11-3.3.4 Condition d'existence d'un D.S.E pour une fonction 
d'une variable réelle 

Nous considérons dans cette section une fonction f d’une variable réelle définic 

sur un intervalle ouvert 7 contenant un point æo. On cherche des conditions pour 


que f soit développable en série entière au voisinage de x. Le théorème 11-3.36 
et le corollaire 11-3.38 donnent immédiatement : 


PROPOSITION 11-3.53 Si f est développable en série entière au voisinage 
de 20, alors f est C” au voisinage de x, et la série de Taylor de f en x 


». 1 (to) 
n! 


a un rayon de convergence non nul. 
Démonstration : On sait en effet que si f est, dans un intervalle 


Jo — &, ro + af, somme d’une série entière de la variable (x — x), 
cette série s'écrit nécessairement 


id 
Ha Ed 50 
næ0 : 
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ATTENTION ! LES CONDITIONS QUI PRÉCÈDENT NE SONT 
PAS SUFFISANTES POUR Q'UNE FONCTION DE CLASSE C® 
SOIT DÉVELOPPABLE EN SÉRIE ENTIÈRE. 

Par exemple, la fonction (qui nous a déjà servi de contre-exemple lorsque nous 
avons fait des rappels sur les développements limités) 


JIRDR Ofz f(x) =e" # prolongée en 0 par (0) = 


est de classe C® sur R, et toutes ses dérivées à l’origine sont nulles. Il en résulte 
que le rayon de convergence de la série de Taylor à l’origine vaut +00 et cependant 


Vz40 DCE DH = f(x) 


n=0 


On pourrait bien sûr donner comme condition nécessaire ct suffisante d’existence 
d’un développement en série entière en xo la propriété : ” f est C®° au voisinage 
de zo, la série de Taylor de f en +9 a un rayon de convergence R > 0 et il existe 
a € ]0, RAI tel que f soit dans ]ro — a,r0 + a[ somme de cette série de Taylor de 
la variable (x — xo)” mais cette condition revient à dire que f est somme d’une 
série entière si et seulement si .… elle est somme d’une série entière! Retenons 
cependant 


PROPOSITION 11-3.54 Une fonction f d'une variable réelle définie au voi- 
sinage de x, est développable en série entière en z9 si et seulement si f est 
C® au voisinage de x et 


Il 
S 


2 FO (x 
NODCTE 


Aa>0 VreR r-sz<a= lim 
Den k=0 


Nous verrons à l'exercice 11-3.57 une condition nécessaire et suffisante por- 
tant sur des majorations de dérivées pour qu’une fonction soit dérivable en série 
entière {condition peu utilisable en pratique). Si on veut utiliser la proposition 
qui précède pour montrer qu’une fonction est développable en série entière, on 
pourra essayer de majorer la différence 


ER fa Ed _ ao} 


à l'aide de l'inégalité de Taylor Lagrange, ou de la formule de Taylor avec reste 
intégral : 


An(z)= 


An (x) ER mu 17000] 
Ant) = FE D) pont (4) di 


pour essayer de montrer que À, (x) tend vers 0 lorsque n —+ +00, pour z suff- 
samment proche de x. 
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EXERCICE 11-3.55 Montrer que, s’il existe un intervalle ouvert J centré en 9 et une 
suite (MA),en de réels positifs tels que 


1) VreJ VneN (f(x) < Ma 


2) La série D] 2" à un rayon de convergence non nul 


alors f est développable en série entière! en zo. 


EXEMPLE 11-3.56 SÉRIE DU BINÔME. 
On considère la fonction f : ]—1,4-00[ -+ R+ définie par 


= (+2) 


où @ est un réel arbitraire. On se propose de prouver que cette fonction est 
développable en série entière à l’origine. C'est évident si « est un entier natu- 
rel, puisque f est alors polynomiale. Si « est un entier négatif, on utilisera la 
dérivation de la série 


= 
= 1) x" 1 
m=2(is ble 


comme on l'a fait lors de la démonstration de la proposition 11-3.49. On suppo- 
sera donc dans la suite à € Z. Comme 


F9) (0) = a 


la série de Taylor de f à l’origine est donc 


œ—t)..(a-n+l1) 


SH, 

Q 
n=0 LS 
Ici, l’utilisation de la règle de D'Alembert pour obtenir le rayon de convergence 
de cette série est une bonne idée, et on obtient facilement R = 1. On est alors 
amené à supposer + € ]—1,1[, et à étudier la différence entre f (z) et les sommes 
partielles de la série de Taylor. Comme il n’est pas simple d'obtenir une majora- 
tion raisonnable de la dérivée d’ordre n + 1 de la fonction f, on utilisera l'écriture 
de cette différence sous forme d'intégrale : 

"a(a—1l).(a— ne 
fete opter à 
Q 


An(z)= I 


Comme on vérifie que sur {0,x] ou [x,0] on a 


CE 
1+t 


|<te 


En utilisant ce résultat, on pourrait montrer que les fonctions exp, sin, cos sont analytiques 
sur R. Comme ces fonctions ont été définies comme sommes de séries entières (à partir de la 
séric de l'exponenticlle), ce résultat est en fait conséquence des formules de trigonométrie, c'est 
à dire de l'équation fonctionnelle vérifiée par la fonction exponentielle. 
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on obtient la majoration 


a(a-—1)-.:(a-n) 
n! 


E 


Vze]-1,1{ A,(z)< 


P 


Faso dt 


quantité qui tend vers zéro pour n —» +00 pour tout x de |—1,1[, puisque c'est 
le terme général d'une série convergente. On a donc bien 


+00 
lel<1æ (+ = 52 D (er +U) -@-2+0, 


n=û 
EXERCICE 11-3.57 Soit f une fonction C® définie sur un voisinage de 0. Montrer 
que f est développable en série entière en si et seulement si 


(is ee 


4p>0 3430 3C>0 Vre]-p,A VreN < C'A° 


11-3.3.5 Méthodes de développements 


Nous passons en revue différentes techniques pour obtenir des développements en 
séries entières, que nous appliquons à certaines fonctions usuelles” : 


Intégration et vati 


De la sommation de la série géométrique 


1 +00 1 +0 
—— = nt ———= 1} 
Ts >> et Tes x 1) (pour [| < 1) 


nous avons déduit par dérivations 
VEN ss YO (pour [xl < 1} 
et par intégration 
+0 à 4e {puni 
ve CNET 
m(1-zx)= 2 et RAS DE ne (pour [x] < 1) 


(on sait que cette dernière égalité est encore valable en x = 1). De même, à partir 


du développenient de ï 
obtient : 


3 (série géoinétrique de raison —z?, pour {x| < 1) on 


arclan x = * ES Ds Fous (pour [xl < 1) 


(avec ici encore égalité pour x = +1). 
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EXERCICE 11-3.58 En utilisant la série du bi 
séries entière à l’origine de 


me, donner les développements en 


En déduire que 


(an)! gn#t 


anse = D ni (pour [xl < 1) 
LS 1)" (On)! 2241 


sghe= D, MP Anti 


n=Û 


(pour [xl < 1) 


et montrer que ces égalités sont encore valables en +1. 


Opérations algébriques. 


Partant du développement de la fonction exponentielle 


4 n 
# z 
= ÿ = (pour zE€R) 
#=0 


et, compte tenu des expressions des fonctions trigonométriques à l’aide de l'ex- 
ponentielle, nous avons 


+ g2n#l de jan 


shr = 2 Gn+ Fi et chr= L 2 En (pour z ER) 
#00 è 
: (- 1}"z 2n+1 {- 1)" Fou 
sinxz = 5 En HD et cosr = So Cn)! (pour r ER) 


EXERCICE 11-3.59 Développer en série entière en 0 les fonctions 


2 2x 
in (+ Es) et e#cosx 


et déterminer les domaines de validité des développements. 


Utilisation d’une équation différentielle. 


Nous avons obtenu la série du binôme par application de la formule de Taylor 
avec reste sous forme d’intégrale, Nous utilisons une équation différentielle pour 
retrouver ce résultat : 

La fonction f : ]-1,+o0[ —+ R définie par f(x) = (1 + r)°* est de classe C® 
et vérifie 


Va>-1 f'(z)=a(l+e)"! 
soit également 
Væ>-1 (1+zx)f'(z)-af(x)= 
La fonction f vérifie donc l’équation différentielle linéaire homogène d’ordre 1 
U+z)y-ay=0 


avec la condition initiale (D) = 1. On raisonne ensuite par analyse/synthèse : 
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« Recherche d’une série entière solution de cette équation : on suppose que la 


oo 


fonction x ++ g(x) = >» ant” ( somme d'une série dont le rayon de conver- 


n=0 
gence R est supposé > 0) vérifie l'équation différentielle au voisinage de 
zéro. On a alors 


+ +00 
VreJ-RR| (1+z)g (x) ag{e)= (142) D naur"Tt a Dour" 
n=0 


Fer 
soit finalement 


e 
VER U+z)g (x) ag(z)= DUR + ann +(u— e)a)z" 


a=0 
Cette fonction est identiquement nulle sur un voisinage de 0. Tous les coeffi- 


cients de la série sont donc nécessairement nuls (unicité d’un développement 
en série entière), suit 


nn 
Vn> = a 
n>0 an EL 
Ceci équivaut à 
vastes 2er (oen#1); 


nl 


qui est donc la condition nécessaire et suffisante pour que g vérifie l'équation 
différentielle (en fait sur |—R, R[). Si de plus g vérifie la même condition 
initiale que f, on a ao = 1 et donc 


#2 a(aæ-i).- 
VrE)-RR g&)=Y - 


n=Û 


Zr+1) x 


e Réciproquement, si à # N, le rayon de convergence de cette série est 1 
(D’Alembert}. Et, comme les coefficients de la série vérifient la relation de 
récurrence étudiée précédemment, la fonction g vérifie effectivement l'équa- 
tion différentielle sur ]—1,1[, avec la condition initiale g(0} = 1. 


Pour identifier f et g, on fait ensuite appel à la théorie des équations dif- 
férentielles : un théorème (dû à Cauchy) affirme que l'équation considérée 
possède sur ]—1, 1[ (intervalle sur lequel le coefficient de y/ ne s'annule pas) 
une unique solution vérifiant la condition initiale f (0) = 1. On a donc bien 


too 


Vre]-11{ HOED3 


n=0 


—l).(a-n+l), 
a(a te n ), 


La méthode a bien fonctionné car l'équation différentielle était simple” : 
linéaire à coefficients polynomianx, ce qui amène à des calculs raisonnables pour 
obtenir les coefficients a,. Avec d’autres équations, les calculs pourraient être 
inextricables. 
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EXERCICE 11-3.60 Développer en série entière à l'origine la fonction 
400 
fh@)=e Î etat 
q 


+ 
(on admet ae / et dt= =). 
o 2 
A l’inverse, on peut utiliser une équation diflérentielle pour sommer certaines 
séries entières, ou des séries entières pour résoudre certaines équations différen- 
tielles : 


EXEMPLE 11-3.61 Le rayon de convergence de la série 


SEAT CURE 


@n+Ui 


n=0 


se calcule par la règle de D’Alembert, Si on note a, le coefficient de z2", on a en 
effet 


Anh _ 2n +2 
ün  2n+3 


En écrivant cette relation sous la forme 
(2n +3) anga — (2n + 2) an = 0 
soit finalement, pour [| < 1 
+00 
D L2n + 3) aus — (2n + 2) au 2° = 0 
r=0 


on montre que la somme de la série est, dans ]—-1,1[, solution de l'équation diffé- 
rentielle 


(sy +(1-2r)y=1 
ce qui permet de prouver que, sur ]—1,1[ 


2m (nt) ,,  arcsinr 


MA EE RE ILES 
L On +0! zV1- x? 
EXERCICE 11-3.62 Résoudre l'équation différentielle 
ay" = y + 4x$y = 0 


Permutation de symboles de sommatio: 


EXERCICE 11-3.63 Développer en série entière la fonction 


1 


f()= 
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EXERCICE 11-3.64 Montrer que, pour [a{ < 1, la formule 


0 
Le) = Ÿ sin (a"+) 
n=0 


définit une fonction indéfiniment dérivable sur R,et montrer que f est développable en 
série entière en 0. 


EXERCICE 11-3.65 Fonction de Bessel Jo. On définit 
2 ff 
do (x) = di cos (x sint) dt 
# Jo 


Montrer que Jo est développable en série entière à l'origine. Retrouver ce résultat en 
montrant que Jo est solution de l'équation différentielle 


cyf+y+ey=0 


11-3.4 Exemples d'utilisations des séries entières 


Outre l'intégration de certaines équations différentielles développée à la section 
précédente, nous donnons ici quelques exemples classiques où les séries entières 
s'avèrent très utiles. 


11-3.4.1 Sommation de certaines séries 
EXEMPLE 11-3.66 Calculer la somme de la série 


oo 1 
S= NS. -— 
L (6n + 2) (6n +5) 


Comme 
1 _1f_1 1 
(6m+2)(6n+5) 3[6n+2 6n+5 
on à aussi 
+ a 
5-0 
3n +2 
n=0 


Il est alors naturel de considérer la fonction 


+00 mn 
1) 
S(x)= { gone 
4 3n +2 


qui est définie sur ]-1, 1] et vérifie, dans l'intervalle ouvert |-1,1[ 


+00 


S'(z) = De gant = TE 


3 
= 1+x 
RER 

(3 
ÎT 


on en déduit que, pour |z| < 1 
et il reste à montrer que cette égalité est encore valable pour x = 1. 


$(z 
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Plus généralement, si on connaît le rayon de convergence R et la somme 
oo 
S(x) = Y az" 
n=0 


d’une série entière, on pourra calculer la somme 

#00 

T{e)= Ÿ P(n}ans" 

#=0 
si P est un polynôme (on sait que cette série a même rayon de convergence que 
la série de départ). 11 suffira d'exprimer le polynôme P dans la base 

1,X,X(X —1),X (X = 1)(X —2),.. 

pour obtenir une expression de T à l'aide de S et de ses dérivées successives. 
EXERCICE 11-3.67 Calculer 


+0 (Dre , 
PACE) 


De même, pour calculer 


+0 
U(a)= SD R(n)anx" 


n=Û 


où R est une fraction rationnelle, on pourra décomposer R en éléments simples. 
On se ramène alors à calculer des sommes de séries de la forme 


te à 
OP 
> @+a) 
Pour essayer d’expliciter V, on pourra dériver la fonction 
+ 
BV (e)= SN te 
Lire 


ce qui diminuera la valeur de k. 


EXERCICE 11-3.68 Calculer 


ES n?+4r-12" 


n=l n+4 mi 
EXERCICE 11-3.69 Calcul de la somme de la série 
4 ire 
nel " 


pour x € J0,2r{ (voir remarque 11-2.40). Indication : calculer, pour r € JU, 1[ la somme 


#0 eine 
—r 
ñ 
n=i 


et conclure, en utilisant par exemple l'exercice 11-3.33. 
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11-342 Régularité de certaines fonctions 


La somme d'une série entière est, dans l'intervalle ouvert de convergence, de classe 
C®. C’est un résultat qui permet parfois de prouver très rapidement la régularité 
d’une fonction : 


EXERCICE 11-3.70 Montrer que la fonction 


In(1 + æ).sin (x) 
l-cosxz 


fG)= 


est prolongeable en une fonction continue à l'origine, et que cette fonction est C® au 
voisinage de 0. 


EXERCICE 11-3.71 Montrer que la fonction f : R + R définie par f (t) = ch V? pour 
> 0 et f(t) = cos VE pour t < 0 est de classe C® sur R. 


11-343 Calculs approchés 
EXERCICE 11-3.72 Démontrer que 


TL 4arctan L — arctan 
Ar ie b, 239 


et, utilisant le développement en série de la fonction arctan, donner une valeur appro- 
chée à 107% près de 7. 


EXERCICE 11-3,73 Montrer que 
1 + 1 
a *dæ= $ — 
et donner une valeur approchée de cette intégrale à 107! près. 


11-3.44 Etude de suites, analyse combinatoire 


EXERCICE 11-3.74 Nombre manières de payer une somme de n franes avec des pièces 
de 1, 2 et 5 francs. Il s'agit du nombre de solutions en entiers de l'équation 


p+2q+5r=n 
Montrer qu'il s’agit du coefficient de x" dans le développement en série entière de 


1 
(-z}(1-22)(1- 25) 


EXERCICE 11-3.75 Méme exercice en curos. 


R(x)= 


EXERCICE 11-3.76 On considère une suite (&,),en de réels définie par 


ao=t et Vn>0 ani = Daranx 
k=0 


Expliciter a, en fonction de n, en faisant intervenir la ”série génératrice” de la suite 
(an), c'est-à-dire la série entière 


. 
Par 


n=Û 
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EXERCICE 11-3.77 On appelle D, le nombre de partitions de l’ensemble {1,... ,n} 
(avec, par convention, Do = 1}. Montrer que 


n 


Vn>0 Den = Ÿ. CiDe 


X=0 


En utilisant la fonction 


+0 
HOPDSE 


n=0 


{on commencera par montrer que le rayon de convergence est non nul), montrer que 


11-3.4.5 Séries entières dans un e.v.n complet, dans une al 
gèbre de Banach 


Nous nous sornmes limités dans ce qui précède aux séries entières pour lesquelles 
la variable z était réelle ou complexe, et la suite (&,) des coefficients était une 
suite complexe. Deux généralisations sont possibles : 


e Si est un K-cv normé complet, et (a,),ey est une suite de vecteurs de E, 
on peut considérer des séries de fonctions d’une variable z € K (R ou €) 
+00 
Dee 
n=û 


(on met cette fois le scalaire devant le vecteur). Beaucoup des résultats étu- 
diés précédemment subsistent, les démonstrations étant analogues : rayon 
de convergence, continuité, dérivabilité, intégration … 


e SiE est une K-algèbre de Banach, on peut cette fois considérer des séries 
de la forme 


+00 
San X" 
ed 


où (a )nen € K° est une suite réelle où complexe et X est une variable dans 
E. Si À est le rayon de convergence de la série entière 


+00 
Dee 
n=0 

pour X € E vérifiant [[X{| < À, on a la majoration 


Îlen A1 < Je LIANT 
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qui prouve la convergence absolue de la série y ün X". La même majora- 
tion prouve d’ailleurs qu’il y a convergence normale sur toute boule B (0z, p] 
pour p < R, et montre que la somme de la série 


40 
S:B(0,R+E XX S(X)= Da X" 


n=0 


est une fonction continue. 


Nous avons déjà rencontré à deux reprises ce genre de séries : 


+ yn … +00 
ep(X) =) Tr et (e-XxX) = $ x" 
n=è i n=0 


la première série convergeant en tout point de E, la scconde!$ dans B (0e, 1[. 
L'exercice qui suit montre que d’autres séries rencontrées dans le cas réel 
ou complexe peuvent être utilisées dans une algèbre de Banach : 


EXERCICE 11-3.78 Montrer que, dans une algèbre de Banach, 


+00 
x" 
10=-T 
n=l 


définit une fonction continue sur la boule unité ouverte. Montrerl$ que 

IX < 1 = exp{(X)] = 1e - X 
Indication : le résultat est assuré dans R. Dans le cas général, on pourrait raisonner par 
interversion des sommations. Il est plus simple de fixer X de norme < 1, de considérer 
l'application 


p:DU—E tft ={ie-eX) x exp[-1 (IX) 


et de démontrer que cette fonction est dérivable, de dérivée nulle, 


EXERCICE 11-3.79 Uiiliser ce qui précède pour essayer de montrer que 
exp : M, (C) — G£a(C) 
est une surjection. 


18C'est grâce à celte série que nous avons montré que l'ensemble des éléments inversibles de 
[E est un ouvert 
160n a donc défini un logarithme dans B (1e, 1| par 


4e " 
Im(4)=- aa 
nai 
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11-4 Exercices 


EXERCICE 11-4.1 Soit f continue R + R avec Vs £ 0 |/(z)| < {zl. Convergence 
simple et uniforme de la suite f, définie par fo(x) = f(x) et Vn > 1 f(x) = f(/n-1(2)). 
Etudier en particulier les cas f(x) = sin x et f(x) = [rle” 1. 


EXERCICE 11-4.2 Montrer que, pour x € [0, 1), les relations Po(z) = 1 et 
+ 
Pfz) =1 +[ Past - É}dt 
du) 


définissent une suite de polynômes. Que peut-on dire de P,(z) + P.(1- 7)? Montrer 
que la suite P, converge uniformément sur [0,1] vers une fonction f dérivable vérifiant 


Vz € [0,1] f(x) = f(z - 7?) 


EXERCICE 11-4.3 À 
e Montrer que Ÿ7(—1)"#! In(1+ 7) converge simplement pour { €] — 1, +oo[ et que La 


n>i 
fonction ainsi définie est C®. 
A Lsinnr . à 
e Montrer que g(z)= D —— est C! sur }H1,1[ et calculer g/. 
Fer 


# 
. re re 
+ Calculer Cox Din (1+ Pr +5) 


EXERCICE 11-4.4 Théorème de Dini. Soit X un compact d’un espace normé et 
(fn) : X — R une suite croissante (fn < fn41) de fonctions continues sur X convergeant 
simplement vers une fonction continue f. Montrer que la convergence est uniforme. 
Donner un contre-exemple lorsque X n’est pas compact. 


EXERCICE 11-4.5 On pose u,(z) = (—-1)"! Déterminer le domaine de dé- 


SE 

nt 
+00 

finition de la fonction U(x) = DEC Calculer U(0). Déterminer AU U(z). U 

est-elle C® sur son domaine de définition ? 


EXERCICE 11-4.6 Soit ÿ an une série à termes strictement positifs convergente. On 
pose 


400 
f@)= Dane 


n=0 


Montrer que f et In f sont convexes sur R*. 


EXERCICE 11-4.7 Soit D = {:€C| al < 1}. 


1. Trouver toutes les R € C(X) telles que Vz € D R(2?) - R(:) = =: 


2. Trouver toutes les f € C'(D,C) telles que Vz € D f(27}— f(2) = ns r 
ge ai 
3. Déterminer le domaine de convergence et la valeur de Ÿ[ : 


n=i 
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EXERCICE 11-4.8 Convergence de (1) = 7 eV". Calculer la dérivée de f et tracer 
n>0 
son graphe. Trouver un équivalent de f en 0. 


à 
. 0 _ z ,,k 
EXERCICE 11-4.9 Sat J € CAD LR) et u,() = [T (+249). 
1. Etudier la convergence simple et déterminer la limite w de la suite u,,. 
2. La convergence est-elle uniforme ? 


3. On suppose f de classe C'. Déterminer un équivalent, pour # -? +0, de la 
différence u(z) — un(x). 


a=1 
ENS 
EXERCICE 11-4.10 Calculer lim Y2 (=) 
n+oe £a \n 
+= pom 
EXERCICE 11-4.11 Soit a € Net 4 € [D, 1. Montrer que la série Ÿ 2 converge 
Et 
et donner un équivalent de sa somme pour { -} 1. 
EXERCICE 11-4.12 Donner un équivalent, quand + 0, de 
æ ; æ 
f{x) = —zarctan(nz) etde g(x} = — arctan(nz 
) L = ) ge) Z 7x arctan(nz) 


EXERCICE 11-4.13 Soit P € R[X] tel que Vr > 0 P(x) < e°. Montrer que 
M ak 
AMEN" Vr>0 PESTE 
k=0 


EXERCICE 11-4.14 Rayon de convergence des séries : 
2 ne 424 tn 
Lime (@ ER) Xe z (a>0) 


EXERCICE 11-4.15 Soit Dan" une série entière de rayon de convergence R > 0. 


n 
On note Sa = D ax. Que peut-on dire du rayon de convergence de la série D 5,2" ? 
k=0 nm 


EXERCICE 11-4.16 Montrer que la fonction g(x) = _ si 5 est prolongeable en une 
fonction C® sue ]- +, #[. 


EXERCICE 11-4.17 Soit U un ouvert connexe de C, et f : U — € analytique dans U. 
Pour a € U et r assez petit, évaluer, à l’aide du développement en série entière de f en 
a, l'intégrale 


1 . 
_ [ Lf(a + reït)[240 
a 


En déduire que, si |f| présente un maximum local en un point & € U, alors f est 
constante au voisinage de a. Que peut-on en déduire sur U ? 
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EXERCICE 11-4.18 Inégalités de Cauchy. 
Soit 3 anz" une série entière complexe de rayon de convergence R > 0 et de somme 
£. Pour r € (0, R{ on pose M(r} = sup{[{(z)] | 121 = r}. Montrer que 


VnEN Jenlr” & M(r) 
En déduire que, pour R = +0, si f est bornée sur € alors f est constante. 
EXERCICE 11-4.19 Soit (a)ren une suite complexe convergeant vers a. Quel est 


re &; 
le rayon de convergence de la série Ÿ 7 ©* 


2%? Si [ désigne la somme de cette série, 
n! 
n>0 


déterminer Jim e*f(2). 


EXERCICE 11-4.20 Soit a, une suite réelle positive bornée, avec Don divergente. 


+oo 
1. Déterminer lim Sas". 


2. Si, est une suite réelle avec b, = 4, (n — +00), quel est le rayon de convergence 
+ 


de La série D 62" ? Déterminer 
n=0 


» dx" 


lim 


ES Dan" 


Application : trouver un équivalent en 17 de Ÿ n°717" pour à > 0. 
n>1 
EXERCICE 11-4.21 Théorème de Tauber 


&1 +282 +---+ na, 
ñ 
Yan" à un rayon de convergence supérieur ou égal à 1. 


L. Soit a une suite réelle telle que lim = 0. Montrer que 
2. On suppose de plus a, = o(?). Pour r € [0,1[ on pose f{r) = Lan”. On 
n 
n>0 
suppose que lim f(r} = { existe. Montrer que Da, = 1 (on pourra étudier 
si 


n FA 
r(i = +) - Yu). 


k=0 


EXERCICE 11-4.22 Logarithme complexe 


1 _ 

Soit D = C—R. Pour z € D on pose p{z) = [ = IL. Montrer que # est 
( 

continue sur D, vérifie (1) = 0 et el*! = z. Montrer que est la seule fonction 


continue sur D vérifiant ces propriétés. Développer la fonction & en séric entière au 
voisinage de 1. 
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1+# 


L 
EXERCICE 11-4.23 Soit a, = [ ( j'a pour n € N. Montrer que la suite (a,) 
0 


tend vers 0, et que la série Ÿ7(—1)"as converge. Calculer sa somme. Pour quelles 
valeurs de x € R la série Dans" est-elle convergente? Calculer sa somme. Donner 
un équivalent de a, pour n — +50. 

n! . 


EXERCICE 11-4.24 Etude de la série de terme général CENTS ECTS 6 


Caleul de la somme. 
EXERCICE 11-4.25 Soit f : R-R continue, telle que 
3q€)-LIF TER f(x)=(1-ax)f(ax) 
Montrer que f est développable en série entière sur R. 
+00 
EXERCICE 11-4.26 Soit { développable en série entièresur ]-R, R{: f{x) = Ÿ az”. 


n=0 
On considère l'équation différentielle 


(€) v-v-1(?) 
275 


Montrer que (£) possède une seule solution bornée au voisinage de +00. On la 
note y. 


400 et 4e 
Soit #, (x) = — [ Ti. Montrer que y{z) = e* D av, (x). 


n=0 


« Donner un équivalent de 4, en +co. 


l 
Montrer que y est équivalent à —f () en +00. 


“ 
EXERCICE 11-4.27 Montrer que f(x) = Î cos( — # sin t)dt est aussi égale à 
A 


5. eilt-zsint) 
5), 


En donner le développement en série entière. 


Chapitre 12 


Intégration sur un intervalle 
quelconque 


Rappel : si Z est un intervalle de R et f : 1 — C, on dit que f est continue 
par morceaux sur { si et seulement si, pour tout segment K C 1, la fonction 
flx est continue par morceaux. L'ensemble de ces fonctions forme un C-ev noté 
Ca(1,©). On considèrera aussi l’espace réel C,,(1,R) et le sous-ensemble (stable 
par addition et homothétie de rapport positif) CA (1) formé des fonctions à valeurs 
réelles positives. 


12-1 Fonctions intégrables positives 


12-1.1 Définition et propriétés élémentaires 
12-1.1.1 Définition 


DÉFINITION 12-1.1 (Fonction intégrable positive) Si f € C*(1), on dit que 
J est intégrable (ou sommable) sur 1 si et seulement si l’ensemble 


A= { f, K segment inclus dans } 
PA 


est un sous-ensemble majoré de R*. On définit alors l'intégrale de f sur 1 


comme élunt le réel posilif 
= su 
ERA 
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On mesure” en fait l'aire de la portion du plan déterminée par 
{ER |r € Let0< y < S(a)} 
que l’on approche”, par l’intérieur, par des sous ensembles de la forme 


(Au ER’ 12e Ket0<y< /(x)} 


avec K segment inclus dans J, dont les aires valent Î fi 
K 


EXEMPLE 12-1.2 La fonction f :tr+ ä est intégrable sur [f,+co[ et son inté- 


grale vaut [ f=1. Sur ]0,1} cette fonction n’est pas intégrable. 
4e 


DÉFINITION 12-13 Si f € CH(I) et si J est un sous-intervalle de I, on dit 
que f est intégrable sur J ssi fl l’est et, par abus (commode) d'écriture, on note 


[r-fr 


EXEMPLE 12-14 Si f : [ab] -+ C est continue par morceaux, elle est intégrable 
sur a, 6], la, }, [a, bf et Ja, b( et si J désigne un de ces intervalles on a 


[s- [ro 


Ceci est une conséquence facile de la continuité d’une intégrale fonction d’une de 
ses bornes. 
12-1.1.2 Propriétés élémentaires 
+ Homogénéité : si f € C(1) est intégrable sur J et si À > 0 alors À/ 
est intégrable et [y = af. C’est une conséquence immédiate de la 
définition. g É 


e Additivité : si f ct g € CA (1) sont intégrables sur J, il en est de même de 


f+get 
fura=fr+fs 


n segment inclus dans 7, on a 


Démonstration : Si K' est 


fu+o- frs fo [r+ fo 


ce qui montre que f+g est intégrable sur 1 et vérifie fu +9)< fr + fs 
1 


Pour obtenir l'inégalité inverse, on se donne un réel e > Ü arbitraire. Ilexiste 
alors des segments A et A2 € J tels que 
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Si K° est le plus petit segment inclus dans 7 contenant K3 U K3 on a alors 


fu+o> [s+fo> fre fo-e 


ce qui démontre le résultat. 
+ Croissance, domination : si f et g € C(1) vérifient 0 < f < g alors 
g intégrable sur 7 = f intégrable sur J 
donc bien sûr, si f n'est pas intégrable, il en est de même de g. Dans le cas 
de l’intégrabilité on a 
D<f<g= Î f< f 9 


e Positivité : par construction, si f € CE (1) est intégrable, son intégrale est 
positive. On a d’ailleurs stricte positivité en général : 


fECA(Det Î f=0— f est nulle en tout point de continuité 
LL 


puisqu’en effet si z0 est un point de continuité de f et si K est un segment 
inclus dans / contenant +0, on a0< f f < f f =0 et on sait que ceci 


ç 1 
entraîne la nullité de f en #0. Si f est d'intégrale nulle, sur chaque segment 
il n’y à qu'un nombre fini de points où f prend une valeur non nulle. 


12-1.2 Caractérisation à l'aide d’une suite croissante 
de segments 
Tout intervalle de R peut s’écrire 
1=ÙUk 
nEeN 


où (K;),en est une suite de segments croissante pour l'inclusion (K, C K:#1). 
Si « = inf? € RU {—00} et 8 = sup Z € RU {+oo} et K, = [as,8,] est une 
telle suite, la suite à, est décroissante et tend vers «, la suite 8, est croissante 
et tend vers 8. Si de plus a € 7 (par exemple), la suite @, est stationnaire. On 
utilisera parfois en abrégé la notation 


1=UK 
7 
ponr ”l'intervalle Z est réunion de la suite croissante de segments À,”. 


THÉORÈME 12-1.5 Soit f € CH (1). S'il existe une suite croissante (pour 
l'inclusion) de segments A, dont la réunion est égale à / et telle que la suite 


GA 
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soit majorée, alors la fonction f est intégrable sur 7 et 


fps se fs 


Réciproquement, si f est intégrable sur /, l'égalité précédente est valable 
pour toute suite croissante de segments d'union égale à 1. 


Démonstration : Comme f > 0, la suite des intégrales considérée 
est croissante. Si elle est majorée, elle converge vers sa borne supé- 
rieure. Si A = [a,b] C I, il existe un entier n1 tel que a € K,, et 
un entier n2 tel que b € K,,. On a donc, pour m > max(m1,n2), 
KC KA». Comme f est positive on a, pour ces valeurs de m, 


fre [rem fs 


f est donc intégrable sur J et vérifie 


[i< ie [7 


L'inégalité inverse est une évidence, puisque Î f majore par défi- 
1 


nition la suite (/ s) . Enfin si réciproquement f est suppo- 
Kn EN 


nel è 
sée intégrable, le raisonnement précédent est valable pour toute suite 
croissante de segments de réunion 1. 


On notera l’analogie de ce résultat avec celui obtenu pour caractériser les fa- 
milles sommables de réels positifs. Le parallélisine n'est pas fortuit, puisqu’une 
théorie moderne” de l'intégration (dite théorie de la mesure) englobe ces diffé- 
rentes constructions. 


12-13 Additivité par rapport à l'intervalle d’inté- 
gration 


THÉORÈME 12-1.6 Si { = /, U /, est une partition de / en deux intervalles 
non vides et si f : 2 — R* est continue par morceaux, f est intégrable sur 
1 si et seulement si elle l'est sur /, et /, et on a alors 


f-fr f 


Démonstration : Si f est intégrable sur / et si K est un segment 
inclus dans A (par exemple) on à aussi A © Jet par conséquent 


[ f< [ f, ce qui prouve l'intégrabilité de f sur A (et l'inégalité 
K ul 
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f< À) Si réciproquement f est intégrable sur A et L, mon- 
hi 


trons que f est intégrable sur 7. On peut supposer les intervalles nu- 
mérotés pour que /, soit ”à gauche” de {3. Si J, = {JK et 12 = [JK? 
7 7 


sont des écritures de ces deux intervalles comme réunion croissante de 
segments, on voit facilement que les suites 


an =supA} et B,= inf K? 
sont deux suites adjacentes et que la suite de segments 
Ka = K,U[os, B]U A4 


vérifie ? =([JK,. On a alors 


U 
Las fre ffsoas fs 


La première et la troisième des ces intégrales tendent respectivement 


vers | fet Jr f d'après la section précédente. La seconde vérifie 
h h 


Pn 
[Pro] < (6, - 0.) su 


[CEA 


et tend donc vers 0 quand ñn — +oo. Le théorème (12-1.5) montre 
que f est intégrable sur J et que 


{= RES fl s 


IL est donc naturel, pour que l'égalité précédente soit toujours valable de poser 


fr 


ce qui sc justifie également par le résultat suivant : 


COROLLAIRE 12-1.7 Si f € C{(1) est intégrable sur J elle l'est également 
sur tout sous intervalle J de J et on a 


fr fu 


où 1, représente la fonction caractéristique de /. 


Démonstration : Remarquons d’abord que la fonction f.17 est 
continue par morceaux sur { comme produit de deux telles fonctions. 
Elle est évidemment positive et intégrable sur 7 d'après la domination 


fli<f 
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Si K C J est un segment 


fr-fruefr 


et donc f est intégrable sur J (ceci a en fait déja été vu dans la 
démonstration du théorème précédent). On a 


[r<fru 


Pour démontrer l'égalité, il suffit de remarquer que si ? = (J,)UJU(J2) 
est une partition de J en 1, 2 ou 3 intervalles non vides (faire un dessin) 
on à, par additivité par rapport à l'intervalle d'intégration, puis en 
utilisant la majoration précédente et enfin par linéarité de l'intégrale 


fr-fs+fs+ Ê# 
< fr + frus fra 
= frausueue fr 


ce qui montre que l'inégalité précédente ne peut être stricte. 1 


En particulier, comme pour a € Jet f ECÀ(/) on a évidemment / f=0, 


{a} 
l'intégrabilité sur L N fa, +oo[ équivaut à l'intégrabilité sur AN]a, +oo[ (intervalle 
éventuellement vide) et on a également le 


COROLLAIRE 12-18 Si f € C#(1) et a € I est quelconque, f est intégrable 
sur { si et seulement si f l'est sur chacun des intervalles 1N] — oo,a] et 
Ina, -+ool. Si c'est le cas, on a 


eh 


L'intérêt de ce corollaire est de pouvoir ramener l'étude de l’intégrabilité d'une 
fonction continue par morceaux positive sur un intervalle ouvert à l'étude de l'in- 
tégrabilité sur des intervalles semi-ouverts (on laisse de côté le cas trivial des 
segments) : c’est très souvent ce qu'on fait en pratique, l’étude sur Ja, b[ pouvant 
se dissocier en études sur [c,b[ et Ja, c], pour un choix arbitraire de « €ja,b{. Le 
théorème qui suit montre que cela se fera dans l'immense majorité des cas par 
une étude locale de la fonction f en a et en b. Enfin, de nombreux théorèmes 
seront énoncés pour une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, b[ avec 
bE RU {+00}, le cas symétrique Ja, b} avec éventucllement a = —oo ne nécessi- 
tant qu’une petite modification technique laissée aux soins du lecteur attentif. 


COROLLAIRE 12-19 Si f € C#(la,b[), et c € [a,bf, f est intégrable sur [u, b( 
ssi elle l'est sur [c, b[ et, si c'est le cas, 


[sfr fs 
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Démonstration : On sait en effet que f étant en particulier conti- 
nue par morceaux sur {a, c] est intégrable sur [a, cf et d'intégrale égale 


à J f. = 
Le 
Comme c peut être choisi très proche de b, seul importe finalement le com- 
portement de f au voisinage de b. 


EXERCICE 12-1.10 Montrer que, si f € C (7) et A et B sont deux sous-intervalles 
de 7 d’intersection non vide, on a 


He 


12-1.4 Caractérisation de l’intégrabilité sur [a, b[ 
12-1.4.1 Théorème de base 


Le théorème suivant est fondamental pour l'étude de l’intégrabilité des fonctions 
positives. 


THÉORÈME 12-1.11 Si f € C*([a,b{). / est intégrable sur [a, b[ ssi la fonc- 


tion 
= f'roa 


est majorée sur {a,b[. Si c'est le cas on a 


{stef ro4 


2 


Démonstration : La fonction F est évidemment croissante sur 
(a,b[. Dire que F est majorée sur [a,b[ équivaut à affirmer l’exis- 
tence d’une limite finie pour F à gauche en b. Si (r,)Aen est une 
suite croissante de points de [a, b[ convergente vers b, cela équivaut 
également au fait que la suite (F(x,)),en est bornée. L’équivalence 
avec l’intégrabilité de f est donc conséquence du théorème (12-15) 
en travaillant avec la suite de segments A, = [a,z]. 


Autre notation : Si f est intégrable (positive pour le moment) sur un 
intervalle (u,b) (ouvert, semi-ouvert ou fermé), son intégrale est aussi notée 


fr = "joe 


Cette notation ne présente pas d'ambiguïté puisque, si l'intervalle est (par exemple) 

de la forme [a, b[, on sait que f = f (par additivité par rapport à l’inter- 
(CE Je 

valle d'intégration). De plus, si l'intervalle est un segment, on retrouve l'intégrale 

d’une fonction continue par morceaux sur ce segment. 
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12-1.4.2 Quelques fonctions "de référence” 


Le théorème précédent permet de démontrer les résultats suivants : 


ë 1 fe : 
+ La fonction tr+ = est intégrable sur [1,+o0[ ssi à > 1 et on a alors 


ù 1 ie k 
+ La fonction te E est intégrable sur ]0, 1] ssi « < 1 et on a alors 


* dt 1 


Lt 1-a 
Par translation, on en déduit que la condition nécessaire et suffisante d’in- 


tégrabilité der = (resp. tn 


Ge) 
(b,a[, b < a) est aussi a < 1. 


SN) sur Je,b], à > a (resp. 


e La fonction t ++ — Int est intégrable sur ]0, 1] et Î —Intdt = 1. Cette 
a Jo) 
fonction n’est pas intégrable sur [0, oo. 


+ La fonction ++ et, avec a > 0, est intégrable sur [0, +oo( et 


40 
1 etat = | 
0 a 


+ La fonction tr e-* est intégrable sur R. Pour des raisons de parité, il suffit 
de démontrer l’intégrabilité sur [0,+oo[, qui est par exemple conséquence 
de la domination, sur [1, +oo[, e” < e”*. Un exercice traité lors de l'étude 
des intégrales sur un segment dépendant d’un paramètre (utilisant le calcul 

1-04 


1+8 


de la dérivée de la fonction z Î dt) donne par ailleurs 
(] 


re ds 
Î e Éd = a et donc Î ed = 
A k 


0 


12-1.5 Utilisation de critères de comparaison 


La connaissance de l'intégrabilité (ou la non-intégrabilité) de certaines fonctions 
de référence est très utile, car par majorations où minorations on pourra en dé- 
duire l’existence ou la non-existence de très nombreuses intégrales. Les théorèmes 
suivants procèdent tous de cette idée, On notera l’analogie avec la théorie des 
séries à termes positifs. 


THÉORÈME 12-1.12 Si f et g sont continues par morceaux : [e,b[- R+ et 
si f < g au voisinage de b, alors 


g intégrable sur [a,b[ — f intégrable sur [a,b[ 


12-1 Fonctions intégrables positives 575 


Démonstration : il suffit de choisir c € [a,b| tel que la majora- 
tion f < g soit valable sur [e, b[ et de remarquer ensuite que g étant 
intégrable sur [c, b|, il en est de même de f par domination. M 


On en déduit bien sûr que, si f n’est pas intégrable sur [a,b, il en est de même 
de g. 


COROLLAIRE 12-1.13 (Domination, négligeabilité) Si f et g sont positives 
continues par morceaux sur [a,b| et si f = © (g)} (donc a fortiori si f = o(g)}) 
l'intégrabilité de g sur [a, b[ entraîne celle de f. 


COROLLAIRE 12-1.14 (Equivalence} Si j et g sont continues par morceaux 
de [a,b[ dans R+ et si f Ts alors 


g intégrable sur [a, b[ <— f intégrable sur [a,b[ 


EXEMPLE 12-1.15 (intégrales de Bertrand) La fonction {++ 


5 est in- 
4 [Int/ 

tégrable sur l’intervalle [2,+oo[ si et seulement si « > Lou(a=let 8 > 1). 
Donner de même une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité sur ]1,+co[, 


1 
i 0, =. 
pui ur ]o.:] 


EXEMPLE 12-1.16 La fonction f(t) = est-elle intégrable sur }0, 3] ? 


te 
sint +{? 
EXEMPLE 12-1.17 Discuter en fonction de a et 8 € R l'intégrabilitésur ]1, +oo[ 
de la fonction 

L 


IG = 


EXEMPLE 12-1.18 Si l'intervalle [a, b[ est borné et si f € C#([a, b{) est bornée, 
elle est intégrable (c’est en particulier le cas si f possède une limite finie en b, 
J est alors prolongeable en une fonction continue par morceaux sur {[a, b]). Dans 
ce cas on à la majoration 


2 
o< | roa<G-o1s, 


Attention! Si f : [a,+oo[— R* est continue par morceaux et possède une 
limite { en +00, cette limite est forcément nulle (car sinon f > = au voisinage de 


+00 et ne peut être intégrable). Maïs f peut très bien être intégrable sans tendre 
vers 0 à l'infini. La situation n’est pas la même que pour les séries. Considérer 
par exemple la fonction définie sur [1,+oo{ (et en escalier sur tout segment) 


+00 
1=Y Paint 2] 
mi 
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12-1.6 Intégration” des relations de comparaison 


Continuons l’analogie avec les séries à termes positifs pour obtenir des résultats 
correspondant aux théorèmes de sommation des relations de comparaison. 


THÉORÈME 12-1.19 (cas des fonctions intégrables) Soient deux fonctions 
pet ÿ € C#([a,bf) avec Ÿ intégrable sur [a,b[. Alors 


si COR =, 0 (6) alors Î g(t) dt : - so ( vd) 
Si e(2) =, o(#(x)) alors fe (4 =, ([ # wa) 
ÉPORX 0) alors sk elt}di ne pt) dt 
Démonstration : remarquons que les hypothèses entraînent l’in- 
tégrabilité de 4. Supposons par exemple y + V. Sie > 0 est fixé 
arbitrairement, il existe c € [a, b| tel que 
Vtele,b{ (1—e})p{t) < p(t) < (1 +e)p(t) 


(remarquer l’importance de la positivité de #). On a alors, pour x > c 
b b b 
@- of d(t) dt < J gtt)dt < (1+ 9 v(t) dt 
2 = = 
$ » 
ce qui démontre l’équivalence en b des fonctions Î g(t) dt af w(t) dt. 
e = 
L 
EXERCICE 12-120 Existence et équivalent, pour 7 — +00 de 


+o gpl 
UE Rd 
Pl tin? 4+sint 


THÉORÈME 12-1.21 (majorante non intégrable) Soient 4 et 4: € C+({[a, b|) 
avec ÿ non intégrable sur [a,b[. Alors tn [ p{t)di= +0 et 
ESA 


si g{x) = O(()) alors [ao d = 0 (J'swa) 
si g(z) = o(#(x)) alors J'en se(f vid) 
si (x) £, (x) alors e gt} dt M Î d(E) dt 


Démonstration : remarquons que les hypothèses de domination ou 
de négligeabilité n'apportent pas d'information sur l'intégrabilité de 
#, mais la conclusion du théorème n’a vraiment d'intérêt que lorsque 
g n'est pas intégrable (on compare alors deux infiniment grands au 
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voisinage de b). Supposons par exemple y = o(#). Si € > 0 est fixé 
arbitrairement, il existe c € [a, b| tel que 

VE p(t) < ev(t) 
sic£<zr<b,ona 


Froa Fanas Pavas [avase [ao 


û a 
Comme Bm ( vioat = +0, supposons [ (t) dt > 0 pour z > ec. 


Ona 


Î et) di 
lim Æ—— =0 


Eu F. td 


et on peut donc trouver «à € [c, b[ tel que, pour tout x € [c1,6[ on ait 


On a donc 


Vrela,bl 0<—— < 2e 


ce qui démontre bien que J g(t)dt =,° ({ #4). L 


EXERCICE 12-122 Trouver un développement asymptotique, pour z —+ +co, de 


ef dt (utiliser des intégrations par parties). 
0 


F dt æ 
EXERCICE 12-1.23 Montrer que | = = © 
U into ma 
12-1.7 Théorème de convergence monotone 


Dans la théorie de l'intégrale sur un segment, l'outil fondamental pour ” passer à la 
limite sous le signe intégrale” est la convergence uniforme, ceci étant conséquence 
de l'inégalité 


[ PTE Î “swdl <= af fl 


Cet ontil reste valable dans la théorie que nous présentons ici, pour peu que l'in- 
tervalle d'intégration soit borné. En eflet, si les fonctions (f,}sen sont continues 
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par morceaux (et positives pour le moment) intégrables sur un intervalle (a,b) 
borné et convergent uniformément sur cet intervalle vers une fonction f supposée 
continue par morceaux, l'inégalité 


OF fn + If — Fnlloo Lo) 


prouve l'intégrabilité de f. On à facilement (par passage à la limite en b) 


fé PAOTE à ft) dt 


Cette inégalité montre ainsi que la convergence uniforme entraîne la convergence 
des intégrales sur un intervalle borné. 

La convergence uniforme est cependant une notion techniquement compliquée, 
qui de plus n’est pas vraiment adaptée au cas où l'intervalle d'intégration n'est 
plus borné. Considérer par exemple le cas 


<b—a)lf-flé 


1 
1= + et fa = lion 


Le théorème qui suit est fondamental. Nous l’énonçons dans le cadre des 
fonctions positives qui est vraiment la base de la théorie. Il se généralisera ul- 
térieurement au cas des fonctions réelles. L'idée de passage à la limite sur des 
intervalles croissants utilisée pour construire l’intégrale trouve ici une extension 
remarquable. 


THÉORÈME 12-1.24 (convergence monotone) Soit (f,),en une suite de fonc- 
tions de C}(7), croissante (f, < f:41) qui converge simplement sur ] vers 
une fonction f € C*(7). La fonction f est intégrable sur J ssi la suite des 


intégrales ( fa est majorée. Si c'est le cas, on a 
ll 


EC 
1 =sup / = Jim fr 
Î neN fl RAI 


Démonstration : la condition est évidemment nécessaire. En effet 
si f est intégrable, comme pour tout r on a f, < f on a aussi 


VneN fs<fs 
mefr< fr 


Il reste à démontrer que, si M = sup Î fn est fini alors f est inté- 


et cn conséquence 


nEN 

grable d’intégrale égale à la limite des intégrales des fn. 

« Dans le cas particulier où la suite de fonctions /, converge unifor- 
mément vers f sur tout segment inclus dans /, la démonstration est 
très simple : dans cc cas, si K° est un segment inclus dans 7 on a 


fr<fs 
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Le terme de gauche tend vers Î f (convergence uniforme). La suite 
K 


de droite est croissante et majorée, donc convergente vers M. On a 
alors 


V K segment CF L f< sun [3 
K 1 


nEeN 


ce qui démontre l’intégrabilité de f et l'inégalité 


fes fs 


Comme l'inégalité inverse a été vue plus haut, le théorème en découle 
dans ce cas particulier. 
+ La démonstration générale est basée sur deux lemmes : 


LEMME 12-1.25 (Théorème de Dini) Si (j,)},en est une suite monotone de 
fonctions continues de {a,b] dans R qui converge simplement sur {a,b] vers 
une fonction continue j, alors la convergence est uniforme. 


En effet, quitte à multiplier par —1, on peut supposer la suite 7, 
croissante (3, < 341) vers j. Si € > 0 est choisi arbitrairement 


Ka={relet]|j(x)-ñ(s) 2e} 


est un fermé de {a,b] donc est compact. On a clairement K,41 C Ka 
et ( K, = 9. La propriété de Borel-Lebesgue entraîne l'existence 
neN 
d’un entier no tel que K,, = 0. On a donc 
Va>no Vrela,b] 0<j(r)—j(r}<e 


ce qui prouve la convergence uniforme. 


LEMME 12-1.26 (convergence bornée) Si (g.) est une suite de fonctions 
continues par morceaux d'un segment [c, b] dans R* convergeant simplement 
vers la fonction nulle et telle qu'il existe une fonction continue par morceaux 
g: [a,b] — R+ vérifiant 


Vn 0<gm<w sur [ab] 


alors 


+ 
Jim f gnt)dt =0 


mes J, 


Démonstration : si ce n'est pas le cas, 


b 
Ja>0 VNEN 3n>N [at > a 
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On peut donc extraire de la suite (g,) une suite f, = gy{n) avec 


Vn [roue 


Comme f, est continue par morceaux positive, on peut trouver une 
fonction continue h, sur [a, b] vérifiant 


0h, et [ (ae) — A (0) dt < & 


{il suffit de trouver une fonction en escalier s, vérifiant 0 < 51 < fi 
approchant suffisamment f, en norme uniforme, puis d'approcher 5, 
par en dessous” par une fonction continue À, affine par morceaux, 
faire un dessin !). 

Les fonctions À, sont donc continues, positives, dominées par $ et 
convergent simplement vers 0 en vérifiant 


@ 


n 
Vn [roa>s-5 @) 
Pour n fixé, la suite (Een définie par 


La = SUp(hn, hagrs shn4p) 
est une suite croissante de fonctions continues (sup. d’un nombre 


$ 
fini de fonctions continues), dont la suite des intégrales ({ [HO] a) 
a PEN 


+ 
est croissante, majorée par [ #(t) dt, et donc convergente vers une 
limite À, vérifiant : 


2 b 
B<X= in [ Et) dt </ pt) dt 


On peut donc trouver un rang p{n) tel que 


sh: 
"I 


Vk>p{n) À > froæ> = (2) 


Posons à, = 1%,,. C'est une suite de fonctions continues sur [a, 6] qui 
converge simplement vers 0. En effet, si 4 € [a,b], comme la suite 
(Rxlt)}en converge vers 0, si on se donne € > 0 on peut trouver un 
rang Ko tel que k > ko — hu(t) €. On a alors 
Vn>k VpeN 0<l(t)<e 
eten particulier Vn>%ka i(t)}<E 


Posons (enfin!) 


du influe sn) 
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On forme ainsi une suite de fonctions continues, décroissante et qui 
converge simplement vers 0 sur {a, b] (puisque 0 < j, < ir). D’après 
le théorème de Dini cité plus haut, la convergence est uniforme et en 
particulier 


b 
in, f Jn(t} dt = 0 (3) 
Pour t € [ab], il existe k € {1,... ,n} tel que 
D < inf) — jn(t) = én(t) — àx(t) 
avec 
BCE) — ia(t) = eup(ha(E) hne(E ee  Angpte) = 548) 
En particulier, on obtient 
DK én(£) — ja (£) < Suph(E), huyi(t),.  ; hnskton)#te)(E)) — 2e (E) 
On a donc majoré la différence 5, (4) — j,(#) par 
Ptntny+ptt) (0) — B(e) = ax(t) 
où ax est positive et d’intégrale plus petite que LE d’après les en- 


cadrements (2). Comme dans le cas k = n la différence est nulle, on 
a donc 


n=1 
D< in(t) — ja(t) & DU au(t) 
#1 
ce qui donne en intégrant 


| : , 
FL ja(0) dt > | abe- SE 
Comme i, > h, on a d'après (1) 


fsoa>s-Y £E 


pe 
ce qui contredit (3). I 
Ces deux lemmes donnent immédiatement la démonstration du théorème de 
convergence monotone dans le cas général : 


Si K C I est un segment, avec les notations de l'énoncé du théo- 
rème, la suite de fonctions 


9 = ($- hlk 


est simplement convergente vers 0 sur # et est dominée par la fonction 
fl. On a donc, d’après le lemme précédent 


fr= im, [a <m fs 


ce qui prouve l'intégrabilité de f avec [ f<sup [ {ns mais l'inégalité 
1 Li T 


inverse a déjà été vue. 8 
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12-18 Exercices d'application 


La démonstration précédente est très technique! Concentrons-nous à présent sur 
les applications : 


EXERCICE 12-1.27 Calculer 


lim f (1- 2j'efdr 
atte Je 


EXERCICE 12-1.28 Calculer 


; (): G) Fe | 
lim = +=) ++ 
n++0 [\n n nñ 
Indication : il est d'abord intéressant d'écrire les plus grands 


termes en premier! On remarque alors que la suite à étudier est 
intégrale sur [0,+c0[ de ja fonction en escalier 


n=1 


sf) = D ( - 5 linkr(é) 


ki 
Appliquer le théorème de convergence monotone à cette suite. On 


retrouve pratiquement l'exercice précédent. M 


12-19 Intégration terme à terme d’une série de 
fonctions positives 


Le théorème qui suit est conséquence immédiate du théorème de convergence 
monotone. 


THÉORÈME 12-1.29 Soit (u,):en une suite de fonctions de C+(/) inté- 
grables, telles que la série de fonctions 


+00 
5x) = D 'un(z) 
n=û 


converge simplement sur 7, sa somme étant continue par morceaux sur I. 
+ 

Pour que S soit intégrable sur /. il faut et il suffit que la série D Î u, soit 
n=0 Ÿ1 

convergente, et on a alors 

+00 +00 
[s=- [Emi fs 
1 1n=0 n=0 1 
Démonstration : il suffit d° appliquer le théorème de convergence 


monotone à la suite de fonctions f, = Due. 
K=0 
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EXERCICE 12-1.30 Démontrer que 


REMARQUE 12-131 Pour illustrer l’aualogie entre la théorie de l'intégrale et 
celle des familles sommables, on peut remarquer que le théorème précédent ”con- 
tient” le théorème de Fubini sur l’interversion des sommations pour les suites 
doubles de réels positifs. Si (um) ment e5t une suite double de réels posi- 


to /4+ce 
tifs tels que (Ë Ë m=)) converge, il est facile de voir, en définissant les 


m0 \m=0 
fonctions sur [0, +00[ 


co 
Ur = y Una Hmsm+i[ 
m=0 


Lu, pi 
meet (Ë =) a 
_ 


m=0 \n=0 
(la seule difficulté, une fois comprises les notations, est en fait de prouver la 
400 


convergence des séries D» unm). L'hypothèse faite sur la suite double correspond 


n=0 
exactement à la convergence de la série des intégrales des u,. Le théorème sur 
les suites doubles est alors conséquence facile du théorème d'intégration terme à 
terme qui précède. 


12-2 Fonctions complexes intégrables 


12-2.1 Intégrale d’une fonction complexe 
12-2.1.1 Intégrabilité. Espace vectoriel des fonctions inté- 
grables 


DÉFINITION 12-2.1 Une fonction continue par morceauz f : I > € est dite 
intégrable (sur 1) si et seulement si |f| l'est. 


Le théorème suivant montre que l’on peut toujours se ramener à des fonctions 
à valeurs réelles : 


THÉORÈME 12-2.2 Une fonction f € C,(/,C) est intégrable si et seule- 
ment ses parties réelle et imaginaire le sont. 


Démonstration : conséquence immédiate des inégalités 
IRefl<1fl, Hmfl<lfl et (f<IRefl+limfl 


Dans le cas des fonctions réelles, on peut ramener l'intégrabilité de f à celle 
de ses parties positives et négatives : 
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DÉFINITION 12-23 Si j : 1 — R es! une fonction, on note 


F9 = max(/,0) = A4 D) et 17 = max(-f,0) = 3/1 À) 


ces fonctions (positives !) sont appelées respectivement partie positive et partie 
négative de f. Si f est continue, il en est de même de f* et f=. Conclusion 
analogue pour une fonction continue par morceaux. On a évidemment 


FSI es 
THÉORÈME 12-24 Si f : I - R est continue par morceaux, elle est inté- 
grable si et seulement si f*+ et f- le sont. 
Démonstration : conséquence immédiate des inégalités 
ft <lf F <Ifl et AZ + 


Comme la définition ramène à l’étude d’une fonction positive, l’intégrabilité 
d’une fonction f € €, (1, K) se prouve en général par domination : s’il existe une 
fonction intégrable 9 € C+(1) vérifiant |f| < &, alors f est intégrable. Rappelons 
que, si / est de la forme [a, 8, il suffit d'avoir la majoration précédente au voisinage 
de b. 

: sint 
EXEMPLE 12-2.5 La fonction te ———— 
t+t2nt 
elle sur ]0,1]? 


est intégrable sur [1,+oo[. L'est- 


it 
EXEMPLE 12-2.6 La fonction { ++ _ est intégrable sur [1, +oo{ si et seulement 
sint 
mn 
cost sci ñ ; 
etc : te — est non intégrable. Si l’on montre que la fonction s1 est non 


sia > 1. On en déduit que, pour a & 1, l’une au moins des fonctions 5, : 1 


intégrable, on en déduira (comment ?} qu'il en est de même de s.. On peut 
montrer que la suite 


n'est pas bornée, en l’écrivant comme somme particlle de la série de terme général 


kr j 
t 2 
ux= Î intl, No 2 
nur k+oo ET 


Un argument identique montrerait la non intégrabilité de &, pour a < 1. 


THÉORÈME 12-2.7 (et définition) L'ensemble des fonctions continues par 
morceaux 1 -; K intégrables sur / est un K-espace vectoriel, que l'on note 
L'(L,K). 


C’est eu effet uu sous-espace de C,, (1, K). La stabilité par homo- 
thétie est évidente, la stabilité pour l'addition résultant de la domi- 
nation 

+1 K1f+ 191 M 
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12-2.1.2 Intégrale d'une fonction complexe. 


THÉORÈME 12-2.8 (et définition : intégrale) Si f € L'(1,K), et si (A,),en 
est une suite croissante de segments de réunion égale à 7, la suite des 


intégrales f est convergente et sa limite ne dépend pas de la suite K, 
choisie. On appelle intégrale de f sur / et on la note 


n++00 


fr- lim A avec 1=[JK, 
a. 


Démonstration : en séparant partie réelle et imaginaire, on peut 
se ramener au cas où f est réelle. Il suffit d’écrire 


HSE 


et d'appliquer aux fonctions positives inlégrables f+ et f- les résultats 
des sections qui précèdent. M 


Les propriétés qui suivent sont conséquence immédiates de la définition, f 
représentant un élément quelconque de L'(I,K). 


eSik=Ros fs fr fr 
+SiK=Cona /5- fres+i fimfeäone [re [7 
-|{A< fun 


e L'application f ++ Î f est une forme linéaire sur L'(1, K). 
1 


En particulier, lorsque 7 = [a,b{, situation à laquelle on peut toujours se 
ramener comme on l’a déja vu, on a le 


COROLLAIRE 12-2.9 Si f est intégrable sur [a, b[, on a 


ut 228 


Attention! Lorsque f est réelle positive (ou, si on réfléchit un peu, de signe 
constant au voisinage de b), l'existence de cette limite entraîne réciproquement 
l’intégrabilité de f. Ce n’est plus vrai dans le cas général. Il suffit de 
méditer le calcul suivant : 
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in À 
EXEMPLE 12-2.10 (contre-exemple !) La fonction f : {+ = est continue 
sur [1,+oo[. Une intégration par parties donne 


z = 
Vr>l Î dt = col LE f at 
1 æ 1 


: t, à 
et, la fonction tr+ re étant intégrable sur [1,+oo[ 


*sint É 
lim fat = cos1 — Î at 
ho), t uiet 


et pourtant, comme on l'a vu plus haut, f n'est pas intégrable sur [1,+oo[. On 
reviendra ultérieurement sur ce genre de situation (cf. section 12-4). 


12-2.1.3 Intégration sur un sous-intervalle 


Comme pour intégrer une fonction complexe on intègre en fait quatre fonctions 
positives, les résultats de la section (12-1.3) donnent immédiatement 


THÉORÈME 12-2.11 Si f € L'(I,K), est intégrable sur tout sous-intervalle 


J de J et on a 
fr- fr 


THÉORÈME 12-2.12 Si f € L'(I,K) et si [ = HU là est une partition de 1 


en deux intervalles, on a 
fr-fs+  Ÿ 


Si f est une fonction continue par morceaux intégrable sur un intervalle }a, b[, 


on notera encore 
+ 
fa - [ox 


Cette notation est sans ambiguïté, puisque si par exemple a € R et si f est 
continue par morceaux intégrable sur [a,6[, on à 


rs 
['roa- - f'roa 


ce qui permet de généraliser la relation de Chasles. 


Si a < b, on notera encore 
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12-2.2 Formule de changement de variable 


THÉORÈME 12-2.13 (changement de variable) Soient / et J deux inter- 
valles réels, une bijection de classe C! de I + J et f une fonction continue 
par morceaux de J —> C. La fonction f est intégrable sur J si et seulement 
si la fonction (f 04) |#'| est intégrable sur Z et on a alors 


fuco- [ pr 


Démonstration : on peut se ramener au cas où f est réelle po- 
sitive. Remarquons que, comme @ est injective et continue, elle est 
strictement monotone, et la fonction 5 garde un signe constant sur 
1. Si K, est une suite croissante de segments de réunion égale à 7, la 
suite des KŸ = @(K,) est une suite de segments de réunion égale à 
J = @(f). Si, par exemple, y est décroissante on a 


VneN - fus [os 


par la formule de changement de variable pour l'intégrale sur un seg- 
ment, le signe — provenant d'une interversion des bornes (les deux 
membres de l'égalité ont mêmesigne). Dire que ces suites sont bornées 
revient à affirmer l'intégrabilité simultanée de f sur J et de (fo) [y'| 
sur /. La formule de changement de variable s'obtient alors en faisant 
tendre n vers +00. 


12-2.3 Intégration des relations de comparaison 


Ici encore, les théorèmes découlent immédiatement des résultats obtenus dans le 
cas positif. On notera cependant que la fonction de référence utilisée dans ces 
énoncés est positive. Les functions considérées sont évidemment continues par 
morceaux. 


THÉORÈME 12-2.14 Si s est intégrable positive sur {a, b{ et f : [a, b[—> C 
vérifie 


f=0(r) où J= de) 


alors f est intégrable sur [a, b] et on a respectivement 


['oa = o(f'a Qt) ou Lo, 3.e(faua) 


Démonstration : l'intégrabilité de f est conséquence d’une domi- 
nation |f| < My au voisinage de b. La majoration 


L'roal< firoia 


permet ensuite de revenir aux fonctions positives. 


5688 Chapitre 12 : Intégration sur un intervalle quelconque 


COROLLAIRE 12-2.15 Sous les mêmes hypothèses ( > 0) et si f > kw 


avec k € C', on a aussi 
» + 
f fa — «f elt)dt 
E ant Je 


Démonstration : il suffit d'écrire f = k+g avec g = o(y). Toutes 
les fonctions étant intégrables (par domination), on a 


f'roa- af 4 a+ aa ns e fa @a+o( fl DOP)| 


d’aprés le théorème précédent. 


EXERCICE 12-2.16 Enoncer les résultats que l'on peut obtenir dans le cas d'une ma- 
jorante non intégrable. 


12-2.4 Convergence en moyenne, en moyenne qua- 
dratique 


12-2.4.1 (Semi-)norme de la convergence en moyenne 
THÉORÈME 12-2.17 Sur l'espace vectoriel £!(1,K) l'application 


TENTE 1 


est une semi-norme appelée semi-norme de la convergence en moyenne. 


Elle a en effet toutes les propriétés d’une norme, sauf que la nullité de ||f||, 
entraîne la nullité de f en tout point de continuité, ce qui veut dire que sur tout 
segment inclus dans 7, f est nulle sauf en un nombre fini de points. 


COROLLAIRE 12-2.18 Sur l’espace vectoriel £!(1,K) NC°(1,K), M est une 
norme. 


DÉFINITION 12-2.19 Si (f.).en et f € L'{L,K), on dit que la suite (f:),en 
converge vers f en moyenne sur I ssi 
im If = ll = 0 

On notera qu'avec la définition que nous donnons ici, si on remplace la fonction 
f par une fonction g telle que ||f — gl}, = 0, on aura aussi convergence vers g. 
Ce n’est pas bien gênant. En tout cas, si on se limite à travailler dans l’espace 
normé (L'{1,K) RCI, K), || ||,), il s’agit de la convergence pour une norme et il 
y à bien dans ce cas unicité de la limite, 

Il est à noter que cette notion de convergence n’a pas grand rapport avec la 
convergence simple. Comme nous l'avons déja indiqué dans le cas de l'intégration 
sur un segment, il est facile de construire une suite de fonctions f, convergeant 
en moyenne et telle que pour tout { € I la suite (fh(t})},.en soit divergente! Dans 
le cas où l’intervalle 7 est borné, nous avons déjà évoqué le 
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THÉORÈME 12-2.20 Si I est borné et si (/,),en € £'(Z,K) est une suite qui 
converge uniformément sur J vers une fonction f continue par, morceaux, 
alors f est intégrable sur / et 
im I = al = 0 

L’intérèt de la théorie de l'intégrale présentée ici est de fournir des théorèmes 
(assurant la convergence en moyenne) dont les hypothèses ne font pas appel à 
la notion de convergence uniforme, et qui s’appliqueront lorsque l'intervalle d’in- 
tégration est ou n’est pas borné. Nous généraliserons en effet le théorème de 
convergence monotone dans la section suivante, 

L'inégalité du module montre qu’une convergence en moyenne entraîne la 
convergence des intégrales : 


THÉORÈME 12-2.21 Si la suite (f,)1en converge en moyenne sur ! vers f, 


on a en particulier 
sua = fs 


La majoration [ fl | < ||fL, montre également que l'intégrale est une forme 
7 


linéaire continue sur l’espace normé (£'(1,K) NC%1,K), || {l,). 


12-2.4.2 Fonctions de carré intégrable. Convergence en moyen- 
ne quadratique 


DÉFINITION 12-2.22 Une fonction f € CO(I,K) est dile de carré intégrable 
ssi f? € L\(1,K) (ce qui revient bien sûr, dans le cas complere, à supposer 
l'intégrabilité de | fl). 


THÉORÈME 12-2.23 L'ensemble 
L{LK) = {f E CRI, K) | f est de carré intégrable} 


est un espace vectoriel sur lequel 


ue = m0 = 4/f1 


définit une semi-norme (dite de la convergence en moyenne quadratique). 
On a véritablement une norme si on travaille en restriction à l’espace vec- 
toriel £2(1,K) NC(I,K). 


Démonstration : on montre qu’on à un sous-cspace vectoriel de 
CU, K). La stabilité par homothétie est évidente. Pour l'addition, 


elle est conséquence de la domination 


+ 9f < (11 + al) < 2(1FÈ + If) 
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Seule reste à démontrer l'inégalité triangulaire (inégalité de Minkowski). 
Elle s'obtient par passage à la limite. Si = [JK4,0on a 
7 


vn Jfu+a<ÿfui+ [ai 


En faisant tendre n vers l'infini, on obtient bien 


IF + alle KP + gl 4 


THÉORÈME 12-2.24 (Inégalité de Schwarz) Si f et g € L'(1,K). leur pro- 
duit fg est intégrable et on a 


lFel, < HA Ilgll 


ie 


Démonstration : l'intégrabilité est conséquence de la majoration 


en particulier 


Lial < 3 (A + lol) 


et l’inégalité de Schwarz s'obtient également par un passage à la limite. 
L 


Ii n’est pas étonnant de trouver ces inégalités. Nous verrons ultérieurement 


que l'application 
ar Î 1e 


est un produit scalaire sur l’espace vectoriel £2(1,R) N C'(1,R). Dans le cas 


complexe, c'est [ Îg qui définit un produit scalaire hermitien. 
4 


EXERCICE 12-2.25 Dans le cas où l'intervalle / est borné, montrer que l’on à l'in- 
clusion 


L'(LK) € L'(IK) 
et que dans ce cas la convergence en moyenne quadratique entraîne la Net en 


moyenne. Sur l'intervalle j0, 1] que dire de f(x) = ==? Sur (1, +oo[ de f(z) = 
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12-3 Les théorèmes de convergence. Inté- 
grales à paramètres 


12-3.1 Théorème de convergence monotone 


On l'énonce ici dans le cas de fonctions (réelles!) non nécessairement positives. 


THÉORÈME 12-3.1 Soit (f)\en une suite de fonctions de L'{/,R) qui con- 
verge simplement en croissant sur { vers une fonction f continue par mor- 
ceaux. La fonction f est intégrable ssi 


sup [5 < +00 
n di 


[re fes [5 


Démonstration : il suffit d'appliquer le théorème démontré dans 
le cas positif à la suite de fonctions ga = fa — fo. M 


et on a alors 


Dans le théorème qui suit, on s’affranchit de la monotonie. 


12-3.2 Théorème de convergence dominée 


THÉORÈME 12-3.2 Soit (frhxen une suite de fonctions de £'(/,K) qui 
converge simplement sur / vers une fonction continue par morceaux f. On 
suppose qu'il existe une fonction  : / — R+ intégrable telle que 


VnEN |Al<e 


Alors la fonction f est intégrable, la suite f, converge vers f en moyenne 


sur Z et en particulier 
fa fe 


Démonstration : l’intégrabilité de f est évidemment conséquence 
de la majoration (obtenue par passage à la limite) |f| < &. 

+ Dans le cas particulier où la convergence est uniforme sur tout 
segment inclus dans , sie > 0 est fixé arbitrairement, on peut trouver 
un segment K C I tel que 

Lars: 
IK 4 


(1 — K est, selon les cas de figure, réunion d’un ou deux intervalles). 
Comme {f — f,| < 2 on a alors 


€ 
vn J -n<s 
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Comme la suite |f — f.| converge uniformément vers 0 sur le segment 
K, on peut trouver un rang N à partir duquel les intégrales sur A 


des fonction |f — f,| sont majorées par ES On a alors clairement 


m>n [unie 


ce qui démontre le résultat. 
e Dans le cas général, comme dans ce qui précède, il suffit de 
démontrer que 


VK segment C / lim [u-s=0 
n++oo Jx 
Ceci est conséquence immédiate du lemme 12-1.26 où l'on posera 
Gn = |f — fl et où on remplacera & par 2%. 


Bien sûr, si on omet l’hypothèse de domination, la conclusion du théorème 
n'est plus valable. On sait bien que, même sur un segment, la convergence simple 
est insuffisante pour assurer la convergence des intégrales. 


12-3.3 Intégration terme à terme d'une série de 
fonctions 
THÉORÈME 12-3.3 Soit (f,), une suite de fonctions intégrables ? -> C 
telle que 
+00 
1) La série dE f\ converge simplement sur 7 
2} La somme F de cette série est continue par morceaux sur 


+00 
3) La série D Î 1fAl est convergente 
1 


r=0 


Alors j est intégrable sur J et vérifie 


+ 
Me teR «  / 


n=0 


=fÈr-S fs 


n=0 


Démonstration : la suite de fonctions 


Sn = inf (ui DE 1) 
k=0 


est une suite de fonctions continues par morceaux, intégrables, dont 
il est aisé de voir qu'elle converge simplement en croissant vers la 
fonction |f|. Comme pour tout r on a 


fae [EumeS fr 


k=0 k=0 
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le théorème de convergence monotone assure l'intégrabilité de }f| 
{donc celle de f) et on a 


+00 
[ur= rm, fa <S fini 


#oo 
De la même manière, en travaillant cette fois avec la série > fr, on 
Kant 
obtiendra la majoration 


fl-Ës 


ce qui démontre la convergence en moyenne de la série vers f, et en 
particulier la convergence des intégrales 


fm Sfr = 


n=0 


400 
< X fi, 


k=nti 


+ 
L'hypothèse >» I/all convergente est importante, comme le montre un des 


: "= 
exercices suivants. 


EXERCICE 12-3.4 Montrer que 
+® sinaz LE 0 
[ DE ET 
EXERCICE 12-3.5 Si fa(z) = e"* — 2e-2%*, comparer 


60 +00 +0 40 
1 DAt)de et >| fa(e) dx 


nel nel 


Que remarque-t-on? Expliquer ce résultat. 
EXERCICE 12-3.6 Pour quelles valeurs du complexe s la fonction 
+0 
r{s) f 2" le” tdt 
o 


est-elle définie ? Montrer que D est développable en série entière au voisinage de 1, 
Dans quel domaine cette série entière représente-t-elle la fonction  ? 
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12-3.4 Intégrales dépendant d'un paramètre 


Il s’agit ici de paraphraser le théorème de convergence dominée pour obtenir des 
théorèmes concernant les intégrales dépendant d'un paramètre. 


12-3.4.1 Continuité 


THÉORÈME 12-3.7 Soit À une partie d'un espace normé et J un intervalle 
de R. On se donne une application 


f:AxXI+€C 
telle que 


1) Vze A f(r,e) est continue par morceaux sur ? 
2} 2 intégrable positive sur / telle que Vz € À |f(z,e)| < 4 sur 7 


La fonction 
F(x)= [res dt 
est alors définie sur À, et s'il existe ro € À tel que 
VIE I rt f{st) est continue en x 


alors F est continue en x. 


Démonstration : l'hypothèse de domination montre que F est bien 
définie sur A. Si (u,),en est une suite de points de À qui converge 
vers z0, la suite de fonctions 


În = flunse) 


converge simplement vers la fonction f(xo, e) et vérifie les hypothèses 
du théorème de convergence dominée. On a donc 


lim Flu) = lun, / funstidt = [ faut) = F0) 
no a+ Jr 1 
ce qui prouve exactement la continuité de F en +0. ®@ 


EXERCICE 12-3.8 Définition et continuité de la fonction 


+00 ete} 
F() =f sin) dt 
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12-3.4.2 Dérivabilité 


THÉORÈME 12-3.9 On suppose que À est un intervalle de R et que f : 
A x 1 = C vérifie 


1) Vre À f(x,e) est intégrable sur 7 
2) f possède en tout point (r,t) de À x J une dérivée partielle 
3) Vre A Dao) est continue par morceaux sur 7 
4) llexiste intégrable positive sur / telle que 
V&DEAXI fc] 0 


Ci 


EAU) 


La fonction F(z) L Î f(&,t) dt est alors dérivable sur À et 
1 
= [2 
VzeA Ft= [éLesydt 


Démonstration : Pour ro € À et (h,),en suite de R° tendant vers 
© telle que xo + An € A,on a 


en+h) Fe - fa 


avec fa(e) = LE Hhmt) = fGot) par définition de la dérivée 


partielle, la suite de fonctions fn converge simplement sur 7 vers la 
fonction t + a trot). L'inégalité des accroissements finis donne 
13 
immédiatement 
Vn VteI IA <e() 


Le théorème de convergence dominée nous donne alors 


Eco + ha) = F0) _ [nou 
< 


a++0o LA 
Comme la suite k, est quelconque, on a prouvé la dérivabilité de F 


enzo. M 


REMARQUE 12-3.10 Pour être assuré de la dérivabilité de F en x, il suffit 
d’une domination de la dérivée partielle sur un ensernble de la forme W x Z, où 
Vo est un voisinage de zo (relatif à À). 

COROLLAIRE 12-3.11 En particulier, avec les hypothèse précédentes, si 
(&t)r 2e, t) est continue sur À x 1, la fonction F est de classe C! sur A. 
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EXERCICE 12-3.12 On pose 


+oo e=r{i+2) 
F()= [ ra 


Définition, continuité et dérivabilité de F. Montrer que, pour x > 0 
LA 1 +0 et [ et 
LL F(a)= = —dt —<dt 
3 FE; Î VE h vt 

En déduire que 


12-3.5 La fonction l 


Les théorèmes précédents permettent de démontrer les principales propriétés de 
la fonction F. 


400 
La fonction s + l(s) = Î 17 le-tdt est définie et continue dans le demi- 
0 
plan 
PY'={seC| Res > 0} 


e Sa restriction à ]0,+co[ est C® et 


+00 
VkEN Vs>0 Ts) =f (nt)*®-e”t dt 
0 


eVseP+t T(s+1)=sF(s}) (intégration par parties). En particulier, pour 
r entier non nul, T(n) = (nr — 1)! 


e L'exercice 12-3.12 montre que F () = Vr. 


EXERCICE 12-3.13 Montrer que la fonction s r-+ In L'(s) est convexe sur JD, +00[ 


EXERCICE 12-3.14 Montrer que, pour s € P+ 


“ AC 
r(s)= lim [ Ce (-i) dt 
nt Jo n 


En déduire que, pour s € P+, 


Na n'n! 
TO IR T1) G+n) 


Montrer que la limite existe pour tout s complexe différent d’un entier négatif. 
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12-4 Intégrales impropres 


Nous avons déjà vu (cf. exemple 12-2.10) que lorsqu'une fonction continue par 
morceaux sur un intervalle [a, b[-+ € vérifie 


2 
lim Î f(t}dt existe 
ro Ja 
la fonction f n'est pas forcément intégrable sur [a, b[ (sauf bien sûr si f est réelle 
et garde un signe constant au voisinage de b). Le contre-exemple f(t) = sn a 
été donné sur [0, +ool. 

DÉFINITION 12-4.1 Si f est une fonction continue par morceaux sur un inter- 
valle [a,b[— €, on dit que l'intégrale 


s 
Î f{t)dt existe de manière impropre 
= 
ssi lim à f{t)dt existe sans que f soit intégrable sur [a,b[. On note alors, 
ab 


fra = Jim [ro 


Pour éviter cet abus de notation, lorsqu'il s’agit d'être plus précis, on utilisera 


+ 
aussi la notation [ f(t)dt. 
a 


par abus d'écriture, 


On aurait une définition analogue sur un intervalle de la forme Ja,b]. Pour 
continuer l'analogie avec la théorie des séries, disons que la notion de fonction 
intégrable correspond à la notion de série absolument convergente, alors que celle 
d’intégrale impropre correspond à la notion de série semi-convergente. 


Pour étudier l'existence de Jim J{E) dt, la démarche ”raisonnable” est 
2 


d’abord de tenter de prouver l’intégrabilité de f, et si cela échoue (soit parce que 
J n’est pas intégrable, soit parce que … on ne sait pas faire) essayer d’autres 
techniques adaptées aux intégrales impropres. Ce sont essentiellement : 
e Une intégration par parties, pour augmenter le degré d'un dénominateur le 
plus souvent. On peut prouver ainsi par exemple l’existence de l'intégrale 
+ cost h ot Er ; 
L —=——dt (on peut dire avant toute chose qne si l'intégrale existe, 
1 


VA +I 


, L dns à à cos { Icost| 
c’est forcément une intégrale impropre, puisque La eton 
VRFIT+e 


sait que cette fonction n'est pas intégrable). 


6 
L'utilisation d’une "décomposition” : si f(t) œ gt} et si Î g{t) dt existe, 


a 
l'existence de l'intégrale (forcément impropre -pourquoi ?-} de f sera subor- 
donnée à celle de l'intégrale de f — g. On pourrait traiter de cette manière 
—+co 
cost 


1 Ve +1 


aussi dt. Voir aussi l'exercice suivant. 
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+00 


1 VE +1 


peut d’abord montrer la convergence de la série de terme général 


FHntDT cost 
Un -f ————dt 
Etnr VB +1 


(la réponse à la question -pourquoi ces bornes d'intégration ?- contient déjà 
la quasi-totalité de la solution). Puis, si x est grand” et vérifie un enca- 
drement 


e L'utilisation d’une série : pour prouver l’existence de 


4 T 
gter<r<st+(n+il}r 


par quoi peut-on majorer dt\? 


LE cost 
Zinr VE +1 
EXERCICE 12-4.2 Discuter, suivant les valeurs de à > 0, l’existence de l'intégrale 
+2 sint 
Î In ( + a) dt 


Solution : la fonction t + f(t) = In ( ge 


we) est continue sur 


[1,+oo{, car pour t > l'on a ps < 1. Au voisinage de l'infini, 
SE Fe, done |f(01- 1. Cette dernière fonction est inté- 


grable ssi &« > 1. On est donc assuré de l'existence de l'intégrale pour 
ces valeurs de a. Si a €0,1], l'intégrale ne peut être qu'impropre. 
Au voisinage de +00, on à 


sint  Lsin’t sin? t 

no +e() 

ce qui peut s’écrire aussi 

sint 
Fe 


FU) = — gt) 


1 sin? £ a ie 
avec g{t) = = qui est donc positive au voisinage de +00. 
Ir À 


+® sin 
Comme —— dt existe, on est ramené à l'existence de l'intégrale 
Ar , 


de g. Il est aisé de voir que g est intégrable ssi a > ; 


Attention! L'exercice précédent montre que deux fonctions équivalentes en 
b peuvent avoir l'une une intégrale impropre qui existe et l’autre une intégrale qui 
: 11. ft sint : 
n'existe pas. C’est le cas par exemple pour a € le 21 Î À existe 
1 
{intégration par parties). On rencontre ici la même difficulté que pour les séries 
semi-convergentes. 
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REMARQUE 12-4.3 L'étude d’intégrales impropres dépendant d’un paramètre 
n’est pas possible à l'aide des théorèmes généraux qui précèdent, qui supposent 
tous l'intégrabilité des fonctions manipulées. L'étude doit donc se faire au cas 
par cas. On retiendra une méthode de transformation (intégration par parties 
le plus souvent) qui permet de se ramener à des fonctions intégrables. On peut 
aussi, pour étudier 


F(a)= ” flat) dt 


appliquer les théorèmes généraux aux fonctions 
an 
FG)= [© re0à 
a 


où 4, est une suite croissante de points de [a, b{ qui converge vers b, et essayer 
d’obtenir des résultats de régularité de leur limite simple F par des arguments de 
convergence uniforme. 
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L'utilisation de la notion d’intégrale est très fréquente pour étudier les séries. 
Rappelons le théorème suivant 


12-5.1 Cas de fonctions positives 


THÉORÈME 12-5.1 Si  : [0,+co[-+ R* est décroissante et continue par 
morceaux, la série de terme général (positif) 


un = Î ; SE) dt - fn) 


est convergente. 


Rappelons que, lorsque f est intégrable sur [0,+oo[, on déduit la conver- 
gence de la série de terme général u,, = f(n) et l'encadrement du reste d'ordre n 


(faire un dessin!). 
+00 
[roa< 
n+l S 


Lorsque f n’est pas intégrable, la série est divergente. La somme partielle 


Sn = FO) ++ fn) 


+00 +00 
DECET RO 


kzn+l 


n 
et la suite F(n) = [ f(t) dt forment (pour n — +00) des infiniment grands 


0 
parallèles”. Il existe un réel À tel que 


FO) ++ fn) EE, F'roa+a+on 
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12-5.2 Cas de fonctions complexes 


Lorsque f : [0,+oo[- € est continue par morceaux, on ne pourra plus procéder 

par encadrements comme dans la démonstration du théorème précédent. Cepen- 

dant, lorsque la fonction f varie ”assez peu” au voisinage de l'infini, une ”’bonne” 
n 

approximation de u, = f{n) sera encore obtenue par 2, = Î f(t} dt, l'intérêt 


at 
étant que les sommes partielles de la série de terme général v, s'écrivent très 


simplement par la relation de Chasles. On retiendra en particulier le ”théorème” 
suivant 


THÉORÈME 12-5.2 Si f : [0,+co[- € est de classe C!, avec f’ intégrable 
sur [0,+co[, alors la série de terme général 


m= [7 rot stn) 
est absolument convergente. 


Démonstration : Une intégration par parties donne 
n 
= [ (t-(n-t))f{t)dt 
ni 


(c'est aussi, si on veut, la formule de Taylor avec reste sous forme 
d'intégrale, pour évaluer F{n — 1) — F{n) avec F(x) = f OLOX 


On a alors la majoration 
DRE MAOE 
nl 


qui permet de conclure, puisque l’intégrabilité de f’ entraîne la conver- 
gence de la série majorante. Æ 


EXERCICE 12-5.3 Fonction Ç de Riemann : Montrer que le domaine de définition de 
la fonction d'une variable complexe 


te 1 
LODDE 
ai 
est exactement le demi-plan {s € C] Res > 1}. Montrer que, pour s réel tendant vers 
1 par valeurs supérieures on a 


= 


= A: la série est absolument conver- 
nes 


gente pour tout s tel que Res > I. Elle est évidemment grossièrement 
divergente pour Res & 0. Il reste donc à prouver la divergence pour 
Res €]0,1]. La fonction & + 17" est évidemment C® sur [1,+oo!, 


Solution : Comme Ë 
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EG] 
Eesti 
théorème précédent s'applique. Le cas s = 1 est trivial. Sinon 


sa dérivée vérifie |f/(#)] = et est intégrable sur [1,+oo. Le 


Rasa ee : ri 

an Es nt (ni) 
est le terme général de la série télescopique associée à la suite diver- 
gente ever (le cas Res = 1 requiert peut-être une attention particu- 
lière). Pour trouver l'équivalent de C{s) en 1+, il suffit d’encadrer la 
somme de la série par deux intégrales. 


EXERCICE 12-5.4 Discuter, en fonction de a, la nature de fa série de terme général 


_sinrVr 
TE 


(Dans le cas où le théorème précédent ne permet pas de conclure, on doit pouvoir 
prouver la divergence en niant le critère de Cauchy). 


12-5.3 Utilisation de la relation de Chasles 


Les théorèrnes qui précèdent permettent souvent de ramener l'étude d'une série 
à celle d’une intégrale. Inversement, l’utilisation d’une série permet parfois de 
prouver l'existence d’une intégrale (impropre ou non). Nous étudierons le cas 
T = [a,+ool avec f continue par morceaux, le cas général [a, b[ sc ramenant à des 
études analogues. 


e Si f est positive et s’il existe une suite 4, croissante tendant vers +00 
telle que la série de terme général 


ire [” f{t)dt 


converge, alors f est intégrable et on a (évidemment) 
+co 


oo 
Du = f(#) dt 
n=0 


ao 


Si f est complexe, l'existence d’une telle suite ne peut évidemment pas 
prouver l’intégrabilité de f. Le cas f(t) = sint et a, = 2x montre qu’elle 
n’entraînc pas non plus l'existence d'une intégrale impropre. On pourra 
cependant conclure (exercice) si 


im [flat =0 


ne Je, 


+ int 
C'est la méthode qui a été suggérée pour prouver l'existence de L a 


1 
en utilisant la suite a, = n7 au début de la section sur les intégrales im- 
propres. 
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EXERCICE 12-5.5 Etudier l'intégrabilité sur [0, +oo[ de la fonction 


t 


FO = 1+46sin?t 


EXERCICE 12-5.6 Même question avec 


= ERA 


12-6 Compléments : transformations de 
Fourier et Laplace 


Sous forme d'exercices, on illustre ici l’utilisation des théorèmes relatifs aux inté- 
grales à paramètres pour obtenir quelques résultats élémentaires sur les transfor- 
mées de Fourier et Laplace. En particulier, on obtient (sous certaines hypothèses) 
des résultats d’injectivité, bien utiles dans la pratique : toute l'information sur 
une fonction f est contenue dans sa transformée de Fourier (ou de Laplace). 


12-6.1 Transformation de Fourier 
DÉFINITION 12-6.1 Soit f : R — C une fonction continue par morceaux et 
intégrable. Sa transformée de Fourier est la fonction f définie sur R par 


VER flx)= 4 fer trrtdt 
R 


Cette fonction est parfaitement définie, puisque { ++ f(t)e-2*%t est conti- 
nue par morceaux sur R, avec [f (t)e-#7%| = |f(t)]. Dans tout ce qui suit, f 
représente une fonction intégrable sur R. 


EXERCICE 12-6.2 Montrer que f est une fonction continue bornée sur R, vérifiant 
|A. <a 


En déduire que la transformation de Fourier f > f est une application linéaire continue 
de (£'(R,© ,[||l1) dans l'espace (C?(R, © ,|[]l,) des fonctions continues bornées sur 
R. Si g est une fonction en escalier (nulle hors d’un segment [—A, A]), montrer que 


eh (81 0 


Si f est intégrable, montrer qu'on peut trouver une suite (g2),en de fonctions en escalier 
telles que Lu If — gnils = 0. En déduire que f tend vers 0 en +oo. 
n 


EXERCICE 12-6.3 Transformation de Fourier et dérivation : 
On suppose que f est continue et C! par morceaux, avec f’ intégrable sur R. Montrer 
que 


jus=0 
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et que la transformée de Fourier de sa dérivée vérifie 
VzER f(x) = ir f(x) 


La dérivation se traduit donc, au niveau de la transformée de Fourier, par la multipli- 
cation par un monôme. 

A l'inverse, si on suppose seulement f intégrable et g : t + t f (1) intégrable, montrer 
que f est de classe C? sur R avec 


& . 
VzER (?) (x) = -2inÿ (x) 
Que peut-on en déduire si on suppose £ ++ t? f (1) intégrable (avec p > 2 entier naturel 


quelconque) ? 
On note 


S(R)= {rec (RO IVAIEN in, 270 (6) =0} 


Les fonctions de S (R) sont C® et toutes leurs dérivées sont dites à "décroissance rapide” 
à l'infini. Montrer que & (R) est une sous-algèbre de C® (R, €), que S(R) C L'(R,C) 
et que 


VSES(R) fES(R) 


EXERCICE 12-6.4 Transformée de Fourier d'une gaussienne : soit définie sur 
R par 


VIER plth=e 


Montrer que € S(R), et que sa transformée de Fourier est solution de l'équation 
différentielle 


y'+2r2y=0 


En déduire que 


LS 
(ll 
6 


(on rappelle que () =). 


Plus généralement, si o > 0, on pose 


fe (t) = 
Vérifier que [ fe = 1, et, par un changement de variable linéaire, montrer que 
R 


VrER fla)=e re 


Sur cet exemple très simple, on voit apparaître une propriété importante de la 
trausformation de Fourier : si o est "très petit”, la fonction f, est très ” localisée” 
au voisinage de Q (faire un dessin) et sa transformée de Fourier est alors très 
. Voir à ce sujet l'exercice 16-3.16. 
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EXERCICE 12-6.5 Inversion de Fourier : soient f et g deux fonctions continues 
sur R. Montrer que, pour À et B > 0 quelconques, on a 


L (Loue) seeds f : (freres) (0 à 


En déduire que, si f, 9, f et ÿ sont intégrables sur R, on a 
Lrosoa= [af a 
R R 


En prenant pour g la fonction f, étudiée précédemment, et en faisant tendre o vers 0, 
montrer que 


f continue et f intégrable = / (0) = £ (a) de 
R 


En considérant enfin la fonction x + f (z + {), en déduire la formule d’inversion de 
Fourier 


f continue et Ÿ intégrable = VLER f(t) = [ Fe) et à 
R 


EXERCICE 12-6.6 Déduire des exercices qui précèdent le fait que la transformation 
de Fourier induit un autommorphisme sur l'espace vectoriel S (R). Montrer aussi que 


vresm fur- [57 


12-6.2 Transformation de Laplace 


Dans cette section, nous développerons des techniques analogues à celles qui 
précèdent pour prouver l’injectivité de la transformation de Laplace : 


EXERCICE 12-6.7 Soit f : [0,+co[- R continue et bornée. On définit sa transformée 
de Laplace par 


+00 
ras [soc 


lorsque cette intégrale existe, On posera de même 
a 
Gt) -[ tj (er dt 
Ê 


Montrer que F (p} et G (p) sont définis pour tout p > 0. Déterminer leurs limites 
en +00. 
+ Montrer que #' est dérivable sur ]0,+oo[ avec 
Vp>0 F'(p)=-G{r) 
En déduire que F est indéfiniment dérivable sur R°+. 


e Si f est de plus supposée de classe C' sur [0,+oof, avec f’ bornée, quel lien y 
a-t-il entre la transformée de Laplace de f et celle de f’? 
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« Si f est intégrable sur [0,+cof, montrer que F est continue en 0. Calculer la 
transformée de Laplace de t + 6". 


EXERCICE 12-6.8 On définit la fonction h : R — R par 


+ # 
h(t)= ete" = St D etk+i} 
k=0 


+ Montrer que À est intégrable sur R et que Î h=1. 
Li 


e Sin est un entier naturel non nul, on définit À, : R — R par À, (t) = n (nt). 
Montrer que 


Va>0 CNRC d&=1 
e En déduire que, pour f continue bornée : [0,+oc[— R et x > 0 


tm [ha (0) FU dt = fe) 


n+4+00 Jo 
(après avoir vérifié l'existence de ces intégrales). 


On suppose toujours que f est continue bornée et que F est sa transformée de 
Laplace. 


e Montrer que, pour tout x > Ü et tout n € N° 
+00 (1 400 
RD ete  (n (k + 1)) = hale—t) f(#) dt 
LH 0 


+ En déduire que, s’il existe À > 0 tel que F soit identiquement nulle sur [A,+oof, 
alors f est nulle. Que peut-on dire de deux fonctions continues bornées ayant 
mêmes transformées de Laplace ? 


12-6.3 Produit de convolution : un procédé de ré- 
gularisation 


Si on reprend les deux études qui précèdent, on s'aperçoit qu’elles utili 
même technique, basée sur la notion de produit de convolution. Si 
une fonction intégrable et si g : R —+ € est continue bornée!, on défi 
de convolution de f par g: 


+ Cest 
le produit 


VrER fxot)= [rte -0 460 à 


Les hypothèses failes ici sur f el g assurent l'existence de l'intégrale définissant Le produit de 
convolution. Ce dernier pourrait être défiui dans d'autres siluations, par exemple en supposant 
et g de carrés intégrables. 
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Par changement de variable, on à aussi? 


frats)= fate-0 60 à 


En utilisant une de ces deux expressions, on pourra souvent montrer que la régu- 
larité de f + g est au moins celle de f ou g. Par exemple : 


EXERCICE 12-6.9 Si f est intégrable sur R et g est une fonction C® dont toutes les 
dérivées sont bornées, montrer que f # g est C® sur R et que 


VEN (vgN= gag 


De plus, si on choisit bien la fonction g, f +g sera une "bonne approximation” 
de f possédant la régularité de g : l'opération de convolution est ”régularisante”. 
Par exemple, on a : 


EXERCICE 12-6.10 Soit À une fonction C® à dérivées bornées, intégrable sur R avec 


h>0 et fi: 
R 


(on peut interpréter À comme une densité sur la droite réelle, la masse totale répartie 
étant égale à 1; on peut par exemple prendre À (x) = ee), Si on prend 


ha (t}=nh (nt) 


hx correspond encore à une répartition de masse totale égale à 1, mais qui se concentre 
au voisinage de l'origine : 


Va>0 lim f Rat) dt=i 
no Je 


Si f est une fonction intégrable bornée sur R, la suite (fi) en = (/ # An) en est formée 
de fonctions C® {d’après l'exercice qui précède). Montrer que, si zo est un point de 
continuité de f,on a 


im, a (Eo) = j (80) 


Si de plus, f est continue sur un intervalle Ja, b{, montrer que la convergence est uniforme 
sur tout segment inclus dans Ja, b[. 


Nous reverrons ultérieurement ce genre de technique (voir notamment la sec- 
tion 16-2.4.2). Terminons par une utilisation de la convolution pour démontrer 
le théorème de Weierstrass : 


28i g est de plus nulle hors d’un segment (A, A] (on dit alors que g est à support compact), 
on aura aussi 


+4 
HOFICEOE 
à 


à 
pots [re-0 90 à= 
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EXERCICE 12-6.11 Si.n € N°, on définit f, :1R— R par fa (#) = 0 si [el > 1 et 
AO=LQ 2) si ei 
Cn 


où c, est choisi pour avoir 


fa=froas: 


: 
«> (= #"at 
0 


Montrer que 


et en déduire que 
Va>0 Im :. fat) d=1 
fes 


L & x 11}, 
Soit f une fonction continue sur [3 il à valeurs dans € On prolonge f en une 


1 1 
214 


1 
fonction g continue, nulle hors de EE d] et affine sur chacun des segments F 
et F2. Montrer que la suite (f, + g) converge uniformément vers f sur F3 


1 
Pour {x| < rl montrer que 


het [ln 6-0 50 a 1 ff (6-0) 0 à 


En déduire que toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite 
de polynômes. 


12-7 Exercices 
EXERCICE 12-7.1 Soit f € C'{R*, R) telle que f? et (f”)? soient intégrables. Montrer 
as 
ae [ (F9? existe. 
À 
sa 

EXERCICE 12-7.2 Soit f € CR, R) telle que Î fe + t) — f{æ)lde existe pour 
tout LÉ jet ait ob) mai vhtalnage de 0! Que: peut-on dire def? 

+00 
EXERCICE 12-73 Existence et calcul de Î eP+ ha, 

0 


EXERCICE 12-7.4 Soit f continue par morceaux, positive décroissante telle que l’in- 
+00 

tégrale Î f(t}dt existe. Déterminer 
0 


#00 
dire, 22 AItn) 
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Application : si & > —1, donner un équivalent, pour x tendant vers 1 par valeurs 
inférieures, de 


+00 
Sn” 
nl 
(on pourra poser À = — In x). 


EXERCICE 12-7.5 On suppose f continue de [0,+oo[ dans R et de carré intégrable 
ë 
sur R*. On pose F{x) = Î f(t)dt. Montrer que, pour tout x on a 
0 


°F? FO 
pe æ<2f Ta. 


En déduire que 


+ F(P +, 
J n a<af Fat. 


Traiter le cas de l'égalité. 

EXERCICE 12-7.6 Soit f € C([1, +oof, 5.) avec L  É em +00 avec y €] - 1, +00 
et p 3 0. Montrer que f n'est pas intégrable sur (1, +oof et que ': * float — je et 
+0. Trouver un équivalent en +00 de f Vie” Fat. 

EXERCICE 12-7.7 Soit f continue : ]0,+00[-+ €. On suppose que 4e) à une imite 
en 0 ct en oo. Soient a > Det 6 > 0, étudier l'existence et la valeur de 


+ pf(ar) — af(b. 
Î (az) af 7) p, 


E 


EXERCICE 12-7.8 Soit À, une suite de réels tendant vers +00 et f : R; -+ R continue 
par morceaux et intégrable sur R. Montrer que 


is 
Em [ (8) sin Autdt = 0 
0 


no 


ml 


EXERCICE 12-7.9 Calculer lim >. 
nto Le 


1 


| 
EXERCICE 12-7.10 Existence et calcul de 1 = [ (= 3) £. 
A 


EXERCICE 12-7.11 Discuter, selon les valeurs du réel a, l'existence de l’intégrale 
Do f 
{éventuellement impropre) Î in ( + de) dr. 
Q 


2 VE eV 
EXERCICE 12-7.12 Montrer que, pour a > 1on à { 


— dt Ur Z — O0. 
ART: mz P 
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EXERCICE 12-7.13 Discuter en fonction du paramètre réel a le comportement de la 
suite 


Ile) = [ lanta 
0 


1 es nu 
EXERCICE 12-7.14 Calculer 1, = Î Nfbetrte) ts ) 47 (on utilisera des séries). 
0 


+00 di 
EXERCICE 12-7.15 Existence de 1, = [ Te D Limite de I, lorsque n-++00. 
, 
Convergence et somme de la série de terme général (-1)"2,. 


+w Arctan (3) 


Te 


EXERCICE 12-7.16 Existence et calcul de Î 
0 


+oo de 
EXERCICE 12717 Existence de [LÉ pebaet 8 eR 
Pres 


œ 
EXERCICE 12-7.18 On pose f(x) = ÿ. pour z > 0. Etudier la continuité et 
= 


(eu 

Vrtn 
1 

la dérivabilité de f, ses limites en 0 et +00. Montrer que f(x) Ewhul +00, puis 

rl l'existence d’un développement limité à tout ordre en +oo selon les puissances 

de : de /z f(x). Montrer que 


+00 ets 
1e [ Var" 


+00 

EXERCICE 12-7.19 On pose h(a) = Î er cos{ax)dr. Montrer que À est de classe 
a 

C! sur R et la calculer. 


sinez 


oo 
EXERCICE 12-7.20 On pœe F{a) = F. PES) 
nuité, dérivabilité, calcul de F' et F”. En déduire la valeur de Fa) en fonction de 


dr. Existence de F, conti 
+ gint x Re 

Î Star, puis la valeur de cette dernière intégrale. 
A 


1 dr 
EXERCICE 12-7.21 Comportement en co de 4{t) = [ ere Dr donner 


un équivalent. 


; LS JE 
EXERCICE 12-7.22 f est continue sur [0,+oo{ et F{x) = its 
o 


1. On suppose f intégrable. Etudier la définition et la continuité de F sur ]0,+oof, 
puis Jim zF(z). 
240 


+400 
2. Reprendre ces questions, en supposant seulement l'intégrale [ f{z)dz im- 
o 
propre. 
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D+e f(t) : en 
3. On suppose que Pat existe. Etudier lim F(z). 
0 t 2-0 
+%_sinat 
EXERCICE 12-7.23 Montrer que z + g(x) = Î Q+ 54 est CŸ sur R et C* sur 
Q 


R*+. Montrer que 4 est solution sur R°+ d’une équation différentielle linéaire d'ordre 
4 à coefficients constants. Déterminer &{x) pour x > 0. 


= (-1# ! dr 
EXERCICE 12-7.24 Montrer que pour tout a >Oona: ÿ| = 
k=0 


ak+1 op 1+22 


Chapitre 13 


Formes quadratiques sur un espace 
réel 


Nous nous limiterons dans ce chapitre à l’étude des formes quadratiques sur 
un espace vectoriel réel. De très nombreux résultats subsistent lorsqu'on travaille 
sur un corps quelconque (de caractéristique différente de 2). Seuls les résultats 
relatifs au signe d’une forme quadratique sont spécifiques à R. 


13-1 Formes bilinéaires et formes quadra- 
tiques 


13-1.1 Définitions 


13-1.1.1 Formes bilinéaires symétriques et antisymétriques 


Conformément à ce qui a déjà été vu dans le chapitre traitant des applications 
multilinéaires et des déterminants : 


DÉFINITION 13-1.1 SiE est un R-ev, une forme bilinéaire sur l'espace E est 
une application 


P'EXER (sy) v(zv) 
linéaire par rapport à chacun de ses arguments : 


VreE pre) etp(e,x)€ E° fespace dual de E) 
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On sait que l’espace L2 (E,R) des formes bilinéaires sur E est un espace vec- 
toriel (c’est clairement un sous-espace vectoriel de RE*E). 


DÉFINITION 13-1.2 Une forme bilinéaire @ sur E est symétrique si et seule- 
ment si 


VUE p(r,y)=v(z) 
Elle est antisyméirique si et seulement si 
VRYEE v(ry)=-vlux) 
On note £2, (ER) (resp. Lz,a (E, R)) l'ensemble des formes bilinéaires symé- 


triques (resp. antisymétriques) sur l'espace IE. 


PROPOSITION 13-1.3 £.(E,R) et £2. (E,R) sont deux sous-espaces sup- 
plémentaires de £2(E,R). Toute forme ÿ € £2(E,R) se décompose de 
manière unique sous la forme 


P=pstr avec p, € Cr (ER) et 9 € Le (ER) 
et on à, pour tout couple (r,7) de vecteurs de E, 


peu = 5h) +602] et 2 ŒU= eEn vue) 


Démonstration : Exercice. Le résultat subsiste si on remplace le 
corps des réels par un corps de caractéristique # 2. 1 


Comme nous l'avons montré dans le chapitre sur les déterminants : 


PROPOSITION 13-1.4 Une forme bilinéaïre 4 sur E est antisymétrique si 


et seulement si 
VrecE y(z,x)=0 


EXEMPLE 13-1.5 Si /, et !2 sont deux formes linéaires sur l’espace E, montrer 
que l'application 


P'EXER (sg) v(zy)=h(s)L(y) 
est une forme bilinéaire sur Æ. À quelle condition est-elle symétrique ? antisymé- 


trique? En particulier, si l’espace E est de dimension finie, en travaillant avec les 
formes coordonnées dans une base B = {e1,... ,e,}, on voit que toute application 


(: = D die, y = >» ui) + D airiÿ 
1 j=1 GE 


(où À = (aisigien € M, (R)} est combinaison linéaire de formes bilinéaires et 
1 

est donc également dans £2 (E, R). Nous verrons ultérieurement qu’en dimension 

finie Loute forme bilinéaire est de ce Lype. 


EXEMPLE 13-1.6 Sur l’espace €? ({a, b],R) des fonctions réelles continues par 
morceaux sur un segment {a,b], l'application 


1 
cos [ POFIOPO. 


où w € CF, ([a, b] ,R) est fixée, est clairement une forme bilinéaire symétrique. 
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13-1.1.2 Forme quadratique associée à une forme bilinéaire 
symétrique 


DÉFINITION 13-1.7 Une application ® : E -» R est une forme quadratique si 
et seulement s'il existe une forme bilinéaire symétrique sur IE telle que 


VreE ®(zx)=v(r,x) 
On dit alors que & est la forme quadratique associée à la forme bilinéaire @. 


L'espace Q(E) des formes quadratiques sur E est clairement un espace vec- 
toriel (sous-espace vectoriel de E°) et l'application 


L2s (ER) + QE) + ® définie sur E par ®(r) = y(x,z) 
est évidemment linéaire. C'est en fait un isomorphisme d'espace vectoriels : 


THÉORÈME 13-1.8 Si & € Q(E), il existe une unique forme bilinéaire sy- 
métrique à laquelle ® soit associée. Cette forme bilinéaire symétrique > est 
appelée forme polaire de la forme quadratique . Elle est reliée à celle-ci 
par la formule (dite de polarisation) 


VENEE etui) 718 +u)-#() 0 (0) 
La correspondance ++ ® est donc un isomorphisme de £,(E,R) dans 


Q(E). 


Démonstration : Si ® est associée à une forme bilinéaire symé- 
trique ÿ, on à 


VU EE (r+v)=v(r+uz+v) 
= p(e,r)+2p(x,v) +(v,y) 


en développant par bilinéarité et cn tenant compte de la symétrie de 
&. On a donc bien l’expression annoncée de &(r,y) en fonction de 
S(z+u), S(z)et®(y). M 


En développant ç (Az + y, Ar + y) où x et y sont deux vecteurs de E et À un 
scalaire, on obtient l'identité remarquable : 


B(Az + y) = ME (x) + 2Ap(x,y) + & (y) 


On en déduit aisément une seconde égalité permettant de reconstruire la forme 
polaire à partir de la forme quadratique : 


VENEE eye e+1)-8(-v) 


Remarquons également que, par construction, une forme quadratique $ € Q(E) 
est une application homogène de degré 2 de E dans R : 


VzeE VAGR (hr) = (x) 
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£XERCICE 13-1.9 Montrer qu'une application Q de E dans R est une forme quadra- 
tique sur l’espace E si et seulement si elle est homogène de degré 2 et si l'application 


(yn Q(x +1) -Q(x)-@ (uv 
est bilinéaire (comme cette application est symétrique, on a simplement à vérifier la 


linéarité par rapport à un des arguments). 


REMARQUE 13-1.10 Si # € £L2(E,R) est une forme bilinéaire (non nécessaire- 
ment symétrique) l'application Ÿ : E — R définie par Y (x) = Ÿ(z,z) est aussi 
une forme quadratique. Pour s’en convaincre, il suffit de décomposer Ÿ = #,+%, 
en partie symétrique et antisymétrique et de remarquer que, pour tout x de E, on 
a p(x,x) = #,(x,x), à cause de l’antisymétrie de 4. La correspondance ÿ + Y 
est toujours linéaire de £,(E,R) vers Q(E), mais le noyau de ce morphisme est 
Lis (E,R}. 


13-113 Restriction à un saus-espace 


Soit ® € Q(E) une forme quadratique sur Ë Si F est un sous-espace vectoriel 
de E, la restriction de ® à F est une forme quadratique sur F : il suffit en effet 
de remarquer que la restriction de la forme polaire (à F x F) 


= pre FXF—R 
esl une forme bilinéaire symétrique sur F, vérifiant évidemment ®|r (x) = #(x,x) 
pour tout x € F. 
13-1.2 Forme quadratique positive, définie positive 


Dans cette section, le fait que le corps de base soit R est évidemment fondamental. 


13-12.1 Défi 


DÉFINITION 13-1.11 Une forme quadratique ® € Q(E) est positive sur E si 
et seulement si 


ons 


VzeE %(:)>0 


Elle est négative sur E si —@ est positive. On dit enfin que ® est définie! sur E 
si et seulement si 

Vr#0e D(x)#0 
PROPOSITION 13-1.12 Si ® est une forme quadratique définie sur E, elle 
est définie positive ou définie négative’. 


llerminologie usuelle, mais un peu malheureuse. 
2$ur un corps ordonné quelconque, ce résultat n’est plus vrai : sur E = Q? considéré comme 
Q-cv, l'application 


EQ (ayrrzt-2ÿ 


est une forme quadratique définie, qui ne garde pas un signe constant. 
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Démonstration : Supposons qu’il existe deux vecteurs x et y € E 
tels que 
D(r)>0 et d(y) <0 


Pour t € R, on considère 
Dtr+y) = 2D(r) + Ay(x,y)+ (y) 


expression polynomiale de degré 2, posilive au voisinage de +00 et 
négative en 0. On en déduit l'existence d’un réel to > 0 avec 


& (oz + y) = 0 


soit dot + y = 0e puisque ® est supposée définie. Mais on a alors 
{y} = Ÿ(—tor) = 180 (x) > 0, ce qui contredit D (y) < 0. Tous les 
vecteurs de E non nuls ont donc des images par $ de mêémesigne. 


Une forme quadratique définie sur E pourra donc toujours être supposée po- 
sitive (après multiplication éventuelle par —1). Nous noterons Q+ (E) l’ensemble 
des formes quadratiques positives sur IE et Q"+ (E) cclui des formes quadratiques 
définies positives sur . Il s'agit de deux cônes de Q (E) (c'est-à-dire d’ensembles 
stables par les homothéties de rapports strictement positifs) qui sont clairement 
convexes. 


REMARQUE 13-1.13 Par abus de langage, nous dirons parfois qu’une forme 
bilinéaire symétrique & sur E est définie positive lorsque la forme quadratique 
associée l'est. Il est cependant évident qu’une forme bilinéaire symétrique non 
nulle ÿ : E x E — R est surjective, et ÿ (E x E) ne peut pas être inclus dans R*. 


13-1.2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz 


PROPOSITION 13-1.14 Si ® est une forme quadratique positive sur R et 
ÿ est sa forme polaire, on a 


VAuycE [peu] <@(:)-2(y) 


Il y a égalité si et seulement s'il existe une combinaison linéaire z de x et y à 
coefficients non tous nuls telle que ® (z) = 0. Lorsque ® est définie positive, 
il y à égalité si et seulement si {r,y} est liée. 


Démonstration : Pour {€ R, on pose, x et y étant deux vecteurs 


dE, 
P{t)= bftr+y) =D (x) + Apr, y) + D (y) 


fonction polynomiale de degré inférieur à 2, ne prenant par hypothèse 
que des valeurs positives. Si ®(x) = 0, ce polynôme ne peut être 
que constant, donc 4 (x,y) = D, et l'inégalité à prouver est alors une 
égalité. Si & (x) > 0, le polynôme est de degré 2 et ne garde un signe 
constant que si son discriminant est négatif ou nul, ce qui donne bien 


Pay) < 9 (x).@ (y) 
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S'il y a égalité dans l'inégalité de Schwarz le polynôme P est constant 
donc & (x) = 0 ou P est de degré 2 à discriminant nul, et donc il existe 
4 ER tel que D (2) = 0, pour z = to + y. Réciproquernent, lorsque 
&(zx) Z 0, l'existence d’un tel tÿ montre que le polynôme P possède 
une racine. Conune P est positif, cette racine est nécessairement 
double, et le discriminant de P est nul, ce qui donne l'inégalité de 
Schwarz. M 


REMARQUE 13-1.15 L'inégalité de Schwarz peut aussi s'écrire 


VayeE ltul< VéG)V8t 


Il ne faut évidemment pas mélanger les deux écritures : dans la première les deux 
membres sont des fonctions homogènes de degré 2 de x. Ce sont des fonctions 
(positivement) homogènes de degré 1 pour la seconde. 


COROLLAIRE 13-1.16 Si $ € Q*(E), l'application 
Ne:E+Rt x V0(x) 


est une semi-norme sur l'espace E. C'est une norme lorsque à est définie 
positive. 
Démonstration : On à évidemment 
VaeE VAR Na(Az) =/[A|.Na(x) 


L'équivalence Ne (x) = 0 & x = Op n’est évidemment vérifiée que 
lorsque l’on à ® € Q°*t(E). Enfin, l'inégalité triangulaire 


VEUNEr Ve(r+u)< VE (x) + Vo(u) 


(appelée dans ce cas inégalité de Minkowski) est conséquence de l’in- 
égalité de Schwarz : s'agissant d’une inégalité entre réels positifs, elle 
sera vérifiée si et seulement si les carrés des deux membres sont dans 
le même ordre, soit 


Pr+y)< (x) +6(1)+2V8 (x) V8 (y) 


En développant par bilinéarité le premier membre, cette inégalité est 
équivalente à 


eau) < V9 (x) V8 (y) 
ce qui est bien vérifié par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 
COROLLAIRE 13-1.17 L'inégalité de Minkowski 


VE (+) < V8 (rx) + V8 (y) 


est une égalité si et seulement s’il y a égalité dans l'inégalité de Schwarz et 
si p(x,y) > 0. Lorsque & € Q**(E), cela signifie exactement que l'un des 
deux vecteurs x ou y est nul ou que x et y sont R°+ proportionnels (donc 
colinéaires et de même sens). 
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L'inégalité de Cauchy-Schwarz a une conséquence importante, sur laquelle 
nous reviendrons dans le cas particulier de la dimension finie : 


COROLLAIRE 13-1.18 Si ® est une forme quadratique positive sur E et de 
forme polaire , pour x € E on à 


P(x)=0 4 p(r,e) = 0e 
{forme linéaire nulle sur l'espace E). 


Démonstration : implication @(x,e) = Os + (x) = 0 est 
toujours vraie, sans considération de signe pour $, tout simplement 
parce que ® (x) = w(z,#). La réciproque est conséquence immédiate 
de l'inégalité 


VycE lp(ru]<VS(G)VS(y) 


Attention! Ce corollaire n’est plus vrai pour une forme quadratique 
dont le signe n’est pas constant : on vérifie par exemple aiséraent que 


D:RHR œ=(r,r)m rx} 


est une forme quadratique* sur E = R?, et que le vecteur z = (1,1) annule #, 
alors que 


pass) RH R (guy) mi — ve 


n'est pas la forme nulle. 


13-2 Formes quadratiques en dimension fi- 
nie 
Dans cette section, l’espace E, est supposé de dimension n. 


13-2.1 Matrice d’une forme bilinéaire dans une base 
13-2.11 Définition 


Supposons que 4 € L(E,,R)soit une forme bilinéairesur E,. Si B = {e1,.… ,e,} 
est une base de E,, on pourra développer (x, y) par bilinéarité si l'on connaît 
les coordonnées de x et y dans B et les images des couples de vecteurs de base 
par @ : pour 


D et y= a 
jai 
SAssociée à la forme bilinéaire symétrique y définie par 


Prr,22) (rte) = nu — save 
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On aura 
ptau)= D aipeiy) = DYaivv(ese;) 
i=l iæi j=l 


On voit ainsi que est entièrernent déterminée dès que l’on connaît les n°? images 
par w des couples de vecteurs de base. Ceci amène à la définition 


DÉFINITION 13-2.1 Si € £2(Eu,R) et B = {e,.…,e,} est une base de E,, 
on appelle matrice de dans la base B la matrice carrée 


M =M(y,B)= (e(erehigier € M, (R) 


Le calcul précédemment effectué peut alors s’écrire matriciellement : si X et 
Y sont les vecteurs colonnes représentant respectivement x et y dans B, le scalaire 
# n 
D (vec) :) peut s'interpréter comme le produit de la ligne X par 
1 F1 
la colonne MY et par conséquent 


e(y) = 'XMY 


13-2.12 Dimension des espaces L2 (E,,R) et £2,s (Ex, R) 


Nous avons vu que la matrice d’une forme bilinéaire dans une base caractérisait 
entièrement cette forme bilinéaire. Plus précisément : 


PROPOSITION 13-2.2 Si B est une base fixée de E,, l'application 
LE, R) + MR) ve M(v,8) 
est un isomorphisme d'espace vectoriel. 


Démonstration : Cette application est clairement linéaire. On 
sait qu’elle est injective. Si À = (a)igig» € MR) est donnée, 
l'expression 


etey)= DD aise 


Bi ji 


n n 
(avec bien sûr x = rie et y= Due) définit une forme bili- 


ii jai 
néaire sur E, (voir exemple 13-1.5) vérifiant &(e;,e;) = a, donc 
M(y,B)= À. L'application considérée est donc aussi surjective. M 


COROLLAIRE 13-2.3 Avec les notations qui précèdent, est symétrique si 
et seulement si M = M (9,B) l'est, c'est-à-dire 


‘M=M 
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et l'application £L2,(Æ.,R) -> S, (R) qui à une forme bilinéaire symétrique 
associe sa matrice dans B est un isomorphisme d'espaces vectoriels (S, (R) 
désignant l'espace des matrices carrées réelles symétriques d'ordre n). De 
même 4 est antisymétrique ssi 


‘M=-M 


et Li, (Ex, R) est isomorphe à À, (R) espace des matrices carrées antisymé- 
triques. 


Démonstration : Si @ est symétrique, on a évidemment 
Vii pee) = (ee) 


et donc ‘M = M. Si réciproquement M est symétrique, on a en 
calculant dans la base B 


VayeE p(x,y)='XMY = '(XMY) 
= 'YMX ='YMX = (y) 


Le cas de l’antisymétrie se traite de la même manière. Remarquons 
que, matriciellement, la décomposition d’une forme bilinéaire en som- 
me d’une partie symétrique et d'une partie antisymétrique est simple- 
ment la décomposition 


1 1 
M = 3 (M +°M) +5 (M-'M) 
de M dans la somme directe M, (R) = 5, (R)® A, (R). M 


COROLLAIRE 13-2.4 Si E, est un espace vectoriel de dimension x 


n(n—1) 


dim La, (Es, R)= 3 


+0 et dim£re(E,R)= 


(et donc évidemment dim £2(E,,R) = n°). 


REMARQUE 13-2.5 Attention aux notations : ne pas confondre la notion de 
matrice d’un endomorphisme dans une base avec celle de matrice d’une forme 
bilinéaire. La matrice d’une forme bilinéaire se remplit coefficient par coefficient ; 
si on change par exemple un des vecteurs de la base, on ne modifie qu’une ligne 
et une colonne de la matrice. C’est totalement différent de ce qui se passe avec la 
matrice d’un endomorphisme, qui est en général complètement transformée dès 
qu'on change un vecteur de basc. Nous verrons dans la section suivante que les 
formules de changement de base ne sont pas les mêmes. 


REMARQUE 13-2.6 Dans le même ordre d'idée, si E, = F, @ G,-, et si on 
choisit B = B;1 U B; une base adaptée à cette décomposition on aura une décom- 
position par blocs de la matrice d'une forme bilinéaire 


M-mtas)-(2 5) 
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avec immédiatement 
A = M(vlr,xr,, Bi) € MR) et D = M(vle,,x6.., 82) 


On voit en particulier que la donnée des restrictions de & aux deux sous-espaces 
supplémentaires F, et G,_, ne permet pas de reconstruire w en totalité : en 
travaillant matriciellement, on n’a aucune information sur les matrices B et C. 


REMARQUE 13-2.7 Si & est une forme bilinéaire sur IE, et ® est la forme 
quadratique associée, la matrice de 4 dans B sera aussi appelée matrice de ® 
dans cette base (il n'y a aucune ambiguité, puisque ® caractérise &) : 


M(8,8)= Gle)hisige € Sa (R) 


Ici encore, il est une erreur à ne pas commettre : les coefticients diagonaux 
de cette matrice sont les (®(e;)),.e,. Ils donnent certes une information sur 
$. Mais ces n coefficients sont insuffisants pour déterminer ® : une forme 
quadratique n’est pas caractérisée par les images des vecteurs d'une 
base de l’espace! 


13-2.1.3 Effet d'un changement de base : matrices congruentes 


Soit 5 € L2(E,,R)et M sa matrice dans une base B de E,. Si B’ est une autre 
base et P € G£L, (R) est la matrice de passage de B à B', on détermine à l'aide de 
M et P la matrice N de ÿ dans B': si x et y sont deux vecteurs de E, représentés 
par les colonnes X et Y dans B et les colonnes X’ et Y’ dans B”, on à d'après les 
formules de changement de bases 


X=PX'etY=PY" 
ce qui donne 
eu) = tXMY ="'(PX')M(PY')="'X'(PMP)Y' 


Cette égalité étant vérifiée quels que soient les vecteurs X' et Y” on a, d’après 
l’unicité de l’écriture matricielle d’une forme bilinéaire dans une base donnée 
(proposition 13-2.2), 


N='PMP 


DÉFINITION 13-2.8 Si M ei N sont deux matrices de M, (R), on dit que N 
est congruente à M si et seulement s'il existe une matrice P € GL, (R) telle que 
N ='PMP. 


Avec le calcul précédent, en interprétant par exemple M comme matrice d’une 
forme bilinéaire dans la base canonique de R" et P comme matrice de passage de 
cette base canonique à une autre base de R", on obtient immédiatement 


PROPOSITION 13-2.9 Si M et N sont dans M, (R), N est congruente à 
M si et seulement si M et N représentent la même forme bilinéaire dans 
deux bases de R” (ou de tout espace réel de dimension n). La relation de 
congruence est une relation d'équivalence sur M, (R). 
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(cette dernière affirmation peut aussi se vérifier directement). Il est clair que 
si M est symétrique, toute matrice congruente à M l’est aussi : on peut utiliser 
la proposition précédente, ou utiliser simplement 


*CPMP) =tP'MP 


On a une propriété analogue dans le cas de matrices antisymétriques. 

Attention! Contrairement à ce qui se passe pour les matrices sem- 
blables, les déterminants de deux matrices congruentes ne sont pas 
égaux en général : 


VMNEM,(R) VPEGL,(R) 
N ="tPMP = det({N) = [det (P)}°.det (M) 
On s'aperçoit simplement que la nullité de l’un des déterminants équivant à la 


nullité de l’autre, et que, lorsqu'ils sont non nnls, ces deux déterminants ont même 
signe (puisque [det (P)}° > 0). 


DÉFINITION 13-2.10 Si & est une forme quadratique sur E,, le discriminant 
de ® dans une base de E, est le déterminant de la matrice de ® dans cette base. 
Le signe de ce discriminant ne dépend pas de la base choisie. 


Il est également nne propriété conservée par congruence, sur laquelle nous revien- 
drons dans le cas des matrices symétriques : 


PROPOSITION 13-2.11 Deux matrices congruentes ont même rang. 


13-2.2 Expression d'une forme quadratique dans une 
base en dimension finie 


Revenons au calcul effectué à la section 13-2.1.1 dans le cas d’une forme bilinéaire 
symétrique et de la forme quadratique qui lui est associée : si M — {a)igien € 

Sn 
SR) est la matrice de € £a, (E1,IR) dans une base B, et si X et Y sont les 
colonnes représentatives de x et y € E, dans cette base, on a 


play) ='XMY = VS aijriy 
Era 
1kJén 
ce qui donne l'expression de la forme quadratique 
VzEE, d(z)='XMX = ŸÙ air, 
Se 
RFA 


qu'on peut écrire aussi, en tenant compte de la symétrie de la matrice M 


a 
S(r)= Daurt+2 D ame, 
Cart N 


( 
igréren 
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L'usage veut que l’on désigne un terme comme "air?" sous l'appellation "terme 
carré”, alors que, pour à # j, 2a;jxit, est un terme rectangle”. Dans la base 
B, ®{x) s'exprime donc comme fonction polynomiale homogène de degré 2 des 
coordonnées du vecteur x. Réciproquement, toute expression de ce type définit 
une forme quadratique sur E, : si 


n 
VreE, (x)=— Yaust+ y Bijtit; 
Fi F2 
agen 
est. un polynôme homogène de degré 2, on peut écrire, avec les mêmes notations 
que précédemment 
VzeE, ®(x)='XAX 
où la matrice À = (ais) sig € 8, (R) est définie par 
En 


L sh Dr à l 
Vie{l,...,n} axa et Vi,jef{l,...,n} aveci<3j ai = où = 5B 


53 
etilest clair que (x, y) = *X AY définit une forme bilinéaire symétrique sur E,, 
et que ® est la forme quadratique qui lui est associée, 


Attention au facteur — : on dit que l'on dédouble les termes rectangles pour 


obtenir la matrice de la forme quadratique. L'expression de la forme polaire 
dans la base B peut s’obtenir selon le même principe sans qu’il soit nécessaire de 
présenter les calculs matriciellement{ : 


= 1 
VAueE, play)= D amit D ZPitv;+aiu) 
ea] ps 
igiésen 


PROPOSITION 13-2.12 Une application Q : E, — R est une forme qua- 
dratique si et seulement si Q s'exprime dans une base quelconque de E, 
comme fonction polynomiale homogène de degré 2 des coordonnées dans 
cette base. 


Avec le caleul qu'on vient de faire, on a aussi 
COROLLAIRE 13-2.13 Si M et N sont deux matrices de S, (R) 
M=N&VXER" ‘XMX ='XNX 


Lorsque M et N sont deux matrices de M, (R), la proposition 13-1.4 montre 
d'ailleurs que 


VXER" 'XMX='XNX & M-NEA,(R) 


#Retenir que le terme carré z? se ” polarise” en r;y, alors qu'un terme rectangle ziz; {i # j) 
sæ "polarise” en À (zip; + zjy). 
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13-2.3 Interprétation de la matrice d'une forme qua- 
dratique 
13-2.3.1 Morphisme E, —+ FE; associé à une forme bilinéaire 
symétrique 
Si p € Lis (E,, R), pour tout x € E,, l'application 
pére) ER y v(r,y) 


est une forme linéaire sur E,. La linéarité de & par rapport à son premier argu- 
ment montre que cctte forme dépend linéairement de x. 


DÉFINITION 13-2.14 Si ÿ € Lis (En, R), l'application & de l’espace E, dens 
son dual E; définie par 


E, 3zr (x) =v(xe) 


est un morphisme d'espaces vectoriels, appelé morphisme de E, vers E; canoni- 
quement associé à +. 


Nous pouvons à présent interpréter la matrice de # dans une base comme 
matrice d’un morphisme d'espace vectoriel. Si B est une base de E,, on notc B* 
sa base duale (c'est-à-dire la base de E; composée des formes coordonnées dans 
B). 


PROPOSITION 13-2.15 Si 6 € Li, (En, R) et B est une base de E, 
MB) = M(6,B,8") 
Démonstration : Le coefficient a;,; d'indices (i,j) de la matrice 
A = M(6,B,B*) est, par définition, la i*"° coordonnée dans la base 
B° de ÿ(e;) = (e;,e), c'est-à-dire, par définition de la base duale 
Be) (e) = pese) = plenc;) 
puisque ÿ est symétrique. M 


EXERCICE 13-2.16 Utiliser ce résultat pour retrouver la formule de changement de 
base abtenue à la section 13-2.1.3 


En utilisant cette interprétation de la matrice d'une forme quadratique, on 
comprend mieux pourquoi son rang ne dépend pas de la base choisie pour écrire 
la matrice : 


13-2.3.2 Rang et radical d’une forme quadratique 


DÉFINITION 13-2.17 Soit ® € Q(E,) et € La, (Es, R) sa forme polaire. On 
appelle rang de ® ou rang de @ le rang de l'application &. C’est donc aussi le 
rang de la matrice de & dans une base quelconque de E, : 


rang ® = rang = rang @ = rang M (y,B) 
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Il est intéressant d'étudier le noyau du morphisme & : c'est la notion de radical 
d’une forme quadratique. 


DÉFINITION 13-2.18 Sid € Q(E) etw est sa forme polaire, on appelle radi- 
caf de ® (ou de ) le noyau du morphisme G : 


Rad® =kerÿ={reE, |(x,e) = 0e,} 
Le théorème du rang appliqué à ÿ donne immédiatement : 
dim Rad $ = dimE,, — rang ® 


Lorsque le rang de ® est strictement inférieur à la dimension de {° , on dit 
que la forme quadratique ® est dégénérée : cela veut dire qu’en fait, l'étude de 
Ÿ peut être ramenée à celle d’une forme quadratique sur un supplémentaire de 
Rad #, c'est-à-dire sur un espace de dimension < n. En effet, si E, = SŒRad®, 
pour x et y se décomposant en r = 2$++r et y = ys + yn dans cette somme 
directe, on à 


plry) = plrsys) +v(rs,vr) + v(zrus) + v(rr,ur) = p(xs,us) 
puisque les formes 4 (xr, +) et &{yr,e) sont nulles. En particulier, pour x = y 
D(x) = D (xs) 


Matriciellement, si on travaille dans une base B = B5 U Br adaptée à cette 
décomposition, la matrice de ® aura la forme 


M=m(e8)= (à di) 


où la matrice À € M, (R) (avec r = dimS = rang ®) est la matrice de ®|s dans 
la base Bs. Comme M doit être de rang r, on a d’ailleurs À € G£, (R). Dans 
une base bien choisie, certaines coordonnées n'apparaissent pas dans l’expression 
d'une forme quadratique dégénérée. 


13-2.3.3 Forme bilinéaire symétrique et forme quadratique non 
dégénérée 

Conformément à la définition donnée plus haut, on dit qu'une forme quadratique 

# sur E, est non dégénérée si ellc est de rang n. Cela signifie que sa matrice dans 


une base quelconque de E, est inversible. Ou encore que & est un isomorphisme 


de E, vers E; : 


On dit aussi ”noyau de g” (ou de &). Mais cette terminologie est malheureuse, car ce n’est 
pas l’ensemble 


C(&)={2€E, |®(2)=0) 


On a en effet Rad $ € C ($) mais l'inclusion est stricte en général (mais il y a égalité lorsque ® 
est positive) : voir proposition 13-1.18 et le contre-exemple qui suit. 

Donc, en travaillant dans une base B, si M = M (®,8), les vecteurs du radical de & sont 
représentés par les colonnes X vérifiant MX = 0. 


13-3 Réduction d'une forme quadratique et signature 625 


PROPOSITION 13-2.19 Si & est une forme quadratique non dégénérée sur 
FE, l'application 


rm y(x,e) 
est un isomorphisme d'espace vectoriel de E, sur son dual. 


Toute forme linéaire { € IE; s'écrit donc de manière unique sous la forme 
else), avec x € E,. Des problèmes faisant intervenir des formes linéaires sur E, 
peuvent donc alors se traiter de manière ”interne” (en travaillant avec des vecteurs 
de l’espace), en identifiant la forme | = (x,e) avec le vecteur +. Par exemple, 
un hyperplan H de E, caractérisé par une forme linéaire (ou plus précisément 
par une droite vectorielle de E*) sera caractérisé par une droite vectorielle de E,.. 
C’est en particulier ce point de vue que nous adopterons dans le cadre des espaces 
euclidiens, avec la notion de normale à un hyperplan. 


EXEMPLE 13-2.20 Toute forme & quadratique définie positive sur E, est non 
dégénérée, puisque dans ce cas 


pme) = 0m + (e)= pfre)= 02 2 = 0m 


ce qui prouve l'injectivité de &, et donc rang ® = n. Il n’y a évidemment pas de 
réciproque. Sur l’espace E = R?, la forme quadratique définie sur X = (x,y) 
par 


D(X)= x y 


est non dégénérée’, mais pas de signe constant. 


13-3 Réduction d’une forme quadratique 
et signature 


Nous avons vu dans la section précédente que toute matrice carrée d'ordre n 
symétrique de rang r étail congruente à une matrice de la forme 


és n) avec À € GL,.(R) 


Nous allons voir ici que l’on peut aller plus loin, et imposer à À d’être diagonale. 
Le raisonnement serait valable sur un corps quelconque (de caractéristique # 2). 
Si on travaille sur R, nous verrons que, lorsque À est diagonale, les signes de ses 
coefficients diagonaux ont une interprétation géométrique. 


TSa matrice dans la base canonique est M = ( : se € GL2(R). Une forme linéaire 


quelconque sur l'espace IR? 1: X = (x, 2) + ax + By s'écrit l = p{X,e), avec Xo = (a, —#} 
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13-3.1 Réduction d'une forme quadratique 


THÉORÈME 13-3.1 Si & est une forme quadratique sur E,, il existe une 
base B de E, telle que la matrice de & dans B soit de la forme 


M(@,B) = Diag (a,.… ,au) 


Le nombre r de coefficients diagonaux non nuls est évidemment égal au 
rang de ©. En réordonnant les vecteurs de B, on peut donc imposer 


M(#,B) = Diag (o,...,a,0,... ,0) 
avec les scalaires (a;),.;<. non nuls. 

Démonstration : On raisonne par récurrence sur la dimension de 
l'espace E.. Pour n = 1, il n’y a rien à prouver. On suppose le 
résultat établi pour toute forme quadratique sur lout espace vectoriel 
de dimension n — 1. Supposons $ € Q(E.). Si ® est identiquernent 
nulle, la matrice de ® dans toute base de E,, est nulle et r = 0. Sinon, 
on peut trouver un vecteur ey avec ®(e1) 5 0. Posons a; = ®(e). 
Si & est la forme polaire de ®, la forme linéaire # = w(e1,e) est 
non nulle, puisque #(e1) = «1 # 0. Comme e; n'appartient pas à 
Phyperplan ker#, on a 


E, = vect(e;) ® ker# 


et, par l'hypothèse de récurrence appliquée à la forme quadratique 
lerv; on peut trouver une base B' = {e2,... ,e,} avec 


M (Blrerss 8°) = Diag (o2,.… ,an) 


Comme par construction @(e1,e;) = 0 pour : > 2, la première ligne 
de la matrice de ® dans B = {e1,... ,e.} est (a1,0,... ,0), et donc 


M(8,B) = Diag(as,...,on) M 


L'intérêt de la connaissance d’une telle base est évident : en calculant dans 
cette base, on a alors 


Dans la base B, le polynôme homogène représentant ® ne contient que r termes 
carrés. Par polarisation, on obtient immédiatement 


? ( D) = a sidi 


i=l En 


On dit qu’une telle base réduit la forme quadratique à une forme diagonale. On 
dit aussi quelque fois que cette base ”diagonalise” la forme quadratique, mais 
cette terminologie est malheureuse et peut entraîner des confusions : si A est, 
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par exemple, la matrice d’une forme quadratique & dans la base canonique de 
R”, trouver une base qui réduit ®, c’est trouver une matrice de passage P trans- 
formant M en une matrice diagonale par congruence, et en général pas par 
similitude ; il ne s’agit donc pas de diagonaliser® M. 


COROLLAIRE 13-3.2 Une matrice M € M, (R) est symétrique de rang r si 
et seulement si M est congruente à une matrice diagonale de rang r. 


REMARQUE 13-3.3 Une base B = {c,... en} dans laquelle la matrice de 
& € Q(E.) est diagonale est une base vérifiant 


Vi£i plese)=0 


Une telle base est appelée base &-orthogonale® (ou &-orthogonale). 


13-3.2 Ecriture d'une forme quadratique à l’aide de 
carrés de formes linéaires 


PROPOSITION 13-3.4 Une application ® : E, — R est une forme quadra- 
tique de rang r si et seulement s'il existe r formes linéaires indépendantes 
sur E, (k),<<, et r scataires (aihigier tous non nuls tels que 


= Eat 
i=l 


Démonstration : Si est une forme quadratique de rang r, on sait 
qu'il existe une base B = {e1,... ,e,} dans laquelle l'expression de la 
forme quadratique est 


> o 0) = DE 


avec les (a), <<, tous non nuls. I] suffit alors de prendre pour formes 
linéaires (1;), <<, les r premières formes coordonnées dans B. 


Réciproquement, si ® = af? avec les (l;),c;<, indépendantes, 
fi 
on peut compléter la famille (l),4,<. en une base B' = (li), Ge, de 
E;. On sait qu'il existe une unique base B = {e1,.… ,e,} de E, dont 
B/ soit la base duale. On a alors 


8La démonstration précédente montre que n'importe quel vecteur e1 tel que ® (e1} # 0 peut 
être choisi comme premier vecteur d’une base réduisant &. Nous verrons cependant, dans le 
chapitre sur les espaces euclidiens, que dans le cas réel, une ”bonne” diagonalisation de M 
c'est à dire avec une matrice de passage pour laquelle *P = P-1) est possible. 

$On dit en effet que deux vecteurs z et y de E, sont y-orthogonaux (ou &-conjugnés) si 
pu) =0. 
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ce qui montre que ® est une forrne quadratique!® dont la matrice dans 
la base B est de rangr. M 


13-3.3 Méthode de Gauss 


Il s’agit d’une méthode pratique pour écrire un polynôme homogène de degré 2 
(donc l'expression d’une forme quadratique dans une base) comme combinaison 
linéaire de carrés de polynômes homogènes de degré 1 indépendants. On retrouve 
ici une démonstration ”’algorithmique” de la proposition 13-3.4 : on considère un 
polynôme homogène de degré 2 à n variables (c’est-à-dire une forme quadratique 
définie sur R°) 


LICE A) 


> axe? +2 D GiTiT; 
= {3) 
gen 


On commence la réduction en distinguant deux cas : 


e S'il existe des termes carrés : en renumérotant les variables, on peut 
supposer que &11 % 0. On isole alors dans (r1,... ,r,) tous les termes 
contenant la variable x1. 


s 
Bars. sen) = Guart + 2 ouais; + Van. an) 
j=2 


où Ÿ est une forme quadratique sur R"-!. On écrit alors les premiers termes 


19Le fait que ® = D aulf soit une forme quadratique est évident, puisque 
d 


CCE) 


1 


de (e)  () 


est évidemment bilinéaire symétrique associée à & (cf le manière dont on polarise un terme 
carré dans l'écriture d’une forme polaire}. Le rang de ® peut aussi se déterminer en calculant 
le radical de @ : pour z € Ey 


CICOEN TE SE a (alt = 


Comme les (Hi};gi<e sont supposées indépendantes, ceci équivaut à 
Vi œk()=0 
soit, puisque les a; sont non nuls 
r 
2€ (kert 
ini 


sous-espace de F, de dimension #— r. Le radical de & étant de dimension n — r, cette forme 
quadratique est bien de rang r. 
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comme le début du développement d’un carré 


L n ge 2 
ir 
aart +2) aume; = an fm +) 1 a; ] +4(2,... 170) 
52 ji Si 


où Ÿ, € Q(R"-!). En définissant la forme linéaire { sur R" par 


L L 
15 

m+ÿ %j 
32 9 


hau...,s 


et en posant ®, = Ÿ + Y,, on obtient 


ce ,2n) + Di(a2.. Zn) 


e Si tous les termes carrés sont nuls : si ® n'est pas identiquement 
nulle, il existe un coefficient a;,; non nul (avec à £ j). En renumérotant les 
variables, on suppose &12 % 0. On isole alors tous les termes contenant x, 
ou #2: 


n n 

CICR N EN TTE CURE 2Y ant, + 2Y cst2t + (ts... tn) 
pe ec] 

avec cette fois W € Q(R"-?). On écrit alors les premiers termes comme le 

début du développement d’un produit 


n n 
2a,2T1T2 + 2 > tit; +2 > G2,jt2Tj 
3=3 i=3 


On définit à présent les formes linéaires 


n 
a 
erfrnesm)=m +) Te, et prfen.. 
53 12 


et on écrit le produit 4, comme une différence de carrés 


Pr = ; Lei +62) — (er — p2)] 


En considérant les formes linéaires { = 41 + 2 et l2 = ÿ1 — #2, on aura 


a € 
can) = Gates 20) = BE (an Ta) + Do (ts. san) 


L1671 ÿ 


avec cette fois D, € Q(R"-?). 
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On recommencera ensuite les calculs avec les formes quadratiques ®; on >, le 
nombre de variables ayant diminué d’une ou de deux unités. Le procédé s’arrêtera 
donc au bout d’un nombre fini d'étapes. Si l’on suppose de plus qu'avec un 
nombre de variables < n — 1, les formes linéaires obtenues par cette méthode 
sont indépendantes, cette propriété subsistera avec n variables : dans le permier 
cas, on ajoute aux formes linéaires (k),<;<, indépendantes intervenant dans la 
décomposition de ®, une forme linéaire / qui n'est pas combinaison linéaire des 
(age puisque 4 est seule à faire intervenir la variable 1. Dans le second 
cas, si les (isgigr indépendantes interviennent dans la décomposition de ®», il 
est clair que (4);.12 U (acier est libre (seule +, fait intervenir x, et ÿ, fait 
intervenir 22). Il en est de même de la famille équivalente (4), cie. 


REMARQUE 13-3.5 La méthode de Gauss laisse le choix de l’ordre dans lequel 
on fait apparaître les variables : on ne commence pas systématiquement les calculs 
avec ær. 


EXEMPLE 13-3.6 Trouver une base de R° réduisant la forme quadratique dont 
l'expression, dans la base canonique {ei, e2, e3}, est 


Dz,y,z) = 2° + 2y° + 22? + Dry — Qxz + 2yz 
La méthode de Gauss donne 
Pessye) = (e+y— 2) + y? + 27 + due 
soit encore 


(z,y,z 


=(c+y-:) + (+927) 32 


La forme ® est donc de rang'' 3. Comrne les trois? formes linéaires 


X=r+y—2 
Y=y+2 
Z=2 


On à donc prouvé par ce caleul que la matrice de 4 dans la base canonique 


1 1 —1 
M=l1 21 
11 2 
est inversible. 


12Lorsque le rang de la forme quadratique ® est inférieur à la dimension de l'espace, on utilise 
la même méthode, en complétant de manière judicieuse (c’est-à-dire avec des formes linéaires 
pour lesquelles le calcul sera simple) la famille de formes linéaires (Hi), e5, intervenent dans la 
décomposition de $ en une base (l}cic, de En. Les égalités 


Xi=h(s) 


Xn = ln (2) 


sont alors interprétées comme des formules de changement de bases. 
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sont indépendantes, on peut les considérer comme les formes coordonnées dans 
une nouvelle base {u1, ur, us} de R°. En résolvant ce système, on écrit sa solution 
sous forme matricielle 


z 1 —1 3 X 
y]={o 1 2 y 
z 0 0 1 Z 


La matrice intervenant dans cette égalité est matrice de passage de (ei); cs à 
(üi)igiea- En prenant donc 


ti —€ 
U= a +e 
us = 3e — 2er +es 


on obtient une base de R° dans laquelle la forme ® s'écrit 
X?+Y?-3Y°? 


On vérifie d’ailleurs aisément que 


100 1 0 0 1 1 -1 1 -1 3 
0 1 0 = -1 1 0 12 1 0 1 —-2 
0 0 -3 3 —2 1 -1 1 2 0 0 1 


13-3.4 Signature d'une forme quadratique 


Les résultats de cette section sont spécifiques à R. Sur R, les éléments positifs sont 
exactement les carrés. Lorsqu'on écrit une forme quadratique comme combinaison 
linéaire de r carrés de formes linéaires indépendantes 


sl 


si on suppose que les p premiers coefficients (&),<;<, sont strictement positifs et 
les r — p derniers (a;),,,<;<. sont strictement négatifs (c’est toujours possible en 
renumérotant les (4),<;<.), on aura une écriture encore plus simple de & : 


: 
?- Du 


ispH 


en posant 
p, = Vakhpourl1<i<p 
Pi V=ail pour p+1<i<r 


les formes linéaires (4,),<;<, étant toujours évidemment indépendantes. Il existe 
donc une base de E,, où la matrice de ® s'écrit par blocs 


1, 0 0 
0 1, 0 
CA 0 
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Daus cette base, l'expression de la forme quadratique est 
P s 
S(r)= dat Dot 
si ph 


EXERCICE 13-3.7 Retrouver, dans le cas de la dimension finie, le résultat du corollaire 
13-118. 


EXERCICE 13-3.8 Soient (4) une famille de formes linéaires sur E,, de rang r. 
Trouver le rang de la forme quadratique 


P fs 

On ne peut espérer plus simple que l'écriture (7) = D 2? 7 r?. Le 
i=i i=p#l 

théorème qui suit montre que le nombre de coordonnées dont le carré est affecté 


du signe + ue dépend pas de la méthode suivie pour amener l'écriture de ® à 
cette forme réduite : 


THÉORÈME 13-3.9 (ET DEFINITION) Soit ® une forme quadratique de rang 
r sur un espace réel E,. Si 


&= Ya? 
i=l 
est une écriture de ® comme combinaison linéaire de carrés de formes li- 


néaires indépendantes, le nombre p de coefficients (a), strictement po- 
sitifs vaut 


p=max{dimF|F s.e.v. de E, tel que &|r est définie positive} 
De même, le nombre q de coefficients strictement négatifs est 
g=max{dimF | F s.e.v. de E, tel que Ÿ|r est définie négative} 


Le couple (p, q) a donc une interprétation géométrique, et ne dépend pas de 
la décomposition de $ considérée. On l'appelle signature de 3 


Sgn ® = (p,Q) avec p+ q = rang ® 
& est évidemment positive ssi sa signature est de la forme (p,0). Elle est 
définie positive ssi sa signature est (n,0). 
r 
Démonstration : Si l'écriture ® = D ail? fait intervenir p co- 


il 
efficients > 0 et q = r — p coefficients < 0, nous avons montré 
dans le préambule de cette section qu’on pouvait trouver une base 
B={e,...,e,} de F, dans laquelle 


#G)= at À 2 


Er 
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» 
SF, = vect(e)e,, on a D(x)= D x} pour x € F,, et il est clair 
=1 
que la restriction de ® à F, est définie positive. On a donc 
p<max{dimF|F s.e.v. de E, tel que ®|r est définie positive} 


Il y a évidemment égalité si p= n. Si p < n et Fest un sous-espace de 
E, de dimension strictement plus grande que p, on à nécessairement 


FN vect(ei),s1çien # {0e} 


(les deux sous-espaces ne peuvent être indépendants, puisque la somme 
de leurs dimensions est strictement supérieure à n). Si x est un vecteur 
non nul de cette intersection, on a 


S(a=- Yr<0 
i=p+l 


et la restriction de & à F ne peut être définie positive. Donc 
p>max{dimF |F s.e.v. de E, tel que |r est définie positive} 


ce qui donne bien la valeur annoncée pour p. En changeant ® en —-®, 
on obtient immédiatement la caractérisation de q. M 


COROLLAIRE 13-3.10 Toute matrice M € 8, (R) est donc congruente à 
une matrice canonique (unique) de la forme 


Démonstration : On considère la forme quadratique définie sur R” 
par 


&(X)='XMX 


Si (p,Q) est la signature de cette forme quadratique, on sait que M 
est congruente à S7,. Réciproquement, si M est congruente à une 


matrice 5%, la signature de ® est nécessairement (p,q). M 


EXERCICE 13-3.11 Montrer qu'il y aexactement x 2: n+2) classes de congruence 
dans 5, (R). 


EXERCICE 13-3.12 Montrer que dans &, (C), il y a exactement (n + 1) classes de 


congruence. 
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13-3.5 Matrices symétriques positives, définies po- 
sitives 

DÉFINITION 13-3.13 Si M est une matrice de SA (R), on appelle forme qua- 

dratique canoniquement associée à M la forme quadratique"* définie sur IR" par 


dm(X) ='XMX 


Sa matrice dans la base canonique de R" est donc la matrice M. On dit que M 
est positive (resp. définie positive) ssi Sy € Q*Ÿ(R") (resp. By € Q°+(R")). 
On note St (R) et St (R)} les sous-ensembles de S, (R) formés par ces matrices. 
Il s'agit de deux cônes converes de S, (R) 


Pour M € 8, (R)}, on a donc 
M € SH(R)8VXER" ‘XMX>0 
M € St(R)&VXER"-{0R} ‘XMX >0 


REMARQUE 13-3.14 Les coefficients diagonaux d’une matrice M € S, (R) sont 
les images par ®y des vecteurs de la base canonique de R". Une matrice positive 
a donc ses coefficients diagonaux positifs. Ceux d’une matrice de S*+ (R} sont 
strictement positifs. Il n’y a évidemment pas de réciproque, comme le montre 
l'exemple 13-3.6. 


L'étude de la signature faite à la section précédente donne 
PROPOSITION 13-3.15 Une matrice M € M, (R) est symétrique positive 


si et seulement si elle est congruente à une matrice de la forme ( te : ) 


3P EGLa(R) Mat( de S)r 
et M est définie positive si et seulement si M est congruente à J, 
3PEGL,(R) M=tPP 


REMARQUE 13-3.16 Une matrice définie positive est une matrice positive et 
inversible. Son déterminant est stricternent positif. 


EXERCICE 13-3.17 Montrer que toute matrice symétrique positive est limite d’une 
suite de matrices définies positives. Ce résultat est à la base de nombreux raisonnements 
par densité. 


EXERCICE 13-3.18 Montrer que M € M, (R) est symétrique positive si et seulement 
si elle admet une écriture sous la forme 


M ='QQ 
avec Q € M, (R} (non inversible si M n’est pas définie positive). 


13$y détermine M entièrement. On utilisera donc l'expression signature de M” pour "si- 
gnature de as”. 


13-3 Réduction d’une forme quadratique et signature 635 


EXERCICE 13-3.19 Matrices symétriques de rang 1 : montrer qu'une matrice M 
de M, (R)} est symétrique positive de rang 1 si et seulement s'il existe un vecteur ligne 
Le R" non nul avec 


M='LL 


Caractériser, à l’aide de combinaisons linéaires de telles matrices, les matrices symé- 
triques de rang r. Comment obtient-on la signature de M? 


EXERCICE 13-3.20 Montrer que, si À = (a,;) et B = (bi,;) sont deux matrices symé- 
triques positives, il en est de même de la matrice C = (ci), avec ci; = abs. (Indica- 
tion : étudier d’abord le cas où B est de rang 1, en utilisant l'exercice précédent). Que 
peut-on dire si À et B sont définies positives ? 


EXERCICE 13-3.21 Montrer que S2* (R) est un ouvert de S, (R). Indication : mon- 
trer que son complémentaire est fermé, en munissant R” d'une norme quelconque, et 
en remarquant que 


MES (R)-S+(R}H#IXER" [X]=1e XMX<0 


EXERCICE 13-3.22 Montrer qu'une matrice M € SA (R) est définie positive si et 
seulement si ses mineurs principaux sont tous strictement positifs. 


13-3.6 Bases orthonormales pour une forme qua- 
dratique définie positive 


DÉFINITION 13-3.23 Si ® € Q"+ (E,) est un forme définie positive dont w est 
la forme polaire, on appelle base b-orthonormalel* de E,, toute famille (ei)igien 
de n vecteurs de E, vérifiant 


Vi Gla)=l et Vifj please) =0 


Une telle famille cst évidemment une base de E, : comme elle est de cardinal 
n, il suffit de montrer qu'elle est libre. Or, si (z:),e:e, sont n réels, on a 


D = 0e, +2 (52) = EE aplene;) = SL 2 =0=æVi x=0 
ii ia 


i=1 ji 1 


Il résulte aussi de ce calcul qu'une base 8 = {e1,... ,e,} de E, est une base 
$-orthonormale si et seulement si l'expression de ® dans cette base est 


B(x)= x? (somme des carrés des coordonnées de z dans B) 
er 


ou si, avec des notations évidentes 


n 
pay) = 5 Tiÿi 
isl 
On déduit immédiatement des résullats sur la réduction des formes quadratiques 
et la signature lc théorème : 


Ou simplement base orthonormale s’il n’y a pas d'ambiguité sur &. 
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THÉORÈME 13-3.24 Si ® est une forme quadratique définie positive sur 
il existe dans cet espace des bases d-orthonormales. 


Pour le moment, la méthode de Gauss (en suivant la méthode décrite à 
l'exemple 13-3.6) est un moyen de prouver qu'une forme quadratique, en di- 
mension finie, est définie positive, et de déterminer des bases orthonormales de 
l’espace : 


EXERCICE 13-3.25 A quelle condition sur le paramètre t la forme quadratique définie 
sur RS par 


D(z,y,z) = 127 + 5g + 27 — Dry — 22 + Ayz 


est-elle définie positive? Déterminer une base orthonormale de R$ dans le cas particulier 
t=5. 


Dans le chapitre qui suit, nous verrons une méthode plus "géométrique” d’ob- 
tention de bases orthonormales : le procédé de Gram-Schrnidt. 


À 
13-4 Exercices 
EXERCICE 13-4.1 Soit q la forme quadratique définie sur R‘ par 

gx) = 27 + y + 2 + 07 + 2a(y + 2 + 0) — Qy(z +6) — 2at 


Ecrire la matrice À de q dans la base canonique. q est-elle dégénérée? Décomposer q 
en carrés ct calculer A7, 


EXERCICE 13-4.2 Soit U € R" ct & € R. Quelle est la signature de la forme quadra- 
tique définie sur R° par d(X) = (XX + a( UX)2? 


EXERCICE 13-4.3 Sur R.[X] pour & € 0,-- ,n fixé et a € R, montrer que ® définie 
La 

1 &=1 

a6e)= [PM] + a EPST 
L i=0 

est une forme quadratique. Quelle est sa signature ? 
EXERCICE 13-4.4 Quel est le rang de la matrice À = (ai,;) € MAa(R) avec 

a5 = cos(i + j - 2) 


EXERCICE 13-4.5 Montrer que la forme quadratique Q de matrice À = (a;,;) où 
&i,; = ê+ j— 1 est le produit de deux formes linéaires. 


EXERCICE 13-4.6 Soient (p;)1gigp ? formes linéaires sur R". Quel est le rang de la 
forme quadratique Z 4? ? 


EXERCICE 13-4.7 Soit E un R-ev de dimension n et une forme bilinéaire symétrique 
sur E de signature (r — 1,1). 
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1. Soit F un sev de Æ tel qu’il existe v € F tel que g{v,v) < 0. Quelle est la 
signature de @irxr ? 


2. En déduire une méthode d'obtention des hyperplans H de E tels que w|xxx soit 
un produit scalaire, 
Etudier en particulier le cas E = RŸ et p{X, X)= x? 4 422? 4 422 4 ry + 2yz. 


EXERCICE 13-4.8 Soit à € R. Déterminer la signature de la forme quadratique sur 
R° 


BX) = Dirt 2e D sa; 


iæl 1gicjgn 
EXERCICE 13-4.9 Déterminer la signature de la forme quadratique sur R?" de matrice 
(ie) 
EXERCICE 13-4.10 Soit $ une forme quadratique non nulle sur A4, (R) vérifiant 
VX,YEM(R) O(XY) = S(X)D(Y) 


Montrer que X est inversible ssi &{X) x 0. Montrer qu’alors n = 2 et que, pour tout 
X de M,(R), on a &(X} = det{X}. Ecrire la matrice de & dans la base canonique de 
Mha{R). Quelle est sa signature? Soit f un endomorphisme de MR) el T sa matrice 
dans la base canonique. Donner une condition nécessaire et suffisante sur T pour que f 
conserve le déterminant. Donner des exemples de tels endomorphismes. Montrer qu'ils 
forment un sous-groupe de G£(M2(R)) engendré par trois éléments. 


Chapitre 14 


Espaces préhilbertiens réels. 
Espaces euclidiens 


14-1 Généralités 


14-1.1 Espace préhilbertien 


14-1.1.1 Définitions 


DÉFINITION 14-11 Un espace préhilbertien réel est un couple (E,®), où E est 
un R-espace vectoriel et & est une forme quadratique définie positive sur E. 


Sur un R-e.v.Æ on peut donc être amené à considérer plusieurs structures 
d'espace préhilbertien réel : c'est le choix d’une forme quadratique définie positive 
& sur E qui munit l’espace d’une structure préhilbertienne. $e donner $ revient 
aussi à considérer sa forme polaire! ÿ. On dit alors que $ est un produit scalaire 
sur E : 


DÉFINITION 14-12 SE est un R-e.v, un produit scalaire sur E est une forme 
bilinéaire symétrique sur E dont la forme quadralique associée est définie positive. 


EXEMPLE 14-1.3 Sur RS, les applications 


Pa: (az), (ya) 0 se + yy +27 


1Et on confond les couples (F, ®) et (E, ) 
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Pa: (au), (ay, 2)) ne (eu +2) (a + y + 21) + 2yy +22 


sont deux produits scalaires. 


EXEMPLE 14-1.4 Sur R”, le produit scalaire canonique est l’application 
Gy) = (eue. sen) ae sum) + Dai 
ii 


EXEMPLE 14-1.5 Une généralisation de l'exemple précédent à la dimension in- 
finie est l'espace {?(N) des suites réelles u = (u,),ex de carré sommable (cf. 
section 9-3.5) muni du produit scalaire 


+00 
(uv) = y nn 


n=û 


EXEMPLE 14-1.6 Sur E = C°([a,b],R), l'application 


12 
dos [rot 
est un produit scalaire. 


EXERCICE 14-1.7 Donner une condition nécessaire et suffisante sur w € C° ([a,6],R) 
pour que 


2 
Gars [sat (0 à 


définisse un produit scalaire sur l’espace des fonctions réelles définies et continues sur 
(e,6]. 


Unestructure préhilbertienne (E, ®) est souvent appelée également struc- 
ture euclidienne, avec un petit abus de langage, puisque le terme ”euclidien” 
devrait être réservé au cas où l’espace E est de dimension finie. 


14-112 Notations 


Lorsqu'une structure préhilbertienne (E, ) est fixée, on note souvent 


(y) = (zu) ou p(z,y) = (cly) 


le produit scalaire de deux éléments x et y de E. Ces notations doivent bien sûr 
être adaptées lorsqu'on considère simultanément plusieurs structures préhilber- 
tiennes sur un même espace E. 

Avec la première notation, le carré scalaire d'un vecteur x € E sera ® (x) = 
{x,x). On le notera le plus souvent ® (x) = ||x|fconformément à ce qui suit : 
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14-1.1.3 Norme euclidienne 


Comme nous l'avons vu à la section 13-1.2.2, si (E, ( , }) est un espace préhilber- 
tien réel, l'application 


ERt ce el= QG) 


est une norme, dite norme (euclidienne} associée au produit scalaire sur l'espace 
E. Plus généralement, on dit qu’une norme W sur l’espace réel E est une norme 
euclidienne si et seulement si l'application x > N?(x) est une forme quadratique 
(évidemment définie positive) sur E. 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit alors 


Vayer [(z,y) <|elllyl 
(avec égalité ssi z et y sont liés). Cette inégalité entraîne la continuité du 
produit scalaire, application bilinéaire de E x E dans R. 
L'inégalité de Minkowski est simplement l’inégalité triangulaire 


VayeE Ur+vl< lell+ ll 


avec égalité ssi x et y sont colinéaires et de même sens. Les calculs sur les formes 
quadratiques donnent en particulier 


VayeE VIER [lte+yl =#1lel +22) + [ul 


dont on a déduit les formules de polarisation” 


1 1 
VAyeE (ue; (le+4l let (lé) = 3 (le +4 le vf) 


L'identité qui suit est elle aussi conséquence immédiate de la bilinéarité du produit 
scalaire : 


PROPOSITION 14-18 Si (E,{,}) est un espace préhilbertien et si |||| re- 
présente la norme associée au produit scalaire, on à 


VayeE [s+yl+le 4 = 2(IelÀ +) 


C’est l'identité du parallélogramme?, qui peut être utilisée notamment 
pour prouver un théorème de projection dans un espace préhilbertien : voir à ce 
sujet l’exercice 14-2.15. 


?Dans un espace affine enclidien, si ABCD est un parallélogramme (AB = DC) avec 
#= AB et ÿ= AD 
on a 
F+ÿ=ACar-ÿ= DB 


et cette identité montre que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des 
diagonales est égale à la somme des carrés des longueurs des quatre côtés. 
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DÉFINITION 14-19 On appelle espace de Hilbert (récl) tout cspace préhilber- 
tien récl (E,(,)) complet pour la norme associée au produit scalaire. 


En particulier, si l’espace E est de dimension finie, toute structure préhilber- 
tienne de E en fait un espace de Hilbert. L'intérêt de la notion d'espace de Hilbert 
provient du fait que beaucoup de résultats valables dans le cas de la dimension 
finie sont susceptibles de généralisation à ce type d'espaces. Ils permettent de 
travailler dans un espace normé (à l'aide d'un produit scalaire) avec un support 
“visuel” extrêmement utile : celui de la géométrie ”cuclidienne usuelle” en di- 
mension 2 ou 3. 


14-12 Orthogonalité 
14-1.2.1 Définition 
DÉFINITION 14-1.10 Dans un espace (E, (, }) préhilbertien réel, deux vecteurs 
æ et y sont dits orthogonauz (on note alors x L y) si et seulement si 
(zu) =0 
PROPOSITION 14-1.11 (relation de Pythagore) Deux vecteurs x et y d’un 
espace préhilbertien sont orthogonaux si et seulement si 
le +4 = ele + 

La relation d’orthogonalité est évidemment symétrique. Plus généralement, si 

A et B sont deux parties non vides de E (ou deux familles de vecteurs de E), on 


dit que À est orthogonale à B si et seulement si tout vecteur de À est orthogonal 
à tout vecteur de B : 


ALB&VacA VbEB (ab)=0 
Par bilinéarité, on a évidemment 
PROPOSITION 14-1.12 Si À et B sont deux parties non vides de E 
A1B< vect À L vectB 


ce qui fait que l’on se ramène souvent à travailler avec des sous-espaces de E 
lorsqu’on étudie l’orthogonalité de deux parties de E. 

Comme le produit scalaire est défini positif, seul le vecteur nul est orthogonal 
à lui-même, et cette propriété sera très souvent utilisée pour prouver des égalités 
dans un espace préhilbertien : 


PROPOSITION 14-1.13 Si x et y sont deux vecteurs d’un espace préhilber- 
tien 
r=væ(r-y)l(r-y)e{r-v}LlE 
ce qui peut encore s'écrire 
r=yæ(re)=(ye) &VzCE (z,2)=(y2) 
On peut dire la mème chose avec un vocabulaire différent : 


PROPOSITION 14-1.14 Si (E,{, }) est un espace préhilbertien, l'application 
x (x,e) est un morphisme injectif de l'espace E dans son dual E”. 
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14-1.22 Famille orthogonale 
DÉFINITION 14-1.15 Une famille F = (ei),e, de vecteurs d'un espace (E,(, )) 
préhilbertien est orthogonale si et seulement si 

Vijel ifjsale 


PROPOSITION 14-1.16 Une famille orthogonale F7 = (c;).., de vecteurs 


non nuls d'un espace (E,{, }) préhitbertien est libre. 


ier 


Démonstration : On l’a déjà vu à la section 13-3.6 : si 


DE Que; = DE 


L34 
est une relation de liaison entre vecteurs de F, on a 


vieil (Save) =à 


ET1 


ce qui donne bien à; = Ü puisque e; est supposé non nul. M 
Lil F1] puisq! i] P: 


EXEMPLE 14-1.17 Dans l’espace des fonctions continues E = C°([0,2r],R) si 
les familles € = (e,},en et S = (sn)\gwe sont définies par 


VLET0,27] cft)=cosnt et s,(t)= sinnt 


leur réunion est une famille libre. On peut remarquer en effet que CU S est une 
famille orthogonale si on munit l’espace E du produit scalaire 


2% 
(o)= | fat) dt 
0 
C'est un exemple sur lequel nous reviendrons dans le cadre des séries de Fourier. 


EXERCICE 14-1.18 Montrer que, plus généralement, si p sous-espaces (F;) <<, d'un 
espace préhilbertien vérifient 


ifjRiF, 


alors ces p sous-espaces sont indépendants. 


14-1.2.3 Orthogonal d'un sous-espace 


DÉFINITION 14-1.19 Si À est une partie non vide d'un espace préhilbertien 
(E,(,)}, on appelle orthogonal de A et on note A! l'ensemble des vecteurs or- 
thogonauz à tous les éléments de À : 


Al={reE|Vae A (za) =0} 
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AT est donc la plus grande partie de E (au sens de l’inclusion) orthogonale à 
A. C’est clairement un sous-espace vectoriel de E, puisque 


At= N ker (a, e) 


a€A 


est une intersection d’hyperplans (ou l’espace en totalité si A ne contient que le 
vecteur nul}. On a de plus 


A = (vect A)* 


ce qui fait qu'on travaille le plus souvent avec l’orthogonal d’un sous-espace vec- 
toriel® de E : 


PROPOSITION 14-1.20 Si A et B sont deux parties non vides d'une espace 
vectoriel préhilbertien 
ACB=BtCA*! 
Si F est un sous-espace vectoriel de E 
FnFl={ü} et Fc(rt) 
Si G est un autre sous-espace vectoriel de E 


(F+6G)=FnGl et Ft+G!C(FNnG)! 


Démonstration : Si z € FNF, il est orthogonal à lui-même, donc 
nul. Les sous-espaces F et F sont donc indépendants. Les autres 
propriétés découlent immédiatement de la définition de l’orthogonal 
d’une partie. 


REMARQUE 14-1.21 L'inclusion F € (F1) peut être stricte : si on travaille 
par exemple avec E = R[X} muni du produit scalaire 


(5 aX", D uxe) = Yann 
n€eN neN nEeN 


(cette somme est finie), et si 
F={PER(X||P(1)=0} 


on voit assez facilement que F! est réduit au polynôme nul (car un polynôme 
orthogonal à F est en particulier orthogonal à tout polynôme de la forme X" —1, 
où m est un entier naturel quelconque). On à donc Œ:)* = R[X], qui contient 
strictement F. De même, avec G = vect(1), on a FNG = {0}, donc (FN G)* <E, 


AL'orthogonal d’un sous-espace vectoriel est donc aussi l'orthogonal d'une famille génératrice 
ou d’une base de ce sous-espace. 
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alors que Ft + Gt est l’hyperplan formé des polynômes qui s’annulent en 0. 
L'inclusion 


FL+G:Cc(FnG)* 
est donc stricte. Dans les sections qui suivent, nous verrons que l'égalité 
=) 


est toujours vérifiée lorsque l’espace E est de dimension finie, ou plus généralement 
lorsque F est de dimension finie. 


EXERCICE 14-1.22 Si F est un sous-espace vectoriel de E, montrer que 


E=ronsr= (rt) 


14-13 Cas de la dimension finie 


14-1.3.1 Expression du produit scalaire 


DÉFINITION 14-1.23 Un espace vectoriel euclidien est un espace préhilbertien 
réel de dimension finie. 


Si (E,(, }) est un tel espace de dimension n, et si B = (ei), ee en en . une 
base, on peut caractériser le produit scalaire par sa matrice dans la 


A = MG) E)= (eue) hgige 
qui est une matrice symétrique définie positive : 


1 
VX={| : |eR"-{0n}  ‘XAX- 


Th 


a 2 
se 


= 


On sait (voir section 13-3.5) que la matrice À est congruente à la matrice , : 
IPEGL,(R) A='PP 
Ceci signifie également qu’il existe une base de E,, B' = (:), <<, telle que 
{usuÿ) = 0 si jet (ui,ui) = [lu = 1 


Une telle base est une base orthonormale de E,. Dans B', produit scalaire 
et norme euclidienne associée ont une expression très simple : 


ui 
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Tout se passe donc comme si l’on calculait dans R" muni de sa structure eucli- 
dicnne canonique. Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale 
sont exactement les produits scalaires avec les vecteurs de base, puisque 


n 
DIET = Ti 
j=l 


On à donc, pour tout vecteur x de E, et si la base (u;) est orthonormale 


1gign 


a = D ushu 


= 
n 


Ie = D tua) 


= 


EXERCICE 14-1.24 Montrer que, réciproquement, s’il existe p vecteurs indépendants 
uihigigr d’un espace préhilbertien E tels que 


» 
VrCE 2= 3) (uz)u 


ie 


alors E est de dimension finie et (w), <<, est une base orthonormale de E. 


EXERCICE 14-1.25 Montrer que la matrice À = {ai,;) € SA (R) avec 


est inversible, puis que son déterminant est strictement positif. On pourra remarquer 
que 


! 
[ Hbi-igt 
+3 Jo 


14-132 lIsomorphisme entre l’espace euclidien et son dual 


Si on fixe une structure euclidienne sur un espace réel E, de dimension finie, le 
produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, (car 
{x,e) = 0e, = x = Op, ). Il permet donc de définir un isomorphisme ”canonique” 
entre E, et son dual. On dit canonique” car ce morphisme est intrinsèque“, 
indépendant en particulier du choix d'une base de E, : 


PROPOSITION 14-1.26 Si (E,,{, )} est un espace euclidien, toute forme 
linéaire { € E; s'écrit de manière unique (z,e), avec z € E,. 


Par l’intermédiaire du produit scalaire, on peut ainsi identifier la forme linéaire 
Let le vecteur z associé, et donc l’espace IE, et son dual. Si on veut calculer sur 
les courdounées dans une base, cette identification est particulièrement simple si 
on travaille dans une base orthonormée : si B = (e;),<<, est une telle base, 


Al dépend cependant de la structure euclidienne fixée sur E, ! 
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n 
en identifiant un vecteur x = Die avec la colonne X de ses coordonnées dans 


i=t 
B, une forme linéaire ! € FE, est de la forme 


n al 
Xe D aim = (a. san) |: |=2X 
i=1 


En 


où £ est la ligne (a,...,a). Comme la base est orthonormée, le produit 
LX = *('L)X peut être interprété comme le produit scalaire (z,z}, où la co- 
lonne représentant les coordonnées de z dans B est simplement ‘L. On a donc 


2= > œiei 
1 


Lorsqu'on travaille dans une base orthonormée, identifier l'espace euclidien et son 
dual revient tout simplement à transformer les vecteurs lignes en colonnes. 


14-13.3 Normale à un hyperplan 


Si H est un hyperplan d’un espace euclidien (E,,(, )}, on sait qu’il existe une 
forme linéaire non nulle { sur E, (unique à un scalaire multiplicatif non nul près) 
tel que 


H = ker! 


Comme il existe un vecteur non nul + € E, tel que { = 


H=: 


Le vecteur x engendre une droite vectorielle, appelée normale à l'hyperplan H. 
Comme x & H, on a la décomposition de l’espace 


H $ vecte =E, 


(le symbole d'orthogonalité au dessus de l'opération de somme directe signifie 
que L'on a une décomposition orthogonale de l'espace E,, notion sur laquelle nous 
revenons dans le paragraphe qui suit : on a H = x! et on vérifie aisément que 
vec = HL). Le vecteur x caractérise l'hyperplan EL. 
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14-1.3.4 Dimension de l'orthogonal d’un sous-espace vectoriel 


PROPOSITION 14-1.27 Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace eu- 
clidien E 


dimF + dimF! = dimE 
Démonstration : L'égalité est évidente si F = {0}. Si F est de di- 
mension p, et si (e;),<;<, est une base de F, les p formes ({#,e)),e, 


sont indépendantes (image d’un système libre par l'isomorphisme ca- 
nonique E - E*). Comme 


» 
Ft = (ker (e;,e) 
#=1 


le théorème 3-2.9 montre que cet espace est de dimension n — p, sin 
est la dimension de E 


COROLLAIRE 14-1.28 Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace eucli- 
dien, on a 


E=FOFr 
F£ est pour cette raison appelé le‘ supplémentaire orthogonal de F. 


Démonstration : Les sous-espaces F et F sont indépendants, et 
la somme de leurs dimensions vaut dimE. 1 


COROLLAIRE 14-1.29 Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace eucli- 
dien, on a 


F= (Er) 
Démonstration : On peut utiliser le corollaire précédent et l’exer- 


cice 14-1.22. Il est plus simple d'utiliser l’inclusion et l'égalité des 
dimensions. M 


En travaillant également par inclusion et égalité des dimensions, on à : 


COROLLAIRE 14-1.30 Si F et G sont deux saus-espaces vectoriels d’un 
espace euclidien, on a 


(FnG)!=rt+6çt 


SL'usage de l’article défini est conséquence de la propriété suivante, valable dans tout espace 
préhilbertien (exercice) : si IF et G sont deux sous-espaces de E, 


L 
E=F&8G=>G=F 


14-2 Projection orthogonale sur un s.e.v. de dimension finie 649 


Plus généralement, on dira qu'une décomposition de l’espace E en somme 
directe de sous-espaces indépendants 


E=@r 


i=1 


est une décomposition orthogonale, et on notera alors 


L 
’ 
E-Q 


si et seulement si F,; L F; pour : # j. On vérifie alors aisément que l’on a 


Vi F= (@s) 


hi 


14-13.5 Théorème de la base orthonormale incomplète 


Nous savons qu’une famille orthonormale d’un espace préhilbertien est toujours 
une famille libre. Dans le cas de la dimension finie, une telle famille peut toujours 
être complétée en unc base orthonvrmale de l’espace : 


PROPOSITION 14-1.31 Si F —(e;),ci, est une famille orthonormale d'un 
espace euclidien E, de dimension », on peut toujours compléter 7 en une 
base orthonormale de E,. 
Démonstration : I n’y a rien à faire si p = n. Sinon, F, = vect F 
est un sous-espace de dimension p de E,, et on a 
E=F@0Fr 

Le sous-espace F} (de dimension n — p} peut être considéré comme 

un espace euclidien, lorsqu'on le munit de la restriction du produit 

scalaire. Les résultats de la section 13-3.5 montrent qu'il possède des 

bases orthonormales. Si G =(u;).<_, en est une, il est clair que 

FUG est une base orthonormale de l'espace E,. 


14-2 Projection orthogonale sur un s.e.v. 
de dimension finie 


Lorsque E est un espace euclidien, nous avons vu que, pour tout sous-espace 
vectoriel F de E, on a 

E=FOF 
Nous savons que cette propriété est fausse* en général dans un espace de dimen- 
sion infinie. Nous allons voir qu’elle est vraie si on suppose que F est de dimension 
finie. Pour cela, nous allons commencer par étudier un problème d’approxima- 
lion: 


SUnc condition nécessaire pour que cette égalité soit vraie est que F soit un sous espace 
fermé de E (pour la norme euclidienne). En effet, l'orthogonal d’un sous-espace (non réduit à 
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14-2.1 Meilleure approximation par un élément d'un 
sous-espace 


Soit F un sous-espace vectoriel” d'un espace préhilbertien réel E muni de sa norme 
euclidienne et a € E — F. On a défini 


d(a,F) =inf{la-#||, #€F} 
et on cherche s’il existe un point &s dans F réalisant le minimum de ces distances, 
c'est-à-dire tel que 
Île — coll = d(a, F) 


En général, la réponse à cette question est négative : si par exemple F n’est 
pas fermé$ dans (E, || ||}, et si l'on prend a € F —F, on a d(a,F) = 0 alors que 
tout & dans F vérifie ||a — &| > 0. Un exemple de cette situation est l’espace 
E -C°([0,1],R) muni du produit scalaire 


: 
Ga = [ rot & 

avec par exemple a égale à la fonction constante égale à 1 et F l’hyperplan 
F-{feEl/(0=0} 


PROPOSITION 14-2.1 Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace E pré- 
hilbertien et a € E — F, it existe dans F une meilleure approximation de a si 
et seulement si 


ecF@F 


Cette meilleure approximation est alors unique, c'est la composante de à 
seton F dans la somme directe F@&F!. C'est donc l'unique élément a € F 
tel que a — a € F!. 


Démonstration : Supposons d’abord que a € F&F+, et se décom- 
pose dans cette somme directe en a = ap +@ . On a alors, pour tout 
æ € F, compte tenu de la relation de Pythagore 


Île — al? = lle + (ao — IE = Ile + co — al > Ill? 
{0r}) est intersection d’une famille d’hyperplans fermés. Si F et FL sont supplémentaires, 
E=F@F +F- (Ft) 


et donc F cst fermé (comme intersection de fermés). 

Comme la distance euclidienne est associée à une norme, elle est invatiante par translation. 
L'étude effectuée ici s'appliquera aussi à un sous-espace affine de E : on a tout simplement, 
pour F sous-espace vectoriel de E et ao € F 


d{a,80+ F) = d (a — ao, F) 


el une meilleure approximation de a par un élément de ao + F sera (si elle existe) de la forme 
ao + a”, où a” est une iueilleure approximation de a — ag par un élément de F. 

SI ne peut exister de sous-espace non fermé que lorsque l’espace E n’est pas de dimension 
finie. 
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avec égalité si et seulement si ? = @g. On a donc bien prouvé que 
d(a,F) = [la = Île — all 


avec unicité du point x € F réalisant le minimum de cette distance. 
Réciproquement, supposons qu’il existe ag € F avec 


d(a,P) = [la — aol 


el montrons que le vecteur a, = a —a appartient à F!, ce qui donnera 
bien 
a= a+ EF@F! 


Pour ce faire, choisissons un vecteur z € F quelconque et calculons, 


pour # réel 
P(0 = Ile — (ao + tr) = 2 ef + 2442, € — ao) + le — ao? 


Cette fonction polynomiale est, par hypothèse, minimale en £ = 0, et 
vérifie donc P’(0) = 0, ce qui donne 


VaeF (ra a) =0 
etonabiena—-a&eF!. B 


COROLLAIRE 14-2.2 Lorsque l’espace E est somme directe de F et de F!, 
le problème de meilleure approximation d’un élément a € E par un élément a 
de F possède une solution unique quel que soit «. De plus la correspondance 
a ++ & est linéaire : c’est le projecteur sur F parallèlement à Ft, qu'on 
appelle alors projecteur orthogonal sur F. 


REMARQUE 14-23 Si a € F@F!, on a aussi a € F! @ (F!)*, ce qui montre 
qu'il existe aussi une meilleure approximation de & par un élément de F£ : avec 
les notations précédentes, c'est le vecteur &1, composante de a selon F!. En 
particulier, le corollaire qui précède et la relation de Pythagore donnent 


E=F@FæVecE lal'=d(a,F)+4(a,Ft) 


14-2.2 Cas d’un sous-espace de dimension finie 


Supposons que F soit un sous-espace de dimension finie de E Un argument de 
compacité (valable dans tout espace normé) nous à permis de voir (cf. section 
7-6.4.1) que tout élément de E possédait au moins une meilleure approximation 
par un élément de F. Comme la norme provient ici d’un produit scalaire, ce 
qui précède montre l’unicité de cette meilleure approximation. Nous allons ici 
donner une autre démonstration d'existence, plus constructive” car elle permet 
d’expliciter l’approximation : 
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THÉORÈME 14-2.4 Si F est un sous-espace de dimension finie d’un espace 
préhilbertien, on a 


E=F@F! 


Si (eg est une base orthonormale de F, la meilleure approximation d’un 
vecteur x par un élément de F (qui est aussi la projection orthogonale de z 
sur F) est donnée par 


ze = > (ei,x}e; 
ii 
On a en particulier 
EP =le-sl et (2) = Ierl? = D {ex} 


Démonstration : F muni de la restriction du produit scalaire est 
un espace euclidien et possède donc une base orthonormale (ei), ic, 
Décomposer le vecteur r dans la somme directe F&F+, c’est chercher 
des scalaires (X}içie, tels que le vecteur 


» 
2 = 5 ei 
ren 
vérifie x — zr € Ft, soit 
Vj (r—zære;) =0 


ce qui donne exactement, puisque la base (ei), cie, est supposée or- 
thonormale 


Vi eme; 


et démontre® le résultat escompté. Æ 


SLintérêt de disposer d'une base orthonormale de F est d'obtenir une ”’ formule” permettant 
de projeter un vecteur z sur F. Pour prouver l'existence d'une décomposition de z dans F@F!, 
on aurait pu considérer la forme linéaire (x, +} | sur l'espace euclidien F, associée à un vecteur 
ær unique de F (isomorphisme entre un espace euclidien et son dual). On a ainsi 


3:€F VyEF (y) =(xr,8) 


et donne bien z — 27 € FL. Le calcul explicite de zy peut se faire en travaillant dans une base 
(uigigp de F non nécessairement orthonormele. Si on cherche zy sous la forme 


» 
er= Du 


i=i 


les conditions 


Vi (z-—zmu;)=0 
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COROLLAIRE 14-2.5 Si F est un sous-espace de dimension finie d'un espace 
préhilbertien, (F1 


EXEMPLE 14-26 Distance à une droite vectorielle, à l’hyperplan or- 
thogonal : si a est un vecteur non nul d’un espace préhilbertien, la projection 
orthogonale d’un vecteur x sur la droite vectorielle D = vect a est donnée par 


_&o, 
Ie 


TD 


{avec les notations qui précèdent p = 1 ete, = ="). La distance de z à la droite 


pe 
Îlell 
D est donc donnée par 
{z,a 


T— F 


d(z, vect a) = al 


Île 


alors que la distance à l’hyperplan orthogonal est 


aq) - 


On retrouve le résultat bien connu en géométrie élémentaire : dans l'espace affine 
euclidien de dimension 3 rapporté à un repère orthonormé (RTK), la 
distance d’un point M{x,y,z) à un plan P d'équation uX + vYŸ +wZ +h =0 
est donnée par 


_ lux + oy+uwz+hl 


PE rte 
En efiet, si Mo (:r0, ÿe, zo) est un point de Pet à=ul+vf+wk,ona 
P = Mo+(a)* 
et, par invariance de la distance par translation 


Mol. 
dCM,P) = 4 (Moal, = 
et MoM.a = OM.& — OMoë = ur + vy + wz + h, puisque 


OMo.ë = uxo + vyo + 20 = —h 


amèneront cette fois à résoudre un système 


M @wu) 
(| . }- | Ë | 
Xp su) 


de Cramer, puisque le matrice du produit scalaire dans la base (ui), cc, est inversible. 
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14-2.3 Orthogonalisation de Gram-Schmidt 


L'obtention d'une base orthonormale d'un espace euclidien est possible par dif- 
férentes méthodes : nous avons déjà vu la méthode de Gauss qui, à partir de 
l'expression du carré scalaire dans une base quelconque permet d’obtenir une 
base où ce carré scalaire s'exprime comme somme des carrés des coordonnées. 
Une telle base est orthonormale. 

Des considérations géométriques vont nous donner un algorithme de construc- 
tion d'une familleorthonormale équivalente à une famille libre donnée d’un espace 
préhilbertien. Dans le cas d’un espace euclidien, si on part d'une base de l’espace, 
on obtiendra une base orthonormale : 


THÉORÈME 14-2.7 Soit (uihicicr une famille libre d'un espace préhitbertien 
E. H existe une famille orthonormale unique (&) de l’espace E telle que 


1<i<p 
Vief{1,...,p} vecl(e,...,e;)= vect(w,...,u) 
Vief{l,...,p} (e,w)>0 
Cette famille peut être construite de proche en proche par l'algorithme de 
Gram-Schmidt : 


it 
u; £ 
ea = —— et pour i>2 avec u = u; > €k: Ui) Ek 
"7 Trall É = pal ‘ 2" ' 


Démonstration : La première sir joe. le fait que la famille 
(eiigies est triangulaire par rapport à (w;),;<,. Nous verrons dans 
le courant de la démonstration que la Le condition est là pour 
assurer l’unicité de la famille (eihigigr © : sans cette condition, il y 
aurait 27 familles orthonormales répondant à la question. 

La démonstration se fait par récurrence sur p. Si p = 1, on cherche 
simplement un vecteur e unitaire et colinéaire à à. Il y a deux 
possibilités 

1 
#7 ul 
mais la condition de signe portant sur (e1, u1) impose le signe +. Sup- 
posons acquis l'énoncé pour une famille libre de p—1 vecteurs de E et 
donnons nous une famille libre (w)< . En appliquant l'hypothèse 
de récurrence à (wi), e,_1, On obtient une base (eiigigr-1 orthonor- 
male unique de vect {us} high: triangulaire par rapport à la famille 


Giigig=s et vérifiant (ei,u;) > 0 pour à € {1,... ,p— 1}, donnée 
par 
€ LL et pouri22 € ue avec u} = u, D (ex ui) e 
= = re iTüi— hs Ui) Ek 
"al = Te cn ‘ 


ki 


H reste donc à prouver l'existence et l’unicité du vecteur e, complétant 
(eh gigp-: en une base orthonormale de F, = vect(ui)icie,. Procé- 
dons par analyse-synthès 
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Analyse : Dans l’espace euclidien F, (pour la restriction du pro- 
duit scalaire), nous disposons d’une base orthonormale (ehigigp1 de 
Fi = vect(u);c,. On cherche le vecteur e, € F, orthogonal 
à (ehigig,-1 1 est donc dans la droite vectorielle F, N FL, (droite 
vectorielle, puisqu'il s’agit de l’orthogonal dans l’espace euclidien F, 
de l’hyperplan F,_1). Pour avoir un vecteur directeur de cette droite, 
il suffit de prendre un vecteur dans F, — F,.1 et de lui retrancher sa 


projection orthogonale sur F,_1. Comme on dispose du vecteur u,, 
on choisira 
pi 
un = up D (ersui) ex 
k=1 
On a donc nécessairement (figure 14.1) : 
u! 
= + 
[FAI 


vecteur unitaire orthogonal à (e,),<,,. On a alors 


4 ui] = (eu) = (os an «) 


k=l 


p=l 
F (em üp) — e DC) «) (eps up) 
ki 
ce qui montre que l’on doit choisir le signe + pour avoir (e,,u,) > 0. 
(on voit que, sans cette condition de signe, on aurait, à chaque étape 
de la récurrence, 2 possibilités pour construire le vecteur e;, ce qui 
donnerait à l’arrivée 2 familles orthonormales possibles). 
Synthèse : Les calculs précédents montrent que le vecteur €, 


ainsi construit est unitaire, orthogonal à (e;), et vérifie 


vect(er,...,e,) = vect(ui,... ,u,) 
(eus) > 0. 
et répond donc à la question. 

On a donc bien prouvé, à l’ordre p l'existence et l’unicité de la 
famille (es) qu'on appellera orthonormalisée de Schmidt de la 
famille (us); cree 

REMARQUE 14-2.8 Le fait d'imposer aux vecteurs de la famille (e;)c;ç, d'être 
unitaires oblige à chaque étape à diviser chaque vecteur u{ par sa norme, qui 
s'exprime comme racine carrée d’un carré scalaire, et oblige souvent à trainer 
des radicaux dans les calculs. On peut préférer l’orthogonalisation de Schmidt, 
en conservant la famille (u)igier qui est celte fois orthogonale, triangulaire par 
rapport à (ui).ci<, (et vérifie (ui, us) > 0 pour tout i). L’algorithme d'obtention 
s'écrit alors (ne pas oublier de diviser par les carrés des normes) : 
1 . 


u=u etpouri>2 fau Ÿ (uiu) 
art (LA 
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L 
F0 E4 


Figure 14.1 — Procédé d’orthonormalisation de Schmidt 


REMARQUE 14-2.9 Si l'espace E est de dimension infinie, et si Z4 = (u),en 
est une suite de vecteurs libres de IE, on peut poursuivre indéfiniment l’algo- 
rithme d'orthonormalisation pour obtenir une suite orthonormale £ = (e,),en 
triangulaire par rapport à {. 


2% 
EXERCICE 14-2.10 Déterminer inf (sin t + at + b)? dt 
(ab}eR? Jo 


EXERCICE 14-2.11 Quelle est la matrice, dans la base canonique de R muni de sa 
structure euclidienne canonique, du projecteur orthogonal sur le sous-espace F d’équa- 
tions 


{ Mi+as+ts+%a = 0 


T1 —T2+23- 24 = 0 


EXERCICE 14-2.12 Si {,) est un produit scalaire sur l’espace R[X], montrer qu’il 
existe une unique suite de polynômes {Pa),en telle que 


VnEN P, est un polynôme normalisé de degré n 
nm Pi LPa 


Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt à une interprétation matricielle 
intéressante : 


PROPOSITION 14-2.13 Soit M € S**(R) une matrice symétrique définie 
positive. Il existe une unique matrice T triangulaire supérieure réelle, dont 
les coefficients diagonaux sont strictement positifs, telle que 


M=TT 
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Démonstration : L'unicité s’obtient par un raisonnement pure- 
ment matriciel : si on à deux décomposition 


M='TT="SS 
l'inversibilité de M entraîne celle de S et T et 
fS-UT = t(TS"1) = ST! 


égalité entre une matrice triangulaire inférieure et une matrice trian- 
gulaire supérieure. Ces deux matrices sont donc diagonales, à coeffi- 
cients diagonaux strictement positifs et inverses l’une de l’autre. Elles 
sont donc égales à £, et donc ST-1=1,= S=T. 

Le raisonnement géométrique qui suit donne facilement l’existence 
de la matrice T (et donnerait aussi l’unicité). On interprète M comme 
le matrice d’un produit scalaire dans la base canonique B = (u;), <<. 
de R”. Le procédé d'orthonormalisation de Schmidt fournit alors une 
base B' = (ei)ig;e, orthonormale pour ce produit scalaire, telle que la 
matrice de passage U de B à B’ soit triangulaire supérieure à coeffi- 
cients diagonaux strictement positifs (avec les notations de la démons- 


s : k 1 
tration du théorème, ces coefficients diagonaux sont les ( En) ). 
AIT 7 1gign 
La formule de changement de base pour la matrice d’une forme bili- 
néaire symétrique donne alors 


‘UMU = 


soit M = 'TT avec T = U=!, matrice triangulaire supérieure, dont les 
cocffcients diagonaux sont inverses de ceux de U/ et sont donc aussi 
stricternent positifs. D 


L'intérêt de ce résultat matriciel est évident : si on doit résoudre le système 
linéaire!® d'inconnue X 


MX=B 


10Le fait que la matrice du système soit symétrique définie positive nest, en théoric, pas 
restrictif : un système de Cramer de n équations à n inconnues peut s’écrire, en travaillant avec 
les vecteurs colonnes de la matrice du système 


nCi+.-+#n0n = B 


et s'interpréter comme la recherche des coordonnées d’un vecteur B € R" dans la base 
(Cihigign: Si on munit R° d'une structure euclidienne, par exemple la structure canonique, ce 
système entraine 


Vi (CiriCi ++ ruOn) = (Ci, B) 
ce qui donne un système d'équations (dit "normal”) 
ET (Ci,8} 
GC» | : |= È 
En (Ca, B) 


conséquence du système de départ, et équivalent à celui-ci : c'est en cffet lui-aussi un système de 
Cramer, puisque sa matrice est définie positive, c'est la matrice du produit scalaire dans la base 
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et qu'on dispose d’un algorithme de factorisation de M sous la forme ‘TT, le 
système sera résolu en posant d'abord Y = TX et en résolvant le système trian- 
gulaire {TY = B, puis en résolvant le système triangulaire TX = Y. Remarquons 
que le procédé de Schmidt appliqué à la base canonique de R” (attention! pour 
le produit scalaire associé à M) donne la matrice U = T-! (ce qui est encore 
mieux puisque la solution du système est alors X = U'‘UB). Mais cet algorithme 
n’est pas utilisé en pratique car il est numériquement instable, et est donc très 
sensible à la propagation des erreurs d’arrondi. 


14-2.4  Inégalité de Bessel 


Lorsqu'on travaille sur un espace cuclidien E, de dimension n rapporté à une 
base orthonormale (e;),e;en, On à 


VreE, Nf=) (es) 


En 
Nous allons voir que cette égalité peut être généralisée à certains vecteurs d’un 
espace préhilbertien de dimension infinie, si on considère une suite orthonormale 
(ei);en (obtenue par exemple à partir d’une suite libre par le procédé de Schmidt). 
Nous reviendrons longuement sur ce sujet dans le chapitre sur les séries de Fourier. 


PROPOSITION 14-2.14 (Inégalité de Bessel) Si (e,),.,, est une suite!! or- 
thonormale d'un espace préhilbertien, pour tout x € E, la suite ({e,,7)),en 
est de carré sommable et 


4 
D tena) < ef 
n=0 


Il y a égalité dans cette inégalité si et seulement si la suite (7.),.n des 
projections orthogonales de + sur les sous-espaces E, = vect (e)ogien 


= Yez) ei 


converge dans l'espace normé (E, || ||) vers z, ce qui revient exactement à 
dire que le vecteur x appartient à l’adhérence du sous-espace vect (e,), x 


(Ciigign- Il n’a done qu'une seule solution, qui est celle du système de départ. (on pourrait 
aussi dire, par un raisonnement plus géométrique, que Le vecteur B ct donc ses coordonnées 
dans le base (Ci), cie, sont entièrement déterminés par les valeurs que prennent sur lui les 
n formes linéaires indépendantes (C;,+), donc lorsqu'on connaît ses produits scalaires avec les 
vecteurs de cette base). 

llEn modifiant légèrement la démonstration (excrcice} on obtiendrait l'énoncé : 

Si 7 est un ensemble dénombrable et (e;),., est une famille orthonormale d’un cspace 


préhilbertien E, pour tout z de E, la famille de réels positifs ((z,e,)*) 4 © sommable et 
p 


te)" < [let 


er 


Quand y a-t-il égalité? 
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Démonstration : Si x, représente la projection orthogonale de x 
surE,,ona 


n 


En = D ter) @& etdonc {ral = D {e,2)? 


i=0 i=0 


(expression du carré scalaire dans une base orthonormale). La relation 
de Pythagore appliquée à la décomposition + = x, + (x — z,) donne 
Il = ral + Me — z,lf? et donc 


F1 2 2 
IA = Dee) < lIel 
i=0 


Les sommes partielles de la séries de terme général positif (e,,, x}? sont 
donc majorées. Cette série est donc convergente, et 


400 
D tena) < ri 
n=0 

Comme de plus 


n 
2 2 2 2 2 
les = eff — af = NÉ — SE (eis2) 
1=0 
il y a égalité dans l'inégalité précédente si et seulement si 
fn (le aafl= 0 
ce qui traduit le fait que la suite (r,),. converge vers z. Comme 


Vn æ € vect(ei};en 


cette convergence entraîne que # € vect(c,),., comme limite d'une 
suite convergente de points de cet espace, Réciproquement, si un 
vecteur z € vect(e,) en et sie > 0 est choisi arbitrairement, on peut 
trouver un vecteur y € vect(e,),.n vérifiant |}r — yl| < €. Comme 
une combinaison linéaire d’une famille de vecteurs ne fait intervenir 
qu'une sous-famille finie, il existe un entier m avec y € E,. Par 
propriété de meilleure approximation, on a 


lez < le — vil <e 
Comme la suite (||z — z,||},en est décroissante, on à 
Vn>m (le-sl<e 


et il y a donc bien convergence de la suite (x) en vers x. 0 
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14-2.5 Complément : projection sur un convexe 
complet 


EXERCICE 14-2.15 Si E est un espace préhilbertien et C est un convexe complet de 
E (si E est un espace de Hilbert, cela revient à supposer que C est convexe fermé). On 
se propose de montrer que 


VaeE 38€C |a-6| = inf la — zll 


bs est alors appelé projection de a sur C. 
1 
Pour cela, montrer que, si a,yetzeE et m=— 2 (+ 2) est le milieu de [y, z] 
2 2 CE 2 
lie-gl+la- 4 =2le-#l +; 1ly-2l 


et en déduire Punicité d’une projection éventuelle. Montrer ensuite que, si (72) en est 
une suite de points de C telle que 


him Île - ani = d(a,C) 


cette suite est de Cauchy. Conclure. 
Montrer que la projection b, de a sur C est caractérisée par la propriété 


BEC et VrEC (ba-z,b4 - a) <0 


EXERCICE 14-2.16 Soit (E,(, }} un espace de Hilbert et 4 une forme linéaire non 
nulle continue sur E Montrer que H = kerç est un hyperplan fermé de E. Si a est un 
vecteur de E — H, montrer que a possède une meilleure approximation par un élément 
de H. En déduire que 


E-Hç6! 


et montrer que H£ est une droite vectorielle. Si x en est un vecteur directeur, montrer 
qu'il existe À € R° avec 


p= (are) 
Si on note E’ le dual topologique de E, montrer que l'application 
EE m2) 


est un isomorphisme d'espace vectoriel qui est une isométrie si on munit E de la norme 
des applications linéaires continues. On voit donc qu’une propriété fondamentale des 
espaces euclidiens se conserve dans les espaces de Hilbert, si on se limite à travailler 
avec des formes linéaires continues. 
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14-3 Endomorphismes d’un espace eucli- 
dien 


Nous nous intéressons dans cette section aux endomorphismes d’un espace pré- 
hilbertien de dimension finie (I, (, }). Si u € L(E,), on peut représenter u par 
sa matrice dans une base arbitraire de l’espace. Si cette base B = {e,... ,e,} 
est orthonormale, les coefficients de cette matrice étant obtenus comme coor- 
donnécs dans B des images des vecteurs de B, coordonnées qui s'expriment aussi 
comme des produits scalaires 
M (u,B) = (es u(e;)}}isign € Ma(R) 
1$1èn 


On a en particulier 
traceu = Ÿ {e;,u(ci)) 
cer 


Nous verrons ultérieurement une interprétation géométrique du déterminant. 


14-3.1 Adjoint d’un endomorphisme 


14-3.1.1 Définition 


THÉORÈME 14-3.1 (ET DEFINITION) Si u est un endomorphisme d'un es- 
pace euclidien (E,,{, }), il existe un unique endomorphisme de E,, appelé 
adjoint de u et noté u” tel que 

VayeEs (u(r),y)= (ru (v)) 

Démonstration : On voit que l’endomorphisine u° est défini par 
dualité, c’est-à-dire que l’on connaît l’image u”" (y) d'un vecteur quel- 
conque de E, par ses prodnits scalaires avec tous les vecteurs de l’es- 
pace. Nous prouvons donc l'existence et l’unicité de u° en utilisant 
l’isomorphisme canonique entre E, et E : 

Unicité : celle-ci résulte de la remarque précédente : siy € E, 
est quelconque, ét si u” existe, on à 


(u°(u),e) = (nu (e)) 
ce qui montre l’unicité de u* (y), donc celle de u”. 

Existence : Si y € E,, l'application x + (y,u(r)) est claire- 
ment une forme linéaire sur E,. Comme le produit scalaire est non- 
dégénéré, il existe un unique vecteur z, € E, tel que 

VrelE, (zx) = (yu(x)) 
Notons u* l'application y + u* (y) = 2, de E, dans lui-même. Si y 
et y2 sont deux vecteurs de E, et « € R,on a 
VTGE, (zntensr) = (ui + aus u(x)) = 
Gnsu(r)) +a(yru(x)) = (zu + az) 


ce qui prouve facilement la linéarité de u*. 
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REMARQUE 14-3.2 En travaillant dans une base orthonormale B = (e;), cs, 
on à 


n 
re, n°(r)= D) (eu (z))es 
rent 
ce qui donne une expression de u*, compte-tenu de la propriété qui caractérise 
cet endomorphisme 


VreE, ut (e)= SU tu(e),r) 


14-3.1.2 Propriétés 


Les propriétés suivantes découlent facilement de la définition par dualité de l’ad- 
joint : 


1. L'application u ++ u* est linéaire et involutive de £(E,) dans lui-même : 

Qu) = u. 

Démonstration : exercice. 
2. Pouruet ve L(E,), on a 

(uv) = vu" 
Démonstration : pour r et y € E,, on à 
Cu(u(z)) sv) = (vx) su (u)) = (av (u (y))} 

Cette égalité étant vraie pour tout x,y € E,, on a bien (uov) =v"ou*. 

3. SiueL(E,),ona 


keru"=(lmu)" et Imu* = (keru)* 


Démonstration : Si x € E*, le vecteur u* (x) est nul si et seulement s’il est 
orthogonal à tout l’espace soit 
VyEE (u'(x),y) = (r,u(y)} = 0 
ce qui traduit exactement x € (Imu)*. Comme (u°)" = u, on en déduit en 
remplaçant u par u* 
ns 
(Imu*)*=keru et donc Imu” = (Gmu)*) = (keru)* 
4. Si u est un endomorphisme d'un espace euclidien E,, u et u* ont même 
rang. 


Démonstration : On applique le théorème du rang 


rangu = dimlmu = dimE, — dim(lmu)* = dimE, — dimkeru” = rangu* 
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5. Il en résulte que 
ue GL(E,) # v € GL(Es) 


et on a alors 


Démonstration : u est un automorphisme s'il est de rang n. Il en est alors 
de même de u°. On a aussi 
au = ide, > (uu”t)" = (ide, ) = ide, 
ce qui s'écrit aussi (u7*}"u" = idp, et donne bien (u7*)" = (u*) 
6. SiF est un sous-espace de E 


Fest u-stable & I est u‘-stable 


Démonstration : Supposons F stable par u. Si x est un vecteur quelconque 
deFety€F!,ona 
{asu* (y)) = (u(x),y) = 0 


puisque u (x) € F. On a donc bien u“ (y) € Ft, ce qui montre que F{ est 
stable par u*. Comme (u*)" = u et Œ)* = F, la réciproque est vraie 
également. 

7. En particulier, la recherche des hyperplans stables par un endomorphisme 
u se ramène à celle des droites vectorielles stables par u”, c'est-à-dire à 
la recherche des vecteurs propres de u”. Ce résultat est à rapprocher de 
celui obtenu à la section 5-4.2.5, valable sur un espace vectoriel de dimen- 
sion finie sur un corps quelconque. Ce qui suit fait le lien entre ces deux 
résultats : 


8. Si B est une base orthonormale!? de E, 
M (u*,8)= "M (u,B) 
#8i & n’est pas orthonormale et 


A {(ei,e;)) 


est la matrice du produit scalaire dans B, pour z et y € E, représentés par les colonnes X et 
Y dans B, la matrice de u dans B étant M, on à 


{u{2),5) ="(MX) AY = 'X MAY ='XA(AT MAY) 
quantité qui est aussi égale à 
su (y) =XA (MY) 


si Ma est la matrice de u* dans B. Par unicité de la matrice d’une forme bilinéaire dans une 
base donnée, on obtient, 


Mi = ALMA 


qui donne bien M1 = M lorsque À = 1, c'est-à-dire lorsque la base B est orthonormale. 
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Démonstration : Si B = (e), Ge, et ai; est le coefficient d'indices (à, 5) de 
la matrice de w”, on a, puisque la base est orthonormale 
ais = (eisu (e;)) = (u(ei),e;) = bji 
coefficient de la je ligne et ie colonne de la matrice M (u,B). 1 
9. La propriété qui précède montre que u et u” ont même déterminant, même 


polynôme caractéristique et même spectrel$. 


REMARQUE 14-3.3 De nombreux résultats obtenus géométriquement peuvent 
s'obtenir également matriciellernent, lorsqu'on sait que, dans une base ortho- 
normale, u et «” ont des matrices transposées l’une de l’autre. Par exemple, si 
F est un sous-espace u-stable, dans une base orthonormale de E, adaptée à la 
décomposition 


E, =F@F 


M(u,B) = (à ) 


“wm-($t) 


ce qui montre que F4 est u“-stable. De plus, si Fl est également u-stable (soit 
B = 0), on a alors u = 1 ® 2 obtenu en recollant deux endomorphismes sur 
deux supplémentaires orthogonaux, on obtient u* = u} @ u. 


ona 


et donc 


14-3.13 Endomorphismes auto-adjoints 


THÉORÈME 14-3.4 (ET DÉFINITION) Si E, est un espace euclidien, une 
application u : E, — E, est dite symétrique si et seulement si 


VayeE  (u(x);y) = (ru (y)) 


Une telle application est nécessairement linéaire. C’est donc un endomor- 
phisme de E, vérifiant 


u=u 


On dit aussi que « est un endomorphisme auto-adjoint de E,. Un endomor- 
phisme u est donc auto-adjoint ssi sa matrice dans une base orthonormale 


est symétrique. 


Pour À € R,on a 


(u— Xide,)" = u" - ide, 
et danc 
rang(u* — ide.) = rang (u — Xide,) 


Les sous-espaces propres de 1 et u* pour une valeur propre À donnée ont done même dimension. 
Rappelons qu’à un vecteur propre de u* correspond un hyperplan stable par u. 
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Démonstration : Si r1,72 € E, et à € R, montrer que 
u(r +ar2) = u(x1)+ au(x) 

revient à prouver l'égalité des formes linéaires associées 
(u(x1+az),e)= (u(a) +au(z2),e) 

Or, pour y € E, quelconque 

{u (ri + am) ;u) = (1 + aa u(y)) = 

(euu(y))+a(rsu(y)) = {u(z);y)+a(u(r2),y) 

ce qui prouve le résultat. I 

De même, une application # : E, — E, est antisymétrique si et seulement si 


VayeE (u(x);y)=-—(x,u(y)) 


Cette propriété entraîne également la linéarité de u (exercice) et se traduit donc 
par l'égalité u = —u” 
PROPOSITION 14-3.5 L'ensemble S (E, ) des endomorphismes symétriques 
et l'ensemble A(E,) des endomorphismes antisymétriques de E, sont deux 
sous-espaces supplémentaires de £ (E,), isomorphes respectivement aux es- 
paces de matrices S,(R) et A,(R). lis sont de dimensions respectives 
n(n+1) ” n(n-—1) 
2 2 
Démonstration : L'application $ : L(E,.) — £(E,) définie par 
u}) = u” est une involution linéaire. On à donc 


L(E.) = ker (6 — idee») & ker (6 + ideir,)) = S(E:)  A(E:) 


la décomposition d’un morphisme u dans cette somme directe est 


simplement 

u= jlu+u)+ lu ut) 
Le choix d’une base B orthonorrmale de l’espace fournit un isomor- 
phisme 


ur M(u,B) 
de S(E,) vers S, (R) ct de A(E,) vers A, (R). M 


Un exemple fondamental d’endomorphisme symétrique est fourni par les pro- 
jecteurs orthogonaux : 


PROPOSITION 14-3.6 Un projecteur p € L(E,) est auto-adjoint si et seule- 
ment si c'est un projecteur orthogonal : il existe [ sous-espace vectoriel de 
E tel que p soit le projecteur orthogonal sur F, soit 


Imp=F et kerp=Ft 
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Démonstration : Si p est auto-adjoint, on a, d’après la propriété 3 
de la section 14-3.1.2 


kerp = kerp° = (Imp)* 
et p est donc un projecteur orthogonal. Réciproquement, si p est 
projecteur orthogonal sur F et si deux vecteurs x et y se décomposent 
enz=2 +z"ety = y + y" dans la somme directe F@ Ft, on a 
(Chu) = (ay + y") = (ay) = (,p(u)) 
et p est bien symétrique. M 


Comme S (E,) est un espace vectoriel, on en déduit que, si (x)... est la 
famille de projecteurs associée à une décomposition orthogonale de l'espace 


L £ 
E = @...@Fx 


tout endomorphisme s’écrivant 


u= Sa 


avec (iigigm € R” cst auto-adjoint. Le théorème de réduction des endomor- 
phismes symétriques (section 14-3.3) nous montrera que tous les endomorphismes 
symétriques peuvent s’écrire de cette façon. 

En particulier, si E = F@F et p et q sont les deux projecteurs orthogonaux 
asssociés à cette décomposition de l’espace, la syrnétrie orthogonale par rapport 
èàF 


s=p-qg=2p-ide 


est un automorphisme (involutif} auto-adjoint. Cette transformation linéaire de 
Pespace conserve la norme, puisque si x = +, + z2 est la décomposition d'un 
vecteur quelconque de l’espace dans F ® Ft, on a s(z) = æ1 — z2, et par la 
relation de Pythagore 


Is GHË = el + (lee = Il 


Les symétries orthogonales d'un espace euclidien sont des exemples d'automor- 
phismes orthogonaux, que nous étudions dans la section qui suit. 


COROLLAIRE 14-3.7 Dans une base orthonormale d'un espace euclidien, 
la matrice d'un projecteur orthogonal ou d'une symétrie orthogonale est 
symétrique. 


EXERCICE 14-3.8 Montrer qu’un projecteur p d’un espace euclidien Æ, est orthogonal 
si et seulement si 


VreE (lp) < lil 
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14-3.2 Automorphismes orthogonaux 


14-3.2.1 Définition 


DÉFINITION 14-3.9 On appelle automorphisme orthogonal d’un espace eucli- 
dien E, toute application u : E, — E, conservant le produit scalaire 


VaueE,  (u(x),u(y)} = (ru) 

La terminologie utilisée s’explique par le fait qu'une application qui conserve 
le produit scalaire est nécessairement linéaire et bijective : si u possède cette 
propriété, pour a€Retz,y€ÆE, ona 

Ile + ay) —u (x) — au (y = 
Ile + ag) + Ile GI + a lle GIP + Za {ue (eu (a) 

— 2(u (x + ay),u(x)) — 2a{u (x +av),u(y)} 
ce qui donne, par conservation du produit scalaire (donc aussi du carré scalaire) 
Ile Ce + ag) — u (x) — au (y) = Ie + ay) — x — ayll? = 0 
et prouve la linéarité de u. De plus, si (x) = 0p,, on a 

POSE RELEL 


d’où l'injectivité de u. Comme l'espace E, est supposé de dimension finie!4, 
u € GL(Æ,). Nous noterons © (E,) l’ensemble des automorphismes orthogonaux 
de l’espace euclidien E,. 


14-3.2.2 Caractérisation. Propriétés 


Pour prouver qu’un endomorphisme d'un espace euclidien est un automorphisme 
orthogonal, nous disposons de nombreuses caractérisations : 


THÉORÈME 14-3.10 Soit # un endomorphisme d'un espace eudidien E,. 
Les propriétés suivantes sont équivatentes : 
ï) u conserve la norme 


V2CcE, (lux) = {Ill 


ï) u conserve le produit scalaire (donc u € O(E,)). 


MEn dimension infinie, u n'est pas nécessairement surjectif. Considérer par exemple l'appli- 
cation de {?(N) dans lui-même définie par 


(ot, uns.) (0, our, uns.) 
si (2 (N) est muni du produit scalaire usuel 


4 
Cum)nen s (n)agn) = D non 


n=û 
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u est un automorphisme de E, et u”! 


au = u'u = idy, 
iv) La matrice M de 4 dans une base orthonormale de E, vérifie 
‘MM=l 


v) Il existe une base orthonormale transformée par u en base orthonor- 
male, 
vi) L'image de toute base orthonormale de E,, est une base orthonormale. 


Démonstration : Si u est linéaire et conserve la norme, la conser- 
vation du produit scalaire s'obtient par ”polarisation” 


VayeE, (u(z),u(y)) => 7 (lue) + u (UNE — lu) — uw) 


La linéarité de u donne u (x + : = u (x) £u (y), et on obtient 
Qu (a) su) = 7 (lee + D — lle (x — vf) 


= à (le vf — le =?) = (2) 


On a donc bien i) = äi). 
Si u € O(E,), on sait que u est un automorphisme. Comme u 
conserve le produit scalaire, on à, pour tety € E, 


(eut (u)) = (u(e) su (ur! (u))) = (u(x) y) 


ce qui montre que u* = u”}. On a prouvé ti} = ti). 

Si M est matrice de u dans une base orthonormale B = (eïhigignr 
la matrice de u* dans cette même base est ‘M. La propriété iv) est 
donc la simple traduction matricielle de iii). 

Si M, matrice de u dans une base orthonormale B = (ei),<;<. 
vérifie MM = 1, le coefficient d'indices (à, j) de la matrice produit 
MM est produit de la 5” ligne de ‘M par la jè% colonne de M. 
C'est donc le produit scalaire {canonique dans R*} de la "* colonne 
de M et de la j*"* colonne de M. Comme B est supposé orthonormale, 
c'est 

S (un(e) eu) (u(es),e) = (ex) su(es)) = & 

ka 
puisque par hypothèse la matrice produit est J,. La famille (u (e:)}i cie 
est donc une famille orthonormale de cardinal n, c'est une base or- 
thonormale de E,. On a bien iv) = v). 

Enfin, si u est un endomorphisme de E, qui transforme une base 
orthonormale B = (ei),<, en une base orthonormale, on à pour 
æ,y € E, décomposés dans la base B 


z= Da + 1° Ya = 


1 


Dut ue] = IG 
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es > (ay) = ai 


Er es 
= (Sa (ei), D vu «) = (u(z),u(y)) 
is) isi 


Donc u conserve la norme et le produit scalaire et transforme toute 
famille orthonormale de cardinal n en une famille de même type : on 
a donc bien v} = vi) et a fortiori vi) 1). 


REMARQUE 14-3.11 Si u : E, — E, est une application quelconque qui 
conserve la norme, u n’est en général pas linéaire : considérer par exemple un 
vecteur e € E, vérifiant [lel| = 1 et l'application u définie par 


Vr€E, u(x)=|Irle 


Par contre, si on impose à u de conserver la distance euclidienne 


VayeE [u(z)-u(@ll = lle - ll 


alors l'application x ++ v(x) = u(z) — u(0e,) est une application linéaire qui 
conserve la norme, donc un automorphisme orthogonal, et u est donc une ap- 
plication affine associée à la transformation vectorielle v. En effet, on a par 
construction v(0r,) = 0r, et, pour r et y € E, 


Ie Ce) — 0 (IP = Île — IF 


ce qui entraîne en particulier que v conserve la norme (faire y = 0r,). En déve- 
loppant l'égalité précédente, on obtient également 


(v (æ),v (y)) = (x,9) 


propriété qui entraîne v € O(E.). Toute application d’un espace euclidien 
dans lui-même conservant les distances est une isométrie affine. 


La conservation de la norme et du produit scalaire ont des conséquences im- 
portantes, qu’il faut avoir à l'esprit lorsqu'on cherche à décrire un automorphisme 
orthogonal : 


e SiF est un sous-espace vectoriel stable par un automorphisme orthogonal 
u, son supplémentaire orthogonal est u-stable également, et les endomor- 
phismes induits sont eux aussi des automorphismes orthogonaux 


ulreO(F ct ul eO(F!) 


En effet, on sait que si F est u-stable son supplémentaire orthogonal est 
u*-stable. Comme uw" = u”!, on à 


ut (Ft) CE 


ce qui donne F! Cu (F!). On a en fait unc égalité pour des raisons de 
dimension. Comme u conserve la norme, il en est évidemment de même 
pour ufr et u[pi. 
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e Réciproquement, si E = F @ Fl est une décomposition orthogonale de l’es- 
pace, le recollement linéaire d’un automorphisme orthogonal u, € O(F) et 
d’un automorphisme orthogonal u7 € © (Ft) donne un élément de O(E,) : 
siu= uw @uetsire IE, est décomposé en x; + x2 dans F@F£, on a par 
la relation de Pythagore 


TOI CT CNET ES 
= lbs GIP + hu GI = He + al = Hell 


ce qui donne bien u € O(E,). 


Si u € O(E), les seules valeurs propres possibles de u sont +1 
Spu C {+1} 


et on a une décomposition orthogonale de l’espace en sous-espaces u-stables 


E, = ker(u — idg,) & ker (u + ide,) ë S 


avec uls € O©(S) n'ayant aucune valeur propre. En eflet, si x € E, 
est vecteur propre de x pour la valeur propre À, on a u(r) = Àr et 
Ier) = Alt = 1lell = À = +1 De plus, si u(z) = x et u(y) = —y, la 
conservation du produit scalaire donne 


(ay) = (nv) = (my) =0 

L 
Enfin, ker(u — ide) @® ker(u +ide,) étant un sous-espace u-stable, son 
supplémentaire orthogonal $ est aussi u-stable. 


EXERCICE 14-3.12 Si À est la matrice du produit scalaire dans une base B quel- 
conque, montrer qu’un endomorphisme u de E, est un automorphisme orthogonal ssi 
sa matrice M = M (u, B) vérifie 


‘MAM = À 


14-3.2.3 Groupe orthogonal 


PROPOSITION 14-3.13 L'ensemble O(E,) des automorphismes orthogo- 
naux d'un espace euclidien muni de la composition est un sous-groupe du 
groupe linéaire (G£ (E,) ,o), appelé groupe orthogonal de l'espace (E,,(, }). 


Démonstration : Exercice. 


PROPOSITION 14-3.14 L'application det : (O(E,),0) — ({+1},x) est un 
morphisme surjectif de groupes. Son noyau 


OT(E,) = {u € O(E,) | detu = 1} 


est un sous-groupe de O(E,), appelé groupe spécial orthogonal de l'espace 
euclidien E,. 
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Démonstration : Si B est une base orthonormale de E, et u est 
un automorphisme orthogonal, la matricc M de u dans B vérifie la 
relation MM = 1,,et donc 


det (MM) = [det MI? = 1 


ce qui entraîne detu = +1. Si x est un vecteur non nul de E,, la 
symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan xt est dans O(E,), et 
de déterminant égal à —1, ce qui prouve la surjectivité de l’application 
déterminant (O (E,) ,o) + ({+1}, x}. Le noyau de ce morphisme est 
un sous-groupe de (O(E,},0). 


Les éléments de O* (E, ) sont appelés automorphismes orthogonaux directs!$ 
de E,. L'ensemble 


O7 (E)= {ne O(E) | detu = —1} 


est l’ensemble des automorphismes orthogonaux indirects de E,. Il n’est pas 
stable par composition, puisque le produit de deux éléments de O- (E,) est dans 
Ot(E,). Les réflexions sont un exemple important de transformations orthogo- 
nales indirectes : 


DÉFINITION 14-3.15 On appelle réfleion d’un espace euclidien toute symétrie 
orthogonale par rapport à un hyperplan. 


Si cet hyperplan est H = rt avec x vecteur non nul de E,, dans une base 
orthonormale adaptée à la décomposition 


E, = vectr © H 


la matrice de cette réflexion est simplement Diag (—1,1,... ,1). 

L'exercice qui suit montre que les réflexions engendrent le groupe © (E.), 
à-dire que tout automorphisme orthogonal d’un espace euclidien peut s* 
comme produit de réflexions. La démonstration utilise le résultat intermédiaire : 


LEMME 14-3.16 Si a et b sont deux vecteurs distincts d'un espace euckdien 
vérifiant 


Île = Hell 


il existe une unique réflexion de l’espace échangeant & et b. Size E,, son 
image par cette réflexion est donnée par 


Démonstration : Si s est une telle réflexion, on a 


s(b— a)= 6(b)—s(a) = ab 


150On dit aussi ”rotations”. 
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b—a # 0e, engendre donc la droite vectorielle propre de s pour la 
valeur propre —1, et s est donc la réflexion par rapport à Phyperplan 
orthogonal H = (6 — a)*. Réciproquement, si s est cette réflexion, on 
a s(b— a} = ab. Mais ||al| = |fbl|, et on a donc 


{b—a,b+a)=0 


donc s(b+ a&) = b+ a, ce qui donne finalement s(a) = bet s(b) = a. 
On a de plus 


s = ide, — 2p 


où p est le projecteur orthogonal sur vect (b — a), ce qui donne facile- 
ment l'expression de s(z). M 


EXERCICE 14-3.17 En raisonnant par récurrence sur la dimension de l'espace et en 
utilisant le résultat précédent, montrer que toute transformation orthogonale (4 ide, ) 
d’un espace euclidien peut s’écrire comme produit de réflexions. Montrer que le nombre 
de réflexions intervenant dans la décomposition d’un automorphisme orthogonal peut 
être pris  n (dimension de l'espace). 


EXERCICE 14-3.18 Si R.u et R.b sont deux droites vectorielles distinctes d'un espace 
euclidien, montrer qu'il existe exactement deux réflexions qui échangent ces droites. 


14-3.2.4 Matrices orthogonales 
DÉFINITION 14-3.19 Une matrice M € M, (R) est orthogonale si et seule- 


ment si 
‘MM = 


On note ©, (R) l’ensemble des matrices orthogonales de type (n,n). Si R* 
est muni de son produit scalaire canonique, dire que M est orthogonale revient 
exactement à dire que l'endomorphisme canoniquement associé est dans © (R”). 
Îl en résulte immédiatement : 


PROPOSITION 14-3.20 L'ensemble ©, (KR) est un sous-groupe du groupe 
bi (G£r{R), x). HN est isomorphe au groupe orthogonal de l'espace 
R'" muni de sa structure euclidienne canonique. Le groupe (©, (R), x) est 
appelé groupe orthogonal d'ordre n. 


Plus généralement, si B est une base orthonormale d'un espace (E, ,(, }) eu- 
clidien de dimension n, le choix de cette base donne un isomorphisme de groupes 


O(E) -+ On (R) 
ur M (u,B) 


Si M € ©, (R), on a 


det M = +1 
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et l’ensemble des matrices orthogonales directes 
Of (R)= {M € O,.(R)| det M = 1} 


est un sous-groupe de (O, (R), x}, appelé groupe spécial orthogonal d'ordre n. 
Le choix d’une base orthonormale d’un espace euclidien E, crée un isomorphisme 
ur M{(u,B) de (O*(E,),0) vers (O*+(R), x). 

On peut interpréter simplement l'égalité ‘MM = L, caractérisant les matrices 
carrées orthogonales : comme nous l'avons vu à la section 14-3.2.2, si 


M = (Cu... ,Cn) 


est considérée comme matrice de vecteurs colonnes, le coefficient d'indice (i, j) 
de HR matrice ‘MM est simplement 


ai = CC; = (CHIC;) 
produit scalaire canonique de ces deux colonnes. On a donc 


PROPOSITION 14-3.21 Une matrice M € M, (R) est orthogonale si et 
seulement si ses colonnes forment une base orthonormale de R° muni de sa 
structure euclidienne canonique. Cette propriété est vérifiée aussi par les 
vecteurs lignes de M, puisque ‘MM = 1, équivaut à M'M = 1,. 


EXERCICE 14-3.22 M, (R) étant muni d’une norme quelconque, montrer que ©, (R) 
est une partie compacte de M, (R). Est-ce une partie connexe ? 


Pour le moment, nous avons considéré les matrices orthogonales comme ma- 
trices, dans une base orthonormale, d’automorphismes orthogonaux. On peut 
aussi les considérer comme matrices de passage entre bases orthonormales : 


PROPOSITION 14-3.23 Soit B = («;),.,<, une base orthonormale d'un es- 
pace euclidien (E,,({,)}) et B°= (e),<;<, une autre base, P = Ms (B’) étant 
la matrice de passage de B à B', On a 


B' orthonormale & P € O, (R) 


Démonstration : Les colonnes de P représentent les coordonnées 
des vecteurs de B° dans B. Comme B est orthonormale, on à 


(eï,e;) = (C:1C5) 


et donc l'égalité ‘MM = 1, traduit exactement le fait que B” soil 
orthonormale. 


Les formules de changement de bases orthonormales dans un espace euclidien 
sont donc simples : si x € E, est représenté dans B par la colonne X ct dans B’ 
par X',ona 


X=PX'&Xx'="'Px 
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REMARQUE 14-3.24 Si M est une matrice orthogonale, on a 


=: 
dt W 
et donc M = + com M, le signe étant + lorsque M est directe. Pour vérifier 
qu'une matrice de M, (R) est orthogonale directe, il suffit donc de vérifier que ses 
colonnes ou ses lignes forment une base orthonormale de R” euclidien canonique 
et qu’un de ses coefficients non nuls est égal à son cofacteur (ce qui amène au 
calcul d'un déterminant d’ordre n — 1 et évite de calculer un déterminant d’ordre 
n). 


M =tM (com M) 


14-3.3 Réduction des endomorphismes symétriques 


14-3.3.1 Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints 


Si u est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien (E,,(, }), on a, pour 
tout ER | 


(u— ide) = u— did, 
ce qui donne en particulier 
ker (u — Aide, ) = Im (u — Aide, )* 
et par conséquent, les sous-espaces ker (u — Aidg, ) et Im (u — Àidy, ) sont supplé- 
mentaires orthogonaux!$ : 
VAER E, =Im(u— Xide,) © ker(u — Mide,) 


Ti en résulte en particulier que tout sous-espace propre d’un endomorphisme sy- 
métrique possède un supplémentaire stable, résultat qui est à la base du théorème 
fondamental qui suit. 


LEMME 14-3.25 Si u est un endomorphisme symétrique de (E,,{, }}, les 
sous-espaces propres associés à des valeurs propres distinctes sont orthogo- 
naux. 


Démonstration : Si À 7 2 sont deux valeurs propres de f, on à 
pour des vecteurs z1 € ker(u — Aide, ) et 22 € ker(u — Aride,) 


QuGe),22) = M (eur) = (euu(e)) = a (ri,22) 


ce qui donne bien (x1,72) = 0. On aurait pu aussi utiliser ce qui 
précède puisqu'il est clair que, pour un endomorphisme u quelconque 
et deux scalaires À, et Àa distincts, 


ker (u — Aide, ) € Im(u — Aide, ) 
et, si u est auto-adjoint, Im (u — Àsidg,)} = ker(u — Aide, ). # 


16En particulier, le noyau et l’image d'un endomorphisme autoadjoint sont toujours 
supplémentaires orthogonaux. 
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Il résulte de ce lemme que, si u € S (E, ), le sous-espace!7 


À. 
F= @ ker(u- Aide.) 


AEspecu 


est un sous-espace u-stable, dont le supplémentaire orthogonal Ft est u°-stable, 
donc u-stable. L'endomorphisme induit v = ulr1 est dans S (F2), et est mani- 
festement de spectre vide. Le lemme qui suit nous montrera que, nécessairement, 
FL est réduit au vecteur nul. Il en résultera que l’espace E, est somme directe 
orthogonale des sous-espaces propres de u, et donc que u est diagonalisable. 


LEMME 14-3.26 Si « est un endomorphisme auto-adjoint d’un espace eu- 
clidien de dimension n > 0, le spectre de u n'est pas vide. 


Démonstration : Nous donnerons une démonstration matricielle 
de ce résultat, démonstration qui prendra tout son sens lorsque le 
chapitre sur les espaces hermitiens aura été étudié. L'exercice qui 
suit donne une démonstration un peu plus géométrique. Voir aussi 
l'exercice 18-3.42. La matrice de dans une base orthonormale de 
l’espace est une matrice À € 8, (R). Le polynôme caractéristique de 
A est dans R{X}, et nous montrons qu’il est scindé dans R[(X]. En 
effet, si À € C est racine de ce polynôme, on peut trouver un vecteur 
colonne X € €” non nul avec AX = AN. Comme À est à coefficients 
réels, on à par conjugaison 


AX = 


ce qui va donner 


'XAX ='(AX)X = MXX = 'X(AX) =X'XX 
On obtient finalement 


n 1 
o-n (mt) -0 si X=| : 
fai rs 
Comme X est non nul, on obtient (à — À) = 0, soit À € R. 


EXERCICE 14-3.27 Une autre démonstration de ce résultat : montrer qu’en dimen- 
sion 2, tout endomorphisme symétrique possède au moins une valeur propre (difficile 
d'échapper au calcul matriciel). Si u € S(E;) avec n > 2 ne possède aucune valeur 
propre, montrer que son polynôme minimal à tous scs diviseurs irréductibles (dans 
R{X]) de degré 2. Si P est un tel diviseur, montrer que ker P(u) # {0r, }, et que si 
on choisit un vecteur non nul dans ce sous-espace, le plan vect (z, u (z)) est u-stable. 
Conclure. 


17 Avec, par convention F = 


On.) si le spectre de u était vide! 
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THÉORÈME 14-3.28 Tout endomorphisme symétrique 1 d’un espace eucli- 
dien E, est diagonalisable. Plus précisément, l'espace E,, est somme directe 
orthogonale des différents sous-espaces propres de u. La famille obtenue 
par réunion de bases orthonormales de ces différents sous-espaces est alors 
clairement une base orthonormale de E, qui diagonalise u. 


COROLLAIRE 14-3.29 Un endomorphisme d'un espace euchidien est auto- 
adjoint si et seulement s’il est diagonalisable dans une base orthonormale. 


Démonstration : Cette condition est nécessaire d’après ce qui pré- 
cède. Si elle est vérifiée, il existe une base orthonormale où la matrice 
de l’endomorphisme considéré est diagonale, donc symétrique. L'en- 
domorphisme est lui-même symétrique. Æ 


On retrouve bien sûr le fait qu’un projecteur orthogonal est auto-adjoint. Plus 
précisément, le théorème qui précède peut s'écrire, en considérant la famille de 
projecteurs spectraux d'un endomorphisme symétrique : 


COROLLAIRE 14-3.30 Un endomorphisme d’un espace euclidien est auto- 
adjoint si et seulement s’il est combinaison hnéaire d’une famille de projec- 


teurs orthogonaux. 


EXERCICE 14-3.31 Montrer que, si p1 et pz sont deux projecteurs orthogonaux d'un 
espace euclidien, leur composé p1 0 pz est diagonalisable (on pourra utiliser des vecteurs 
propres de pi + p2). 


14-3.3.2 Traduction matri 


ielle 


Dans R" muni de sa structure euclidienne canonique, l'endomorphisme canoni- 
quement associé à une matrice À € M, (R) est symétrique si et seulement si 
A = ‘A. La matrice de passage de la base canonique à une autre base est ortho- 
gonale si et seulement si cette autre base est orthonormale. Le théorème 14-3.28 
s'écrit alors 


THÉORÈME 14-3.32 Toute matrice À de S, (R) est diagonalisable. Plus 
précisément, si À € S,(R), on peut trouver une matrice de passage O 
orthogonale telle que 

D = 07" A0 = ‘OAO 
soit une matrice diagonale!5. 
EXERCICE 14-3.33 On peut imposer à © d'être dans OX (R). 


1#Cette propriété caractérise les matrices réelles symétriques, puisque si © existe, la matrice 
À est semblable, mais aussi congruente {car O7! = *O} à une matrice diagonale, et est donc 
symétrique. 


14-3 Endomorphismes d'un espace euclidien 677 


REMARQUE 14-3.34 Ce théorème est un résultat réel. Il n'est pas valable sur 
un corps quelconque, comme le montre l'exemple 


1 ü 
a i}emo 

À est une matrice symétrique non diagonalisable. Nous verrons dans le prochain 

chapitre comment remplacer l'hypothèse À == ‘A pour avoir un théorème analogue 


sur C. 


EXERCICE 14-3.35 Donner une matrice de passage orthogonale diagonalisant la ma- 
trice réelle 


a ! L 

Le ss 1 

A= 1 a 1! 
1 1 1 

ler aie T 


14-3.4 Formes quadratiques sur un espace euclidien 


Dans une base orthonormale d'un espace euclidien (E,,{, }), un endomor- 
phisme symétrique u possède une matrice symétrique. Nous allons voir dans cette 
section que cette matrice peut également être interprétée comme matrice, dans 
cette base, d’une forme quadratique ® sur E, et que la correspondance u +> $ 
est ”’intrinsèque”, c'est-à-dire indépendante de la base orthonormale choisie. 


14-3.4.1 Endomorphisme auto-adjoint associé à une forme qua- 
dratique 


DÉFINITION 14-3.36 Soit u € S(E,). L'application de E,, dans R définie par 
DE +R r@,(r)=({u(z),z) 

est une forme quadratique, dite forme quadratique associée à l'endomorphisme 

symétrique u. 


On vérifie facilement que @, : (x,y) + (u(x),y} est une forme bilinéaire 
symétrique (car u € S(E}!) sur Es, et que ®, est la forme quadratique qui lui 
est associée, 


THÉORÈME 14-3.37 L'application de S (E,) dans Q(E,) définie par 
ur 
est un isomorphisme d'espaces vectoriels : pour toute forme quadratique ® 


sur l’espace E,, il existe un unique endomorphisme auto-adjoint de E,, tel 
que $ = 2. On dit que u € S(E,) est associé à d. 
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Démonstration : Cette application est clairement linéaire. Comme 


les espaces S(E,) et Q(E;) ont même dimension e@+n il suffit 
de prouver son injectivité. Si ®, est la forme nulle, il en est de même 
de sa forme polaire &,,, et donc 


VasyeE (u(x),y)=0 


ce qui montre bien que u{x) est nul pour tout r de E,. Æ 


Lorsqu'on travaille dans une base orthonormale B de E,, la correspondance 
ur ®, se lit matriciellement 


M{a,B)= M(%,,8) 


puisque, si z,y € FE, sont représentés par les colonnes X et Ÿ dans B, et si M 
est la matrice de u dans cette base, on a 


{u(x),v) = *(MX)Y = 'XMY ='XMY 
puisque M est symétrique, et la matrice de &, dans B est donc bien M. 


REMARQUE 14-3.38 Si on change de base orthonormale, O € ©, (R) étant 
matrice de passage de B à B', on aura, d’après les formules de changement de 
bases 


M! = M (u,B') = 07'MO 
M" = M(&,B)='OMO 


et on aura encore M' = M" car O est orthogonale. 


REMARQUE 14-3.39 Dans une base quelconque où le produit scalaire est re- 
présenté par la matrice À qui appartient à S%+ (R), on a 


M(@,,B) = {M (u, B)] À = AM (u,B) 


EXEMPLE 14-3.40 Si v € L(E,) est un endomorphisme quelconque, l’applica- 
tion Y,:E, — R définie par 


(a) = [lo ( 
est clairement une forme quadratique positive sur E,. Comme 
B(z)={v(z);v(r)) = (v'u(z),r) avec vu ES(E,) 


Ÿ, est associée à v’v. Nous verrons ultérieurement que toute forme quadratique 
positive sur E, est de ce type. 
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14-3.4.2 Théorème de réduction simultanée 


Sur un espace euclidien, une forme quadratique est donc associée à un endo- 
morphisme auto-adjoint. La diagonalisation de ce dernier va nous donner une 
réduction de la forme quadratique dans une base orthonormale de l'espace : 


THÉORÈME 14-3.41 Soit $ une forme quadratique sur un espace euckdien 
(E,,{,)). M existe une base orthonormale B de FE, dans laquelle la matrice 
de ® est diagonale (base dite d-orthogonate). Toute base B vérifiant cette 
propriété est une base orthonormale de l'espace E, diagonalisant l'endomor- 
phisme symétrique associé à ®. 


Démonstration : Soient u l’endomorphisme symétrique associé à 
$, la forme polaire de ® et B = (eihigign une base supposée répondre 
à la question. On a alors 


Vi>2 0 pee) = (u(er)&) 


ce qui montre que le vecteur u(e;) est orthogonal au sous-espace 
vect (e;),... Ceci entraîne 


u (e1) € vect(e1) 


et e1 est donc un vecteur propre de u. Comme il en est évidem- 
ment de mêrne pour les autres vecteurs de B, cette base est donc 
bien base orthonormale de vecteurs propres de u. Réciproquement, si 
B= (cihigie est base orthonormale qui diagonalise u, avec (A), <<, 
la liste des valeurs propres (non nécessairement distinctes) associées, 
pour z € E, se décomposant sous la forme 


n 
z= > mie 
ist 


l'expression de $ (z) 


B(x) = (u(z),z) = ( 0) = Ya 


1 is il 


montre que la base B est bien &-orthogonale. (on peut aussi dire que la 
matrice de ® dans B est égale à celle de u, et vaut Diag(À1,... ,Àn)). 
L 1 


Sur un espace vectoriel réel de dimension finie, se donner une structure eucli- 
dienne, c’est choisir une forme quadratique définie positive Ÿ (que l’on décrète 
être le carré scalaire). Le théorème précédent peut donc aussi s’énoncer : 


COROLLAIRE 14-3.42 Si ® et Ÿ sont deux formes quadratiques sur un 
espace vectoriel E réel de dimension finie, avec V définie positive, il existe 
une base de E qui est à La fois orthonormale pour Y et orthogonale pour &. 
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On dit qu'une telle base réduit simultanément les formes quadratiques ® et 
Y. 


REMARQUE 14-3.43 Si ® est une forme quadratique sur un espace euclidien 
(E,,{, }), et si l'expression de $ dans une base orthonormale & de E, est 


S(x) = Y aix? 


= 


(où les z; sont les coordonnées de x dans Ba et les a; sont des réels indépendants 
de x), Bo est une base de réduction simultanée du carré scalaire et de ®. La 
démonstration précédente montre que les (œ),<.<, sont les valeurs propres de 
l’endomorphisme u symétrique associé à ®. La signature de ® est donc (p,q), 
avec p égal au nombre de valeurs propres >0 (comptées avec leurs multiplicités) 
et g étant le nombre de valeurs propres <0 de u. Si l’on connaît la signature de 
®, on connaît les signes des valeurs propres de u. Réciproquement, si le spectre 
de u est connu, la signature de ® l’est aussi. 

En particulier, si À € S,(R), on pourra obtenir des informations sur les 
signes des valeurs propres de À de la manière suivante : on travaille sur R” 
muni de sa structure euclidienne canonique, et on considère la forme quadratique 
canoniquement associée à À 


Ba(X) = 'XAX 


A est donc matrice dans la base canonique B. (orthonormale) de l’endomorphisme 
symétrique associé à ®4. La signature de ®4 (que l'on peut obtenir par exemple 
par la méthode de Gauss) détermine!® les signes des valeurs propres de À. 


14-3.5 Endomorphismes symétriques positifs, défi- 
nis positifs 
14-3.5.1 Défini 


DÉFINITION 14-3.44 Si u est un endomorphisme symétrique d’un espace eu- 
clidien (E,,(, }}, on dit que u est posilif si et seulement si la forme quadratique 
associée l’est : 


on 


V2€E, (u(x),r)>0 


On notera St (E,) l’ensemble de ces endomorphismes. De même, S°*(IE,) sera 
l'ensemble des endomorphismes symétriques définis positifs, c'est-à-dire tels que 


VrEE, x #0, = (u(x),x) > 0 
(un lel u est évidemment un automorphisme de E, ). 
1Ce raisonnement montre anssi que la signature d'une forme quadratique sur un espace réel 
Æ est liée aux signes des valeurs propres de sa matrice dans une base quelconque de F,. En 


particulier, deux inatrices symétriques réelles congruentes ont des spectres distincts, mais les 
signes des valeurs propres de ces deux matrices se correspondent. 
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La matrice À de u dans une base orthonormale de E,, est symétrique, et on a 
évidemment 


u € St(E)e AES*(R) 
u € S"t(E)4# AE ST*(R) 
La remarque 14-3.43 montre que, pour u € S (E,) 
u € S+(E,)4# le spectre de u est inclus dans R* 
u € S"T(E)& le spectre de ü est inclus dans R°+ 


Nous avons vu (exemple 14-3.40) que pour v € £(E,), l'endomorphisme 
u = v*v est positif puisque 


VrEE (v'v(x),z) = lv (a)l? 


L'exercice qui suit montre qu’un endomorphisme symétrique positif peut toujours 
se factoriser sous cette forme : 


EXERCICE 14-345 Soit 4 un endomorphisme symétrique positif d’un espace euclidien 
et k > 2 un entier. Montrer qu’il existe un unique v € ST (E,,) tel que 


eu 


{en particulier pour & = 2, « s'écrit u? = vw). On montrera d’abord que, si v existe, il 
laisse stable chaque sous-espace propre de u, et. que l’endomorphisme induit par v sur 
chacun de ces sous-espaces est diagonalisable. 


EXERCICE 14-3.46 Soient f et g deux endomorphismes d'un espace euclidien E,. 
Montrer que 


f'f=g'oe3ueo(E) g=uof 


{on remarquera d'abord que, pour + € E,, chacune de ces deux propriétés entraîne 
que |l{ (z)ll = Ile (x)]l)- Montrer que w est unique si et seulement si f € G£(E,). En 
déduire que tout endomorphisme / de E, peut se factorisersous la forme 


f=uos 


avec 4 automorphisme orthogonal et s endomorphisme symétrique positif. A quelle 
condition cette écriture est-clle unique ? 


EXERCICE 14-3.47 (DÉCOMPOSITION POLAIRE) L'exercice précédent a une tra- 
duction matricielle : toute matrice À € G£, (R} se factorise de manière unique sous la 
forme 


A=OR 


avec © orthogonale et R symétrique définie positive (décomposition ”polaire” de la 
matrice À). On définit. ainsi une bijection 


D: Où{R) x SFR) + GLA(R) 


Montrer que & est bicontinue. Indication : pour la continuité de 4-1, on utilisera le 
compacité de O,(R). 
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14-3.5.2 Norme d’un endomorphisme d’un espace euclidien 


Rappelons que, si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel normé (E, || ||} 
de dimension finie, 


le G)ll 
Ill = sup 
PE 
définit une norme sur £(E), dite norme subordonnée à la norme |||| sur E. 


Lorsque l’espace est réel et que cette norme provient d'un produit scalaire (.,.), 
on à évidemment 


À sup (u(z)suta)) = sup (u(e)u(2)} 
IN=1 ISA 


On peut aussi exprimer cette norme par dualité” : 


PROPOSITION 14-3.48 Si z est un endomorphisme d'un espace euclidien 
(E,(, )}, on a 


Iull = sup. (u(x),y) 
(x W)€En 
Mall= ait 
Démonstration : Par l'inégalité de Schwarz, on a pour z,yÿ€E, 
de normes égales à 1 


{u(r),u) [lu gl < Ihre] Hell Mg = Hrdl 
ce qui montre que la borne supérieure considérée existe et vérifie 
ME jaup u(x),y) < [lu 
DE 


Si + est un vecteur de norme 1 vérifiant u (x) # On, on a évidemment 


but = (ue), ) € 


et conune cette inégalité est encore vérifiée si u (x) est nul, on obtient 
Il < me 
ce qui démontre l'égalité souhaitée. I 


Comme pour ,y € E, on a (u(x),y) = (u*(y),x), on déduit de la formule 
précédente : 


COROLLAIRE 14-3.49 Si u est un endomorphisme d'un espace euclidien 
Ile = Hu 


Lorsque l’endomorphisme u est symétrique, le théorème de réduction permet 
d'obtenir une autre expression de cette norme, et de la relier au spectre de u : 
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PROPOSITION 14-3,50 Si u € S(E,), on a*° 
Ilel| = sup Ku(x),x)l = max {lA], À € spec (u)} 
ISA 
Démonstration : Soit B = (ei), <<, une base orthonormale diago- 


nalisant u, et (À), <<, les valeurs propres associées, Pour x de norme 
1 décomposé dans cette base on à 


n 3 n 
M (£ sa) = D Aitie; 
ist ia 


puisque la base est orthonormale. Si on pose 


3 a 


= Y Az? 


1 


Ile (I = 


p = max{|A|, À € spec{u)} 


on à évidemment À? & p? pour tout à, et donc 


1 = 


avec égalité si on choisit pour + un des vecteurs e; de la base pour 
lequel |[X;] = 2. On a donc bien 


MORT ( 


Il = p = max{lhI, À € epec(u)} 
De plus, pour x de norme inféricurc à 1, on à 


it pa i=l 


: 
<pYzt<p 


lu(z),x)l = 


avec égalité pour le même vecteur e; que précédemment. Ceci donne 
bien 


= sup [(u(x),æ)l = Ill 
el 


Si u est un endomorphisme quelconque de l’espace euclidien E,,, en remarquant 
que 
VrGE, If) = (u'u(z),2) 
ct puisque ua est symétrique positif, on aura 
COROLLAIRE 14-3.51 Si u € L(E,), on a 
Ill = Vel = mes Gpec (au) 


En particulier, si on munit l’espace R” de sa structure euclidienne canonique 
et de la norme associée, la norme matricielle subordonnée sur M, (R)} sera définie 


par 
VAE M,(R) |Al = plus grande valeur propre de ‘AA 


2Lorque u est cle plus positif, on obtiendra 


Ilull= sup (n{(x),2) = max {X, À € spec (u)} 
fati<t 


puisque toutes les quantités considérées sont positives. 


684 Chapitre 14 : Espaces préhilbertiens réels. Espaces euclidiens 


14-3.6 Etude des automorphismes orthogonaux 
14-3.6.1 Orientation d’un espace réel 


Si E, est un cspace vectoriel réel de dimension finie >0, la relation binaire définie 
sur l’ensemble des bases de E, par 


Bi = B2 + dety, (B2) > 0 


est réflexive (dets (B) = 1), symétrique (dets, (81) = [dets, (B2)]7*) et transitive 
(utiliser la formule de changement de bases detg, (B:) = detg, (B2) dets, (B3)). 
Cette relation d'équivalence réalise une partition de l’ensemble des bases de E, 
en deux classes d'équivalence : si Bo est une base arbitraire, il y a la classe de By, 
et son complémentaire (non vide : on obtient une base qui n’est pas en relation 
avec B4 en changeant un des vecteurs de Bs en son opposé) qui est aussi une 
classe d'équivalence, puisque deux bases B, et B; de ce complémentaire vérifient 


detg, (B2) 


dets, (B2) = detn, (A) 


>0 
Orienter l’espace E,, c'est choisir une des ces deux classes et dire que toutes 
les bases composant cette classe sont directes (ou positives). Le complémentaire 
de cette classe est formé des bases indirectes (ou négatives). Il s’agit d'un choix 
arbitraire. 

Si f est un automorphisme de E,, on à 


des (7 (B)) = det f 


On voit donc que les automorphismes de déterminant >0 sont ceux qui conservent 
l'orientation des bases (qui transforment les bases directes en bases directes). Per- 
muter deux vecteurs d’une base, multiplier un vecteur par un réel négatif sont des 
opérations qui changent l'orientation d’une base. Faire opérer une permutation 
circulaire de longueur { sur les vecteurs d’une base ne change pas l'orientation si 
Lest impair. 

Dans le cadre d’un espace euclidien orienté, si B est une base orthonormale 
directe, une autre base orthonormale B' est directe si et seulement si la matrice 
de passage de B à B' est une matrice de Of (R). Nous noterons Bà, l’ensemble 
des bases orthonormales directes de l'espace. 


14-3.6.2 Cas de la dimension 2 


Nous travaillons ici dans un espace vectoriel E orienté, et nous fixons une base 
orthonormale directe Bo = { 1 J } € Bän. Nous étudions les automorphismes 
orthogonaux de E, en utilisant leur matrice dans la base Bo : 


°+ Automorphismes orthogonaux directs : 
Soit u € O*(E,). Sa matrice 
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vérifie donc ‘AA = LB et det À — 1, soit 
a+b=c+d 1 
ac+bd=0 
ad—be=1 


Les deux premières égalités donnent l'existence de deux réels 9 et $ (uniques 
modulo 2r) tels que 


a = cos, b = sin, d = cospet c = sing 


La condition ac + bd = 0 donne sin (8 + ) = 0 et ad — bc = 1 s'écrit aussi 
cos (8 + 6) = 1. On a donc $ = —8 modulo 2r, et par conséquent 


A = M(6)= ( cos @ ) 


sing cosô 


où 8 est un réel (inique modulo 2r). Réciproquement, toute matrice de ce 
type est dans Of (R). 


PROPOSITION 14-3.52 Le groupe multipkcatif O} (R) est égal à 


o+(R)= {ur - ( cs9 —sin8 ver} 


sing cos8 
L'application 
(R,+)- (O}(R),x) 8 M(8) 
est un morphisme de groupes. (Of (R), x) est commutatif. 


Démonstration : Les formules d’addition pour les fonctions 
circulaires donnent immédiatement 


M(0+0)= M(0)M(9') 
pour tous fet# ER. M 


PROPOSITION 14-3.53 Dans un espace euckdien orienté de dimen- 
sion 2, la matrice d'un automorphisme orthogonal direct u dans une 
base œthonormale directe ne dépend pas de cette base. Il existe un 
réel 8 (unique modulo 27) tel que 


4 __{-cos® —sing \ _ 
VBE Ein un = (1% say: )="0) 
On dit que x est la rotation d'angle 4 dans E, orienté. Dans une base 
indirecte, la matrice de « est M (6) : un changement de l'orientation 
de l'espace transforme l'angle d'une rotation en son opposé. 
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Démonstration : Dans la base Bo, la matrice de u est de la forme M (8). Si 
B est une autre base orthonormale directe de E, la matrice de passage de 
Bo à B est dans O} (R), donc de la forme M (4), avec € R. On a alors 


M(u,8)= M (9) M(0)M(e)= M(0) 


puisque les matrices commutent. La matrice de u est donc inchangée. Dans 
une base indirecte, # sera changé en son opposé. Il suffit de faire la vérifi- 


cation dans une base indirecte particulière, par exemple B, = {5 ñ. On 
a 

u(J) = cos9 J—sin8F 

u (1) = sin8 J + cos07 


cosû sing 
— sing cosê 


ce qui donne bien 


M (uBoi= ( }=wt-0 
Automorphismes orthogonaux indirects. 


Si v € O7 (BE), des calculs analogues à ceux qui précèdent montrent qu'il 
existe un réel 4 tel que 


cosô sing 
M (Bo) = ( sing —cosû ) 


PROPOSITION 14-3.54 Les matrices orthogonales indirectes en di- 
mension 2 forment l'ensemble 


sé cosô sinÿ 
o;m={( 5 NUE ver} 


On a clairement M{v, Bo)? = 12, ce qui montre que tout élément v de 
O7 (E) vérifie v? = idp,, et est donc une involution. Comme v est de trace 
nulle, c’est une symétrie par rapport à une droite vectorielle, et comme v 
est un automorphisme orthogonal 


E = ker(v — ide, ) & ker(u + ide,) 


et v est une symétrie orthogonale par rapport à une droite vectorielle (donc 
une réflexion puisqu'on est en dimension 2). On vérifie d’ailleurs aisément 
que, si 

sind — cos 


M (0, Be) = ( cos@ sing ) 


le vecteur 


14-3 Endomorphismes d'un espace euclidien 687 


est invariant par v, alors que 


a() = sin D + cos PF 


2 2 


est transformé en son opposé. L'égalité matricielle 


cos@ —sing Ÿ __f cosô sinê 1 0 

sin£ cosô _ V'sing —cosô 0 —1 
traduit donc le fait qu'une rotation d'angle 6 est produit de deux réflexions 
par rapport à deux droites vectoricles D, et D: telles que 


fins ê 
(Do D)=7 modr 


PROPOSITION 14-3.55 Tout automorphisme orthogonal indirect en 
dimension 2 est une réflexion. 


14-3.6.3 Cas de la dimension 3 


En dimension 3, nous allons décrire un automorphisme orthogonal en montrant 
que, dans une base orthonormale bien choisie, sa matrice est ”simple” : 


«+ Automorphismes orthogonaux directs : 


On suppose EF; orienté. Si u € ©+(H), sa matrice M dans une base 
orthonormale quelconque est dans OX (R). Elle possède au moins une valeur 
propre réelle (son polynôme caractéristique est de degré 3) égale à +1. En 
fait, 1 est nécessairement dans son spectre : si le spectre de u se réduisait 
à —1, et si 7 était vecteur propre associé, le plan P = (7) serait u-stable, 
l’endomorphisrae » induit par u sur P vérifiant 


veO(P)et detu=—1 


Cet automorphisme orthogonal en dimension 2 serait donc une réflexion, et 
possèderait donc la valeur propre 1, qui serait dans Le spectre?! de u. 


Considérons donc un vecteur propre unitaire de u vérifiant 
u(ä) = à 


#1 Un calcul purement matriciel montre qu’en dimension impaire, une matrice orthogonale 
directe possède toujours 1 comme valeur propre : si À € OU, (IR), on a 


dct (A — fan1) = det (A) det (A — angr) = det (1241 — * A) 
ce qui donne facilement 


det{A— En) = 0 
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Le plan vectoriel P2 orthogonal à &; est alors orienté?? par le choix d’une 
orientation sur sa normale, c'est-à-dire par le choix de ce vecteur &. L'endo- 
morphisme v = ulp, est évidemment dans O* (P2), c’est donc une rotation 
d’angle 4 dans P2 orienté : dans une base B = (é1,€2,€3) orthonormale 
directe 


1 0 0 
Mu,B)= | 0 cos® —sing 
D siné  cosf 


u dite rotation d'axe vect (é,) orienté par & et d'angle 8 (unique modulo 
27). Changer l'orientation de l’axe de la rotation change 8 en son opposé. 


PROPOSITION 14-3.56 Un automorphisme orthogonal direct x en di- 
mension 3 est une rotation autour d'une droite vectorielle. Cette droite 
vectorielle est le sous-espace propre de x pour la valeur propre 1 (sauf 
lorsque u = idp,). 


Trouver l’axe d’une rotation donnée par sa matrice À dans une base ortho- 
normale directe revient donc à la détermination du noyau de À — Z3. Une 
fois choisi un vecteur directeur X1 qui oriente cet axe, il reste à déterminer 
l'angle 8. Comme la trace est un invariant de similitude, on a 


trace À = 2cos 8 +1 


ce qui détermine +0 modulo 27. Pour déterminer le signe correspondant 
à l'orientation de l’axe déterminée par À, on pourra faire un calcul de 
produit mixte : voir la section 14-4.1. 


REMARQUE 14-3.57 Lorsque 8 = x, u est alors la symétrie orthogonale 
par rapport à son axe vect (£), qu'on appelle aussi retournement (ou demi- 
tour) d’axe vect(é1). L'égalité matricielle 


1 0 (e] —1 0 0 -1 0 0 
0 cosô —sin® | = @ cosô sing 0 1 © 
0 sing cosô Q sing —cosô 0 0 -1 


montre que toute rotation est produit de deux retournements. Caractériser 
géométriquement ces demi-tours. 


Automorphismes orthogonaux indirects : 


Si u € O7 (Es), on montre cette fois que nécessairement —1 € spec (u) (rai- 
sonnement analogue à celui qui précède). Si & est un vecteur propre associé, 
le plan orthogonal P; = (&)* est u-stable. On à v = ulr, € O* (P2), et est 


22Qn dit qu'une base orthonormale (#,, 83) de Pa est directe si et seulement si (#1, &2, és) 
est une base directe de Fa. Prendre —£1 comme vecteur directeur de la normale à P change 
l'orientation de P2. 
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donc une rotation. Si B = (é1, €, é} est une base orthonormale directe, on 
trouvera donc un réel # tel que 


-1 0 0 
Mlu,B)= {| Q cosû -sing 
0 sing cosû 
et on peut décrire u comme produit (commutatif) d’une rotation d’axe 
vect (1) et d’angle 8 et d’une symétrie orthogonale par rapport au plan 
(&)*. On a cette fois (sauf lorsque u = —idy,) 


vect(é.) = ker(u + idp,) et traceu = 2cos 0 — 1 


14-3.6.4 Complément : réduction en dimension quelconque 
L'étude menée en dimension 3 peut être généralisée : 
EXERCICE 14-3.58 Si u € O (Es), montrer qu'il existe une décomposition orthogonale 
de Pespace 

CD IT TL 


en sous-espaces vectoriels de dimensions 1 ou 2 stables par u. Sur chaque sous-espace 
de dimension 1, x opère comme l'identité ou son opposée. Sur chaque sous-espace de 
dimension 2, « opère comme une rotation. 

Indication : on peut d'abord se ramener au cas où le spectre de u est vide, en 
écrivant 


L ns 
E, = ker{u — ide,) ® ker (u+ide,)®S 
et en remarquant que S est alors u-stable, avec u]s € © (S). Si le spectre de u est vide, 
considérer l’endomorphisme symétrique 
v=utu=ut+u! 


et montrer que si z € E, est un vecteur propre de v, le plan Fi = vect{r,u(z)) est 
u-stable. Montrer que ufr, est une rotation. Conclure enfin en remarquant que FL est 
u-stable. 


Toute matrice À de O, (R} est donc semblable à une matrice diagonale par 
blocs de la forme 


1, 0 û 0 0 
0 -K û 0 0 
cos; —sing, 
5 0 ( sinfs cosû ) 0 0 
0 0 0 a 0 
casô, —sind, 
1,5 9 9 ( sind,  cos8, 


(avec éventuellement p, q ou r nuls) et 8; € R - 72. Il est clair que À € OX (R) 
si ct seulement si g est pair. 


EXERCICE 14-3.59 En déduire que O+ (R} est connexe par arcs. 
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14-4 Rappels : produit mixte et produit 
vectoriel 


14-4.1 Produit mixte 


PROPOSITION 14-4.1 Dans un espace euclidien orienté E, , le déterminant 
d'une famille de n vecteurs (x1,...,7,) dans une base orthonormale directe 
B ne dépend pas de cette base. Ce déterminant est appelé produit mixte 
des vecteurs (x;),.., et est noté 


fause. ,æ0] = dety{ai,.…. ,) 


Démonstration : Si B et B' sont deux bascs orthonormales directes, 
ona 


det(B") = 1 


puisque la matrice de passage de B à B' est dans Ot (R), et la formule 
de changement de base donne 


detgr (ri, ,zn) = detgr (B)detr (ri, ,æn) = del(zr,..,7) 


Ce produit mixte possède donc toutes les propriétés du déterminant. Un 
changement d'orientation de l'espace le transforme en son opposé. Si u est un 
endomorphisme de E,, on à 


Qu (1), su (an)] = detu. fs, ,z,] 


Il en résulte qu'un automorphisme de déterminant égal à 1 (en particulier un 
automorphisme orthogonal direct) conserve le produit mixte. 

Si (iigien est une famille libre, le produit mixte [t1,... ,z,] est strictement 
positif si et seulement si la base (;),..<, est directe. Quant à la valeur absolue de 
ce produit mixte (qui ne dépend pas de l'orientation de l’espace), nous l’interprè- 
térons dans la section suivante comme le ”volume” du parallélépipède construit 
sur les vecteurs (z:),<;<,. Ceci pourrait aussi se faire en traitant l’exercice 


EXERCICE 14-4.2 Dans un espace euclidien orienté E, , montrer que 


I... ænll & [Teil 
is 
et traiter le cas de l'égalité. On pourra supposer les vecteurs indépendants et raisonner 
par récurrence sur n, en travaillant dans une base orthonormale dont le premier vecteur 


est ei = ÊT En déduire l'inégalité d'Hadamard 
1 


1 


VA= (ais) € MnlR)  det A] < Il (È a) 4 


j=1 
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REMARQUE 14-43 La notion de produit mixte permet de préciser l’angle 
d’une rotation : si À € OX (R) est la matrice d’une rotation dans une base 
orthonormale directe, un vecteur directeur de l’axe de la rotation est déterminé 
par la colonne X, de ses coordonnées dans cette base qui vérifie 


AX:= Xi 
On sait que l'angle 8 de la rotation vérifie 
trace À = 2 cos 9 + 1 


et +8 est déterminé modulo 2. Si on choisit un vecteur X2 orthogonal à 


en une base orthonormale directe 


X1, on aura en complétant Gèr ALL 
IX 1X2l 


XX ) 
TAUTA UE 
(rx ES 


et le produit mixte [X1, X2, AX>] vaut 


AX3 = cos 8.X2 + || X2i| sin 8.X3 


Li X2, AXa] = [Xi] IX ll sin 6. [5 X2, 3] = IX ft IX 21 sin 9 


et a donc le signe de sin. Si [X1, X2, AX2] > 0, on choisira donc 8 €]0,7| 
déterminé par son cosinus. Si ce produit mixte est négatif, on choisira # € ]—,0[. 
Un peu de réflexion montre d’ailleurs qu’il n’est pas nécessaire de supposer X2 
orthogonal à X,. Il suffit en fait de prendre X2 non colinéaire à X1. 


14-4.2 Exercice : déterminants de Gram 
Si (uhigrey sont p vecteurs d’un espace préhilbertien réel E, on appelle matrice 
de Gram de ces p vecteurs la matrice de &, (R) définie par 
Gun 8) = (us us)higigr 
Le déterminant de Gram des {ui}ge, est 


Aus. sur) = det Gui, us) = det ((uiw)}igigr 
a 


Montrer que la forme quadratique sur RF canoniquement associée à la matrice 
Gt... ,u,) est 

2 

(a, ,x,)n 


P 
E an 
i=l 


En déduire que le déterminant de Gram A (w,... ,w) est toujours positif ou nul, 
et qu’il est strictement positif si et seulement si la famille (u;) est libre?ÿ. 


1<i<p 


280 remarque donc que, dans un espace préhilbertien réel, la nullité d’un seul déterminant 
permet de conclure à la dépendance linéaire d'une farnille de vecteurs. 


692 Chapitre 14 : Espaces préhilbertiens réels. Espaces euclidiens 


Lorsque la famille (ui).gie, est libre, on peut relier le déterminant de Gram 
à la notion de produit mixte : 
Si B, est une base orthonormale de vect (u;) ie, que l’on utilise pour orienter 


l’espace engendré par ces vecteurs #, en considérant le produit "MM où M est la 
matrice représentative de (w),<;<, dans B,, montrer que 


2 
(la, 0) = Au... up) 
En déduire qu’on ne change pas le déterminant de Gram si on permute les vecteurs 
(ui) gigps où si l’on rajoute à un des vecteurs une combinaison linéaire des autres. 
Si on décompose le vecteur u en 
L 
uæu+ul dans E=vect(ur,...,u) @ vect(us,.… ,u,)" 
montrer que 
2 
Alu... su) = Ii (us... ,us) 


et, en raisonnant par récurrence sur p, interpréter A (ui,.… up) comme le carré 
du volume” (en dimension p) du parallélépipède construit sur (w1,... ,u,). Mon- 
trer que la formule précédente permet aussi de déterminer la distance d’un vec- 
teur à un sous-espace de dimension finie de E, lorsque l’on connaît une base de 
ce sous-espace. 


14-43 Produit vectoriel 


Nous nous placerons ici dans le cas d'un espace euclidien F3 orienté de dimension 
3 sur lequel, conformément à l’usage, nous noterons 


Enr 
le produit scalaire. Si Z et ÿ sont deux vecteurs de Es, l'application 
BR 7r(7,1 
est unc forme linéaire sur E. Il existe donc un unique vecteur qu’on appelle 
produit vectoriel des vecteurs # et ÿ, noté # A ÿ (ou # x ÿ) tel que 
vie (Ff4A-GAD7 


Le produit vectoriel est ainsi défini par dualité (il est clair qu'un changement 
d'orientation de l’espace transforme le produit vectoriel en son opposé). De nom- 
breuses propriétés du produit vectoriel en découlent : 


e L'application 
Ex E (Er FAT 
est bilinéaire antisymétrique. 
En effet, l'application Es x Æ —+ E; définie par (7,9) ++ ([7,%,e] l'est 


clairement. 


Orientation qui n’a en l'occurence aucune importance, puisque les produits mixtes sont 
élevés au carré. 
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eSirctÿeE,ona 


SAT On, + (E,ÿ} liée 


Si {#,ÿ} est liée, on à clairement (#,ÿ, e] = 0e. Réciproquement, si {#,ÿ} 
est libre, on peut compléter en une base {#, ÿ, 7} de Es, et donc 


BR 9] # 0e 


Si {#,ÿ} est libre, FA ÿ # Üe, est un vecteur orthogonal au plan vect (#, ÿ). 
La base (X,ÿ,7 A ÿ) est directe, et || À ÿ|| est égal à la surface du parallé- 
logramme construit sur & et ÿ. 


Ek effet, par construction 


GAD EEE, = 0= (5,79 = (FAST 


On a de plus [4,ÿ,# A ÿ = [l# A ÿ|? > 0, ce qui montre que (3,ÿ,F A ÿ) 
est directe et que ||# À ÿ|” est le volume du parallélépipède construit sur 
(#,9,7 À 9), dont la hauteur a pour longueur ||[£ A ÿ|| et dont le parallélo- 
gramme de base est construit sur # et ÿ. 


e SiT=ril+rl+rsk et ÿ= nityd+ wk dans une base orthonormale 
directe (ASE), alors 


Jl suffit en effet de calculer (7, ÿ, 2] dans cette base, en développant suivant la 
troisième colonne et en identifiant le résultat au produit scalaire (3 À ÿ).Z. 
On a en particulier 


FRI=R, JhR=T et KAÏ=J 


Identité de Lagrange : 
IE A GP + 5) = HI AE 


On peut faire cette vérification en calculant dans une base orthonormale 
directe "adaptée au problème” (comme nous le ferons pour la formule du 
double produit vectoriel). Ou peut aussi utiliser le déterminant de Gram : 


; : 14? 2g 0 
IFAgl=RgsAd=AGyiAÿ-| #5 Il 0 
0 0 IéA% 


ce qui donne le résultat lorsque # et ÿ sont indépendants, la vérification 
étant immédiate lorsqu'ils sont liés. Si # et ÿ sont deux vecteurs non nuls 
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de E;, on appelle angle non orienté des vecteurs 7 et ÿ l’unique réel 8 € [0,7] 


tel que 
Fÿ 
cos = 
EI 
L'identité de Lagrange donne alors 
sn0 = [FA 
1 A 


égalité qui donne à nouveau l'interprétation de [7 À ÿ|| comme surface du 
parallélogramme construit sur # et ÿ. 


Formule du double produit vectoriel : 
FA(GGAD = (ED (ED) 7 
Cette égalité est une évidence si ÿ'et Z' sont liés. Sinon le vecteur FA(ÿ À 2), 
étant orthogonal à ÿ A 7, est nécessairement dans le plan vect(ÿ, 7). On 
trouve ses coordonnées en travaillant dans une base orthonormale adaptée : 
on choisit Jet J formant une base orthonormale de vect (ÿ, 2) tels que 
S= dll et 2=ar+8T 
etR=TAT. On a alors, pour = ml + ao) + 58K 
PAZ=BIGIÉ et FAGAD = 8172 -81ad 
ce qui donne le résultat, puisque 


(A 8 = (au + Be) let (29) 7 = alla (af + 87) 


EXERCICE 14-44 Identité de Jacobi : vérifier que 
FA(TATDI+FA(FAT) + ZA(EAD = Üe 


EXERCICE 14-4.5 Division vectorielle : résoudre l'équation d’inconnue F, avec & 
donné vérifiant & # 0e, 


anAË 

Indication : une condition nécessaire d'existence d’une solution est 4.5 = 0. L'équa- 

tion est linéaire, et l’ensemble des solutions de l'équation homogène est vect (&). Trouver 
une solution particulière colinéaire à & À b. 


EXERCICE 14-4.6 Si x est un automorphisme orthogonal de Es, comparer 


u (FA) et u (2) À u(ÿ) 
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EXERCICE 14-4.7 Endomorphisme antisymétrique d’un espace euclidien : 
une application d'un espace euclidien E, dans lui-même est dite antisymétrique si et 
seulement si 


VAUEE (u(x),#)= (zu (y) 


On sait (cf. section 14-3.1.3) que cette propriété entraîne la linéarité de u et équivaut 
alors à u = —u". Si A(E,) est l'espace vectoriel des endomorphismes antisymétriques 
de E,, on a 


L(E)=S(E)@ A (Er) 


Dans le cas particulier d’un espace euclidien orienté de dimension 3, montrer que u 
est un endomorphisme antisymétrique si et seulement s'il existe un vecteur de Eg tel 
que 


u=ûine 


et que cette écriture de u est alors unique (travailler avec la matrice de u dans une base 
orthonormale directe). 

Dans le cas général, montrer qu'un endomorphisme antisymétrique n’a aucune 
valeur propre (réelle!) non nulle. Montrer que, pour u € A{E,), le sous-espace 
F = (keru)! est u-stable et que u induit sur ce sous-espace un endomorphisme an- 
tisymétrique v de spectre vide. Montrer que w = v? € S (F), et que si + est un vecteur 


propre de w, la famille 
(érien) 
ll lle (æit 


est orthonormale ct engendre un plan u-stable, dont l’orthogonal dans F est aussi stable. 
En déduire qu’il existe une base orthonormale de E,, où la matrice de u s'écrit 


© 0° 0 0 
0 -« 
Cl. s 0 
0 0 Er 0 
CR 
0° 0 0 (a Ë ) 


Déduire enfin de cette étude qu’une matrice réelle antisymétrique n'est R-diagonalisable 
que si elle est nulle, que son spectre est inclus dans iR, axe des imaginaires purs, et 
qu’elle est toujours C-diagonalisable (nous reverrons ce résultat dans le chapitre suivant 
consacré aux espaces hermitiens). 


EXERCICE 14-4.8 Détermination rapide de l'axe et de l’angle d'une rotation 
d'un espace de dimension 3 orienté. 
Dans Es orienté, montrer que la rotation d'axe vect (&,) (orienté par le vecteur 
unitaire &) et d'angle 4 est donnée par 
r (6) = (A) & + cos0.[F - (461) 1] + sin 6.[é À à] 


et que la partie antisymétrique de » est donnée par 
a(9= 5 {= r°)(&) = sin 8.(& A 


En déduire que, si M € OŸ(R), un examen atentif de sa trace et de la matrice 


1 (M — M) permet d'obtenir l'axe et l'angle de la rotation associée à M. 
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EXERCICE 14-49 Dérivée d’un repère orthonormal mobile. 
FE; désigne toujours un espace euclidien orienté de dimension 3. Nous considérons 
ici un intervalle Z de R et une application de classe C! de 7 dans [LA 


zote (0,70, EG) 


telle que, pour tout £ € Z, (F(+),7(#), À (t)) soit une base orthonormale de Ea. Si 
Bo est une base orthonormale directe de référence, l’application (continue sur l’inter- 
valle Z à valeurs dans {41}) définie par £ ++ det (r («),J(0,K @) est constante. 


L'orientation de la base 8 = (7(+),F(),À (#}) ne change pas, et nous supposerons 
donc que 


VtET BE Béx (Es) 


Soit to € Z fixé. Considérons l'endomorphisme D,, de Es défini par les images des 
vecteurs de Be, 


Da (Ts)) = Po) = GT] 
taste 


D (Ftto)) = P (to) = FT 


Dé (# (to) = K" (to) = TK CE 
Cet endomorphisme peut être simplement défini de la manière suivante : 
Si à, et + sont trois réels fixés, 
Vtez M(t)=af(t) +87 (t) +7K (+) 
désigne un vecteur ” mobile” dont les coordonnées dans B, sont fixes. On à 
VLEZ M'(t)= a (+8 ()+7K"() 
ce qui donne en {p 
Duo (A (to)) = (a) 
Montrer que, pour tout to € Æ, Di, est un endomorphisme antisymétrique de Es, 
et qu'il existe donc un vecteur {tu} € Es tel que 
Dr = Ato)Ae 


Montrer que l’application t + f(t) est continue sur Z. Le vecteur { (to) est appelé 
vecteur de rotation instantanée du repère mobile à l'instant #0. Nous venons de re- 
trouver l'expression du champ des vitesses d’un solide en mouvernent par rapport à un 
repère fixe : en effet, si nous considérons un tel solide, nous pouvons symboliser son 
mouvement en considérant le mouvement d’un point particulier t ++ A (1) du solide et 
le mouvement d’un trièdre orthonormé d'origine À (t) lié au solide, et donc une base 
orthonormale mobile { ++ (ro, ï (1, À (#)). Si une application { +-> B (+) représente 
le mouvement d'un autre point lié au solide le vecteur 


M(t)= AB 
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à des coordonnées fixes dans la base mobile (71e), (+), À (#)). On a alors, conformé- 
ment à cœ qui précède 


VLET ET) = & (4) À A (+) 
Si O est l’origine du repère fixe, on a M(t) = OB(t) - OA(t), ce qui donne par 
dérivation 


Va (t) = Va (e) + É (D A AB 


14-5 Complément : utilisation de polynô- 
mes orthogonaux 


Cette section, sous forme d'exercices, traite des méthodes de quadralure appro- 
chées dues à Gauss. On utilise la notion de polynômes orthogonaux. Dans toute 
cette section, a € RU{—00} et b € RU{+00} vérifient a < bet p: Ja,b[ > R°+est 
une fonction continue strictement positive (dite fonction de poids) telle que, pour 
tout n € N, la fonction { ++ {" p{t) soit intégrable sur Ja, b[. Nous détaillerons le 
cas particulier 


Ja,b{ =]-1,1[ et p(t) = 


pour lequel on peut expliciter les différents coefficients intervenant dans les for- 
mules, mais les résultats subsistent dans le cas général. On note U, [X] l'ensemble 
des polynômes normalisés de degré n 


U,[XT= {P ER[X]| P(X) — ÀT € R1[X]} 


14-5.0.1 Polynômes orthogonaux 
EXERCICE 14-5.1 Pour Pet Q € R[X}, on pose 


12 
PALQUY = [ PEQG »0 à 
1. Montrer qu'on définit ainsi un produit scalaire sur R [X], vérifiant 
VPQRER(X] (P(X)R(X),Q(X)) = (P(X),Q(X) R(X)) 


2. Montrer qu’il existe une unique suite (P:),çn telle que 
Vn PE Un(X] et Vn£m (P,,Pm) =0 
Les (Ps)sen sont appelés polynômes urthogonaux sur Je, b[, pour le poids p. 


3. Montrer (F,),< forme une base de R,[X]. 
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4, Montrer que P,42 — X Ps est orthogonal à R,_;[X], et en déduire l'existence 
de deux scalaires À, et ,, tels que 


Pata = (A + Àn) Pat — Pa 
Montrer que 


r.- Far» 


5. Montrer que pour 7 > 1 


froa-e 


En déduire que P, possède au moins unc racine d'ordre impair dans l'intervalle 
Ja.b[. On suppose que P, possède exactement m racines (ax)iee d'ordre 
impair sur Ja, b[, avec m < n. Montrer que 


(Cf (x - 0) #0 
«=! 
et obtenir une contradiction. En déduire que P, est scindé dans R [X], et possède 
n racines simples dans Ja, bf. 
14-5.0.2 Polynômes de Tchebicheff 


EXERCICE 14-5.2 On étudie à présent le cas particulier où p{t) = (1-{?)"à sur 
IL 


+ Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynôme T, tel que 
VOER Ty (cos6) = cosn8 
On pourra trouver une relation de récurrence sur les (T,) en simplifiant 


cos (n + 2)4+ cos n8 


« Si (Puen est la suite de polynômes orthogonaux pour p, montrer que 
Vn>1 P=2T, 


et expliciter les scalaires À, ct 4, intervenant dans la relation de récurrence vue 
dans l'exercice précédent. 


e Expliciter les racines an < n-1 < +: < @1 du polynôme P, et calculer (Pa, Pa). 


La situation rencontrée dans cet exercice est très particulière : pour un poids p 
quelconque, on ne peut obtenir en général que des valeurs approchées des racines 
des polynômes P,. On peut cependant montrer que, dans le cas général, les 
racines de P, séparent celles de Pays. 


En utilisant la relation de récurrence et le fait que y, > 0. 
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14-50.3 Méthode de quadrature de Gauss 


EXERCICE 14-5,3 On utilise les résultats des deux exercices qui précèdent pour ob- 
tenir une valeur approchée de l'intégrale 


: 40 
vVi-8 
et une majoration de l'erreur pour f : [-1,1] — R suffisamment régulière. 
+ Montrer que, pour f continue sur [-1, 1], l'intégrale considérée existe. 


+ Montrer que, si (B;);ci<n Sont » points deux à deux distincts de [—1, 1], il existe 
un unique n-uplet de scalaires (4;),çie, tels que 


VPER,-1[X] LAa- D nr) &) 


(utiliser la théorie de la dualité). 


« Soit P un polynôme de Rzn_1[X] tels que P (a) = 0 pour i = 1,... ,n (les a; 
désignant comme précédemment les racines du polynôme 7,). Montrer que 


[Lune 
1 VI -t 


En déduire l'existence d’un n-uplet de scalaires (A); cie tels que 


vreRnatx) | 20, Fa =) AP) 


{le domaine de validité de la formule d'intégration (+) est donc fortement aug- 
menté pour un bon choix des 2,). Si on note Il4 le polynôme 


Ta {X) 


TX) = PE 


montrer que 


VkE{L...,n) = mt / 


Le fait que tous les cocfficients soient positifs rend la méthode peu sensible aux erreurs 
d’arrondi : si P (ax) est une valeur approchée de P (ag), on à 


< (arte Ftal) Y3 
æ 


DUMP (ax) - SAP tou) 
let ki 


avec ici 


ñ 1 
Lx = 
LE + 
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« Etablir l'existence d’une constante y: € R telle que 
P 8. 


VPE Ra(X] LS dt = LP ta) + 8 (0 


Montrer que 
: ds 
FT Renan 
e Les résultats qui précèdent ont une généralisation presque immédiate lorsque le 


poids p est changé. Dans le cas particulier étudié ici, on à une valeur explicite 
très simple des (À;) : montrer que, pour 1<p<m-—1 


ñ 
D Tea) =1 
Fer 

et en déduire que 


VkE{l...,n) Mel 


Pour f continue sur [1,1], on utilisera donc la formule d'intégration appro- 
chée (exacte pour les polynômes de degré < 2n) 


1€ 
dun 22 f(en) 


EXERCICE 14-5.4 Estimation de l'erreur. 


+ On suppose que la fonction f est de classe €? sur [-1,1}. Montrer qu'il existe 
un unique polynôme P € R2:-1 [X] vérifiant 


Vie{l,..….,n} f(ai)= Pa) et (a) = P'(ai) 


= Montrer que 


US 


VecLL] OP pas 


{voir la section 10-4). 


« En déduire la majoration 


[Se RDC Et)l< <a, 


REMARQUE 14-5.5 Les méthodes de quadrature de Gauss pour calculer une 
approximation de 


12 
[ro pt à 


nécessitent le connaissance des valeurs approchées des racines du polynôme 2, 
{les notations sont celles de l’exercice 14-6.1). Dans la pratique, on obtiendra ces 
valeurs par des techniques d'analyse numérique matricielle : 
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EXERCICE 14-5.6 Montrer que les racines du polynôme P, sont les opposées des 
valeurs propres de la matrice tridiagonale 


An2 Vins 0 0 0 
Viin2 Ans Vins 0 0 
fa LES, 


0 
0 0 à À  YHo 
0 0 0 JA « 
avec P,(X) = X +a. Retrouver ainsi le fait que P, est scindé dans R{X]. Diagonaliser 
en particulier la matrice 


sesesr-e 
cesrer 
o 
Heroes 
coke = se 


14-6 Exercices 


EXERCICE 14-6.1 Soient ag, &1,..…., an (n +1) réels. Dans R,[X], montrer que 
“ 
< P,Q >= 57 PÜ(a;)QU(a;) 
3=0 


définit un produit scalaire. Montrer qu'il existe une base orthonormale {Pp,.…, P.} 

avec Vi d°P; = i. Expliciter ces polynômes lorsque tous les a; sont égaux. 

EXERCICE 14-6.2 Soit (f}igign une famille de fonctions continues sur [0, 1] à valeurs 
1 

réelles. On note &;,; = [ fi(t) (dt. Montrer que la famille est libre dans C°([0, 1], R) 


si et seulement si la matrice À = (a;,;) est inversible. Montrer qu’alors toutes les 
valeurs propres de À sont strictement positives. Montrer que la matrice À = {a:,;} où 


aiÿ = = à un déterminant strictement positif. 


i+5 
EXERCICE 14-6.3 Déterminer les éléments propres de la matrice (ab; + a;b;) de 
MAR). 


EXERCICE 14-64 À l'aide d’une transformation orthogonale, réduire la forme qua- 
dratique : 


&(X)= Se! +Yuis; 


isl i<i 


EXERCICE 14-6.5 Déterminer, dans la base canonique de R euclidien la matrice 
de la symétrie orthogonale par rapport au plan d'équations z + y + z 4 t = 0 et 
z+2y+32+4t=0. 
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—2 -12 
EXERCICE 14-6.6 Montrer que M = 3 ( 2 —-2 1 ) est une matrice de rotation 
1 22 


dont on déterminera l'angle et l'axe. 
EXERCICE 14-6.7 Soit A symétrique dans M,{R). 


1. Montrer que À € M,(R) est définie positive ssi tous ses mineurs principaux sont 
strictement positifs (les mineurs principaux sont les déterminants obtenus en 
enlevant les p dernières lignes et colonnes de À pour p compris entre 0 et n — 1). 
On pourra raisonner par récurrence sur n. 


2. Plus précisément, si tous les mineurs principaux de À sont non nuls, et si on note 
(Ai, A, À) la suite de ces mineurs, (A, = det 4}, montrer que la signature 
de la forme quadratique associée à À est égale à (n — p, p), où p est le nombre de 
changements de signe dans la suite (1, A1, A2, .…, An). 


EXERCICE 14-6.8 Si À est symétrique définie positive et B symétrique, montrer que 
AB et BA sont diagonalisables. 


EXERCICE 14-6.9 Soit 4 € O,(R). Montrer que, si —1 n'est pas valeur propre de À, 
il existe Q antisymétrique telle que : 


A= {In +Q) in Q) = (in QMn + Q) 
et qu’alors À € SO, (R). Etudier la réciproque. 
EXERCICE 14-6.10 Soit À = (a;,;) une matrice orthogonale . Montrer que 
FE ail <n 
5 
EXERCICE 14-6.11 Soit f € £(En) avec E, euclidien. Montrer qu’il existe une base 
orthonormale de E, transformée par f en famille. orthogonale. 
EXERCICE 14-6.12 Endomorphismes normaux d’un espace euclidien 


(E, <, >)est un espace euclidien de dimension nr. f € L(E) est dit normalssi ff" = f°f 
{ex : f autoadjoint, antisymétrique, orthogonal). 


1. Décrire géométriquement f si n = 2. 
2. Montrer que f ct f* ont même spectre et que tout sous-espace propre de f est 
stable par f*. 


3. Montrer que E est somme directe orthogonale de sev stables par f et f* de 
dimensions 1 ou 2. (Raisonner par récurrence sur la dimension de l’espace. Si le 
spectre de f est vide, considérer un facteur irréductible Q{X) = X? - 2aX +f 
du polynôme caractéristique de f. Montrer que kerQ{(f) # {0#} et est f"-stable. 
Considérer dans ce sous-espace un vecteur propre de f*f). 


EXERCICE 14-6.13 Pour }ER et X = (x1,:::,r1) € R”, on pose 


MX) = HA Y sis; 
\ ig 


14-6 Exercices 703 


Donner une condition nécessaire et suffisante sur À pour que NW; soit une norme. Si 
À<Het Net N, sont deux normes, déterminer 
Max) eine M2) 
sup = et ini 
X4 N,(X) °° #0 N,(X) 


EXERCICE 14-6.14 M,{R) est muni de la norme matricielle associée à la norme eu- 
clidienne canonique sur R°. On note ? l’ensemble des matrices À € M,(R) vérifiant 


B 
IAI<1 et VB,C (BI <1et ICI< 1et 4 = ÈS = B=C=4) 


1. Montrer que A€® — [|A =1. 
2. Montrer que O, (R} C &. 
3. En utilisant la décomposition polaire, montrer que l'inclusion précédente est en 
fait une égalité. 
EXERCICE 14-6.15 On considère l’espace E des fonctions / continues de R dans R 
telles que l'intégrale Î e f'be-* at existe. 
oo 


1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C°(R, R). 


+00 
2. Montrer que < f,g >= £ Stbg(ter dt définit sur E un produit scalaire. 
-o 


pr 
3. Montrer que la suite (hn)1en définie par hu(x) = Le) est une famille 


orthogonale pour ce produit scalaire. Déterminer une suite réelle (c,) pour que 
la famille (c,h,) soit orthonormale. 


EXERCICE 14-6.16 Soient À et B deux matrices symétriques réelles, ga et gp les 
formes quadratiques sur R” qui leur sont canoniquement associées. On suppose que 
Vz ER" qa(z) > gp(x) > 0. Montrer que det À > det B. Etudier les cas d'égalité. 


EXERCICE 14-6.17 Soient « et b deux vecteurs d’un espace euclidien orienté de di- 
mension 3. Résoudre le système 


<arz> = <by> 
<ay> <b,z> 
ant BAY 
aAy = bAz 


EXERCICE 14-6.18 Démontrer que, si l'on ajoute à une forme quadratique positive 
le carré d’une forme linéaire, son discriminant. dans une base fixée augmente. 


EXERCICE 14-6.19 Soient À et B deux matrices symétriques réelles de taille #, dont 
le spectre est inclus dans R*. 


1. Montrer que det(A + B) > det À + det B. 
2. Montrer que (det A)!/" < (trA)/n. 


3. Montrer que (det A)'/" + (det B}!/" & (det(A+ B))/* 
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EXERCICE 14-6.20 Soit À € M,{R). || || est la norme euclidienne standard sur R°. 
Si A0 et X € R” avec ||X|| = 1, montrer que 


IAXIE > Get A () 


trace(t AA) 
EXERCICE 14-6.21 Soit À € M,,{R). Montrer que À et AA ont même rang. 


EXERCICE 14-6.22 Soit E espace euclidien, et soient f et g deux endomorphismes 
symétriques de E. On suppose qu'il existe une base B dans laquelle les matrices de f 
et g sont triangulaires supérieures. Montrer que og = go f. 


Chapitre 15 


Espaces préhilbertiens complexes et 
hermitiens 


15-1 Espace préhilbertien complexe 


15-1.1 Application semilinéaire 


DÉFINITION 15-11 SE et F sont deux espaces vectoriels complexes, une ap- 
plcation ÿ : E —> F est semi-linéaire si et seulement si 


VRyeE p(rty)=v(x) +v(y) 


VreE VaeC p(àr)= (x) 


Beaucoup dc propriétés des applications linéaires se retrouvent pour les applica- 
tions semi-linéaires : images directes et réciproques de s.e.v, noyau, rang, etc... 
On peut aussi représenter matriciellement une application semi-linéaire lorsque 
E et F sont de dimensions finies, et rapportés à des bases respectives B et B'. 
La définition de la matrice est la même que pour les applications linéaires. Avec 
À = M(e,B,B'), il faut noter que, si x € E est représenté par la colonne X de 
ses coordonnées dans B, son image y = {x} a pour coordonnées dans B’ 


Y=AXY 


Attention ! La composée de deux applications semi-linéaires est linéaire. 
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15-12 Produit scalaire 
15-1.2.1 Définition 


DÉFINITION 15-1.2 Soit E un C-espace vectoriel. Une application y : EXE + 
C est un produit scalaire sur E si et seulement si 


VreE (re) est une forme linéaire sur E 


VaycE pluz)=v(z,y) 
VzeE r%#0r=@(z)=4v(x,r) € R°* 


On note souvent, comme dans le cas réel, (x, y} le produit scalaire des vec- 
teurs z et y de E, en changeant évidemment de notation lorsqu'on considère 
simultanément plusieurs produits scalaires sur un même espace. 


REMARQUE 15-1.3 Les deux premières propriétés entraînent évidemment que 
Vz2€E y(e,x) est une forme semi-linéaire sur E 


4 est donc linéaire à droite et semi-linéaire à gauche. On exprime parfois 
ceci en disant que & est une forme sesquilinéaire sur E. On traduit la seconde 
propriété en disant que & possède la symétrie hermitienne. L'application 
D:xm y(x,r) est aussi appelée forme quadratique hermitienne associée 
à y. Comme 


ACOETTCE] 
la symétrie hermitienne entraîne qu’un vecteur x quelconque de E vérifie 
d(r)eR 
La troisième propriété 
VxeE-{@} ®(x)>0 


s'exprime par : la forme quadratique hermitienne associée à est définie 
positive. 


EXEMPLE 15-14 On peut dans le cas complexe, redonner des exemples ana- 
logues à ceux étudiés dans le cas des espaces préhilbertiens réels : 


e Le produit scalaire canonique sur €" est donné par 
(CESSE 
izl 


e Sur l’espace [2 (N) des suites complexes de carré sommable, pour des suites 
u = (un)en et v = (v),ens la formule 


+00 
(uv) = Sie, 


n=ÿ 


définit un produit scalaire. 
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e L’analogue continu” de l'exemple précédent est le produit scalaire défini 


sur C0 ([0,1],C) par 
G9= [ TGo(o à 


Lorsqu'on calcule avec un produit scalaire, il faut tenir compte de la semi- 
linéarité à gauche. Par exemple, on vérifie aisément que, pour x et y € E et 
a Bec 


Dar + By) = lol” $ (x) + 2Re (Gp (x,y)) + 1878 (y) 


On en déduit facilement la formule de ” polarisation” 
1 : Ki. , 
VaueE plev)=2lf(r+u) (ru) —i@(x +iy) +50 (x —iy)] 


15-1.2.2 Inégalité de Schwarz, norme hermitienne 


PROPOSITION 15-15 Si 4 est un produit scalaire sur le C-ev E, et si © 
est la forme quadratique hermitienne associée, on a 


VAUEE le(s) <9(x)8(y) 
avec égalité si et seulement si x et y sont liés. 


Démonstration : On remarquera qu'il est ici indispensable de 
mettre le module dans le terme de gauche, sous peine d'écrire des 
inégalités entre nombres complexes. La démonstration est pratique- 
ment la même que dans le cas réel : l'inégalité est évidente si z est 
nul ou si $(x,y) = 0. Sinon, on calcule, pour { € € 


Px + y) = [HD (x) + 2Re (fe (x, y)) + D (y) > 0 


et, en écrivant sous forme trigonométrique 


px, y) = pe 


avec 8 ER et p > 0, on évalue l'expression précédente pour # = Àe‘? 
avec À € R. On a alors 


VAGER Ar) + 24p + & (y) >0 
et on conclut comme dans le cas réel. M 
COROLLAIRE 15-1.6 Si (, ) est un produit scalaire sur E, 
elle Ve) 


définit une norme sur E dite norme (hermitienne) associée au produit sca- 
taire. 
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Démonstration : Seule l'inégalité triangulaire (dite inégalité de 
Minkowski) nécessite une justification. Elle se démontre, comme sur 
R, à l’aide de l'inégalité de Schwarz. On vérifie aisément que, pour z 
etyeE 


le + ul = lell + lui Re((r,)) = (el lg 


ce qui montre d’abord qu’il y a égalité dans l'inégalité de Schwarz, 
puis que z et y sont R+-proportionnels. M 


L'inégalité de Schwarz s'écrit donc 
VayeE [sw <lælllul 
et on vérifie que cette propriété entraîne la continuité du produit scalaire de 
E x E dans €, lorsque E est muni de sa norme hermitienne. De même, l'identité 
de polarisation s'écrit 
1 A 3 ; : 
VOYEËE G@u=;(le+ af — le pl — ile +9 +êlle id) 
On obtient également l’identité du parallélogramme : 
VayeE [le+yl+lle-4l =2(lelf + Ill) 


On remarquera aussi que, pour un vecteur z # Or, il existe une infinité de vecteurs 
unitaires colinéaires à x : ce sont tous les vecteurs de la forme 


y= et avecô ER 


Ile 
15-1.2.3 Orthogonalité 


Deux vecteurs x et y sont orthogonaux (z 1 y) si (r,y) = 0. Cette relation est 
évidemment symétrique. On a toujours la relation de Pythagore 


2 
z1yæ le + = el + lvl 
Il faut noter que la réciproque est fausse dans le cas complexe : 
Ie +4 = el + If & eu) ER 
En particulier, cette relation est toujours vérifiée pour y = ix. 
Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note 
F'={reE[Vyer (r,y) =0} 
c'est un sous-espace vectoriel de E. Comme dans le cas réel, on a, pour F et G 
sous-espaces de E 


FN! = {0r} 
(F+G)*-FtnGt 
Fc(rt) 


F2 +61 c(FAG)* 
PROPOSITION 15-1.7 Si x est un vecteur non nul 
æt = ker(z,e) 


est un hyperplan fermé de (E, || |l) 
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15-13 Projection orthogonale 


PROPOSITION 15-1.8 Soient F un sous-espace de E, et a € E. Il existe 
& € F tel que 


Île — &ll = d(a,F) = inf{lle ||, € F} 
si et seulement si a € F@F*. Le vecteur a, est alors unique, il est égal à la 


composante de a selon F dans la somme directe F @ F!. 


Démonstration : Comme dans le cas réel, on montre que la condi- 
tion est suffisante en utilisant la relation de Pythagore. Réciproque- 
ment, si 41 existe, on à 


Væer YA€eC [la—(a+ar)| 
=lle- al? +1A le} -2Re(x{a— ex) > lle - all 


ce qui permet facilement de prouver que (a —a;,r) = Opourz €F 
quelconque. 


Lorsque F est dc dimension finie, existence de bases orthonormales va nous 
permettre de montrer que tout a € E possède une projection orthogonale sur F : 


15-14 Bases orthonormales en dimension finie 
Comme dans le cas réel, une famille (u:);e, est orthonormale si et seulement si 
Vigj (usu)=0 et VieZ ul =1 


Une telle famille est libre. 


15-1.4.1 Existence. Projection sur un s.e.v de dimension finie 


PROPOSITION 15-1.9 Si E, est un espace préhilbertien complexe de di- 
mension finie x > 0, à possède des bases orthonormales. 


Démonstration : Par récurrence sur n. Sin = 1, un vecteur x £ 0e 
donne un vecteur 
æ 


a = — 
Ill 

qui forme une base ”orthonormale” de E. Si on suppose le résultat 

établi en dimension n — 1, on considère x et e € E, comme précé- 

dernment. L'hyperplan et vérifie alors 


a gel = vect(er) de! 


et on applique l’hypothèse de récurrence à el muni de la restriction 
du produit scalaire, que l’on considère comme espace préhitbertien de 
dimension n — 1. Si (ex)agr< en est une base orthonormale, (es), cc, 
cst base orthonormale de E,. 
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Dans une telle base, les cxpressions du produit scalaire et de la norme hermi- 
tienne sont simples : 


z= Pme et v= Due av) = Du et = 
i=1 


i=1 1 1 
Comme on a aussi x; = (ei,æ) (on notera que x est écrit à droite dans ce produit 
scalaire), ceci peut s’écrire également 


u)= Des) et elfe D Ker)t 


isl il 
COROLLAIRE 15-1.10 Si F, est un sous-espace de dimension finie d’un 
espace préhäbertien complexe, on a 
E=F,@r 
Si (hic est une base orthonormalke de F,, la projection orthogonale sur 
F, d'un vecteur z € E quelconque est donnée par 


P 


pr, (e) = D (eur) ei 


is 


Démonstration : On remarquera que cette projection, dépendant 
linéairement du vecteur +, fait intervenir ce vecteur à droite dans les 
produits scalaires. On vérifie simplement que 


» 
Vje{1...,p} (ss- Ste) =0 
1 
ce qui montre bien que 


e=pr,(z)+{e-pr,(2)] ER SF 


15-1.4.2 Procédé de Schmidt 


Comme dans le cas réel, on a 


THÉORÈME 15-1.11 Soit (u;)«;<, une famille libre d'un espace préhilber- 
tien complexe E. Il existe une famille orthonormale unique (e;), <<, de 
l'espace E telle que 


Vic{l,...,p} vect(ei,...,e)= vect(w,... ui) 
Vief{l...;,p} (eu) ER 
Cette famille peut être construite de proche en proche par l'algorithme de 
Gram-Schmidt : 


ui 


: ii 
: ps Mi RES 
eg Por? Lo 77) (sie ui = 2 tou) eu 


La démonstration est en tout point analogue à celle du chapitre précédent. 
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15-1.4.3 Inégalité de Bessel 


PROPOSITION 15-1.12 Si (e,),., est une suite orthonormale d'un espace 
préhilbertien, pour tout x € E, la suite complexe ((e,,x)),., est de carré 
sammable et 


+00 
Dear) < Ill 


Il y a égalité dans cette inégalité si et seulement si la suite (r.),., des 
projections orthogonales de z sur les sous-espaces E, = vect(e;).., 


an = D (erhe; 


i=0 


converge dans l'espace normé (E, || ||) vers x, ce qui revient exactement à 


dire que le vecteur z appartient à l'adhérence du sous-espace vect (e,),.N- 


Nous verrons notamment une application de ce résultat dans le chapitre sur 
les séries de Fourier (égalité de Parseval Bessel). 


15-2 Espaces hermitiens 


Un espace vectoriel hermitien est un espace préhilbertien complexe de dimension 
finie. Il résulte immédiatement des études précédentes que, si F est un sous-espace 
d’un espace hermitien de dimension n (E,,(, }), on a 


FE, =F@F 
EXERCICE 15-2.1 Si (E,,(, }) est un espace hermitien, montrer que l'application 
EE sn(re) 


est un isomorphisme semi-linéaire de FE, vers son dual. 


15-2.1 Calculs dans une base 


15-2.1.1 Adjointe d'une matrice 
DÉFINITION 15-2,2 Si À € M,n(C), on appelle matrice adjointe de A la 


matrice 
A" = A € Map (C) 
transposée de la conjuguée de A. 


PROPOSITION 15-2.3 L'application À -> 4” est un isomorphisme semi- 
Knéaire de M,,, (C) dans M,,(C). Pour À € M,,,(C) et B € Mn (C), on 
a 


(4°) = A et (BA) = A°B" 
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En particulier, lorsqu'on travaille avec des matrices carrées, l’application défi- 
nie sur M,(C) par M + M° est un automorphisme involutif de M, (C) consi- 
déré comme R-espace vectoriel. Les sous-espaces propres de cet automorphisme 
sont formés des matrices hermitiennes et antihermitiennes : 


DÉFINITION 15-2.4 Une matrice M € M, (C} est hermitienne si et seulement 
si M = M", elle est antihermitienne si M = — M". Les ensembles 


Ha (©) = {M € M, (C) | M = M°} et AHn(C) = {M € MA (©) | M = M} 
sont deux sous-espaces du R-espace vectoriel M, (C) et la décomposition 
VMEM (€) M= SU MI ESA M) 
monire que 
MC) = Ha (C) Er AH (C) 


REMARQUE 15-2.5 Les Rev H,(C) et AH, (C) sont isomorphes car il est 
clair que 


VMEM,(C) MEH,(C) + iM € AH (C) 
Comme la dimension (réelle) de M, (C) est égale à 2n°, il en résulte que 
dimr Hs (C) = dimg AH, (C) = n° 
Une matrice À = (a;;) hermitienne a ses coefficients diagonaux réels, et les 
coefficients a;; et a; symétriques par rapport à la diagonale principale sont conju- 
Bués. 


PROPOSITION 15-2.6 Si À € M, (C), on a 


det A=detA et  X4 = Xa 


En particulier, les valeurs propres de 4° sont les conjuguées des valeurs 
propres de À, avec les mêmes multiplicités. 


Démonstration : On a en effet, pour À € € 


Xae (À) = det(4” — M,) 
= du (t (4 n)) = det (4-71) = x4 0) 


Les polynômes caractéristiques de À et A° sont donc conjugués. 


15-2 Espaces hermitiens 713 


15-2.1.2 Expression du produit scalaire 


Nous avons vu que, dans une base orthonormale d’un espace hermitien (E, ,(, }), 
l'expression du produit scalaire est très simple. Qu'en est-il dans une base quel- 
conque ? 


DÉFINITION 15-2.7 Si B — (uihigien 5 une base de E,, on appelle matrice 
du produit scalaire dans B la matrice 


A= ({uisu;)higign € Hn 
Kuisu;)}rsig (©) 
C’est en effet une matrice hermitienne puisque (u;,w;) = (u;,u;). 


PROPOSITION 15-2.8 Si À = (ah sign est la matrice du produit scalaire 
1er 


dans la base B = (u;),<,, pour z,y € E, représentés par les vecteurs 
colonnes X et Y dans £ 


{ay} = XAY = X°AY 
avec en particulier 
Url = {r,&) = X°AX 
Démonstration : On a en effet, par sesquilinéarité 
n na n a 
(2,y) = ( ci, D 7) =>Dr (È (uiu;) :) 
ii ii 1 3=1 
qui est exactement le produit de la ligne X* par la colonne AY. M 
La matrice À = ({u;,u;)) € H, (C) vérifie donc 
VX #0 X'AX >0 


ce qu'on traduit en disant que À est une matrice hermitienne définie positive. 
On notera À € H5+ (C). 


REMARQUE 15-2.9 Réciproquement, si M est une matrice hermitienne définie 
positive, l'expression 


(XI) = X°MY 


définit sur C" xC* (ou sur un espace complexe de dimension n en travaillant dans 
une base particulière) une application linéaire à droite et semi-linéaire à gauche, 
telle que 


VX,YEC (XF) =(XMY) = Y'M°X = (FIX) 
puisque M est hermitienne, ct qui vérifie 
VXEC X#0—(XIX)>0 


Il s’agit donc d’un produit scalaire sur C”, dont la matrice dans la base canonique 
est égale à M, comme on le vérifie facilement. 
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Lors d’un changement de base, la matrice du produit scalaire se transforme 
comme daus le cas réel, sans oublier l’importance de la conjugaison : 


PROPOSITION 15-2.10 Si B et B’ sont deux bases d'un espace hermitien 
(E,,{, )}, les matrices À et 4’ du produit scalaire dans les bases respectives 
B et B' sont liées par 


A'= P*AP 
où P est la matrice de passage de B vers B’. 
Démonstration : Si C; et C; sont les colonnes d’indices 2 et j de 


la matrice P, le coefficient a;; de la matrice 4’ étant égal au produit 
scalaire (uf,uf} des vecteurs de la base B, on a 


Bean 
di = CYAC; 
puisque nous connaissons uf et u par leurs coordonnées dans B. Lors- 


qu'on fait varier à et j, on obtient A'= PAP. 


L'existence de bases orthonormales et le procédé d’orthonormalisation de 
Schmidt peuvent se traduire matriciellement, avec des démonstrations analogues 
à celles vues dans le cadre des espaces euclidiens : 


PROPOSITION 15-2.11 Une matrice À € M, (C) est hermitienne définie 
positive si et seulement s'il existe une matrice P € G£, (C) telle que 


A= P*P 


Plus précisément, si À € H:*(C), il existe une unique matrice triangulaire 
supérieure T à coefficients diagonaux réels strictement positifs telle que 


A=TT 


15-2.2 Adjoint d’un endomorphisme 


THÉORÈME 15-2.12 (ET DÉFINITION) Si u est un endomorphisme d'un es- 
pace hermitien (E,,{, }), il existe un unique endomorphisme de E,, appelé 
adjoint de u et noté u” tel que 


VayeE,  (u(x),y)= (œu"(y)) 


Démonstration : Comme dans le cas réel, on peut définir l’endo- 
morphisme u* par dualité. En travaillant dans une base orthonormale 
B = (eihigien» on peut aussi remarquer que, si u* existe, on a 


n 


VacE, u'(r)= D (esu" (she: 
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Ceci donne une expression de u* 


n 


VreE v'(r)= D tu(e),æ) ei 
ii 
On vérifie facilement qu'on définit ainsi un endomorphisme qui répond 
à la question (et qui ne dépend pas de la base orthonormale choisie, 
puisqu'il est unique à vérifier la propriété de définition de l’adjoint). 
L 


Les propriétés suivantes s’obtiennent comme dans le cas réel : 


1. L'application # > u* est semi-linéaire et involutive de L(E,) dans lui- 
même: (u*)=uet 
VuveL(E,) VAeC (u+ho) =u + 
2. Pour u et v € L(E,), on a 


(uv) = vu 
3. Siu € L(E,), on a 
keru*=(Imu) et Imu° = (keru)* 
4. Si w est un endomorphisme d’un espace hermitien E,, u et u* ont même 
rang. 
5. Ilen résulte que 
ue GL(E,) + u* € SL(E) 
et on a alors 
(et) = (ur) 
6. Si F est un sous-espace de E, F est u-stable & FL est u*-stable 


7. En particulier, la recherche des hyperplans stables par un endomorphisme 
4 se ramène à celle des droites vectorielles stables par 4”, c’est à dire à la 
recherche des vecteurs propres de u*. 


8. Si B est unc base orthonormale de E, 
M (u*,B) = (M {u,B))" 
9. La propriété qui précède et la proposition 15-2.6 montrent que 
detu" = detu et x = X 


En particulier, les valeurs propres de u* sont les conjuguées des valeurs 
propres de u, avec les mêmes multiplicités. Rappelons qu’une droite vecto- 
rielle propre pour u* est arthogonale à un hyperplan stable par u. 


EXERCICE 15-2.13 Montrer que, pour À valeur propre de u, on a 
dim ker (u — Xéde, ) = dim ker (u* — Kide,) 
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15-2.3 Automorphismes et matrices unitaires 
15-2.3.1 Automorphismes unitaires 


On étudie ici les endomorphisrnes conservant la norme (correspondant aux auto- 
morphismes orthogonaux d’un espace euclidien). 


THÉORÈME 15-2.14 Soit u un endomorphisme d'un espace hermitien E,. 
Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
i) u conserve la norme 


VrelE, fu(s)l= le 


ti} u conserve le produit scalaire. 
if} u est un automorphisme de E, et u”! = u° 


uu* = vu = idp, 
iv} La matrice M de u dans une base orthonormale de E, vérifie 
MM=k 


v) Il existe une base orthonormale de E, transformée par u en une base 
orthonormale. 

vi} u transforme toute base orthonormale de E, en une base orthonor- 
male. 

La démonstration se fait comme dans le cas réel, avec utilisation de la formule 
de polarisation vue à la section 15-1.2.2. 


DÉFINITION 15-2.15 Un automorphisme d'un espace hermitien qui conserve 

la norme est appelé automorphisme unitaire. On vérifie aisément que 
U(E,)={ueGL(E)|VreE lez) = {sl} 

est un sous groupe de (GL(E,),0), appelé groupe unitaire de l'espace hermitien 

E,. 


PROPOSITION 15-2.16 L'application déterminant induit un morphisme sur- 
jectif du groupe (Z{(E.),0) sur le groupe multiplicatif (U, x) des nombres 
complexes de module 1. Son noyau 


SU (E.) = {u EU (IE,) | detu =1} 


est un sous-groupe de (/{ (E.) ,o), appelé groupe spécial unitaire de l'espace 
hermitien E,.. 


Démonstration : Si u € U (E,), l'égalité u*u = ide, entraîne 
det{u'u) = 1 = detu* det u = [det ul? 
ce qui donne bien detu € U. Comme pour 8 € R, on a 
det (ide) = ef 


il est clair que le déterminant est surjectif de 2 (E,) vers U. 
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REMARQUE 15-2.17 La situation est plus simple que dans le cas réel : on 
reconstitue facilement le groupe Z (E, ) à partir de SU(E,), puisque si u € U(E,) 
avec detu = ce (8€ R),on a u = e"'*u € SU (E;). 


Comme € est algébriquement clos, les remarques qui suivent vont permettre 
d'obtenir facilement un résultat de diagonalisation concernant les automorphismes 
unitaires : 


e Si F est un sous-espace vectoriel stable par un automorphisme unitaire 
u, son supplémentaire orthogonal est u-stable également, et les endomor- 
phismes induits sont eux aussi des automorphismes unitaires 


ulrEU(F) ct ulr EU(F:) 


e Siu € U(E,), les seules valeurs propres possibles de u sont des complexes 
de module 1 


SpuCU 


et les sous-espaces propres pour des valeurs propres distinctes sont ortho- 
gonaux deux à deux : 

En effet, si À est une valeur propre de u et x est vecteur propre associé, 
l'égalité [lu (z}}| = ||x]l impose [À] = 1. Si À et 1 € U sont deux valeurs 
propres distinctes de u, on a 


Væ€ker(u-— dide,) Vye ker(u — pide,) 
(ay) = (ue) ,u(u)) = Aa (eg) = À (eu) 
ce qui entraîne {r, y} — 0 et prouve l’orthogonalité des sous-espaces propres. 


THÉORÈME 15-2.18 Si u est un automorphisme unitaire d'un espace her- 
mitien E,, la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de x est 
égale à E,. L'automorphisme w est donc diagonalisable. Un endomorphisme 
de E, est unitaire si et seulement s’il existe une base orthonormale qui le 
diagonalise, avec des valeurs propres qui sont toutes de module 1. 


Démonstration : Supposons u € U(E.). Le spectre de u n’est pas 
vide. Le sous-espace 


a 
F= @ ker(u— Xide,) 


ÀESpu 


est u-stable, et donc F! l’est également. L’endomorphisme v induit 
par u sur Ft a un spectre vide, donc F1 = {05,} et F = E,, ce qui 
montre que u est diagonalisable. Une réunion de bases orthonormales 
des différents sous-espaces propres de u est une base orthonormale de 
E, qui diagonalise u. Réciproquement, si u € L(E,) est diagonali- 
sable dans une base orthonormale avec valeurs propres de module 1, il 
transforme cette base orthonormale en une base qui est évidemment 
orthonormale, donc u € (IE). M 
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15-2.3.2 Matrices unitaires 
DÉFINITION 15-2.19 Une matrice M € MA(C) est unilaire si el seulement si 
M'M=t 


DÉFINITION 15-2.20 L'ensemble Un (C) est un sous-groupe de (GL, (C}, x), 
isomorphe au groupe unitaire de l'espace C* muni de sa structure hermilienne 
canonique. Le groupe (U, (C) , x) est appelé groupe unitaire d'ordre n. 


Si MEU,(C), on a 
Îdet M] = 1 
et l’ensemble des matrices unitaires de déterminant égal à 1 
Su, (©) = {M eu, (©) |det M =1} 


est un sous-groupe de (Z4, (C) , x), appelé groupe spécial unitaire d’ordre n. 
Comme dans le cas réel, on a 


PROPOSITION 15-2.21 Une matrice M € M, (C) est unitaire si et seule- 
ment si ses colonnes forment une base orthonormale de C* muni de sa 
structure euclidienne canonique. Cette propriété est aussi vérifiée par les 
vecteurs lignes de M. 


EXERCICE 15-2.22 Montrer que l’ensemble S42 (C) est exactement l’ensemble des 


matrices de la forme 
a -b 
(ie) 


où a et b sont des complexes vérifiant [a[? + [b[? = 1. Montrer que, contrairement au 
groupe (O$ (R}, x}, (S42 (0) , x) n’est pas commutatif. 


On peut aussi considérer les matrices unitaires comme matrices de passage 
entre bases orthonormales : 


PROPOSITION 15-2.23 Soient B = (c;),.;, une base orthonormale d'un 
espace hermitien (E,,(,}) et B’ = (ei), <<, une autre base, P = M5(B) 
étant la matrice de passage de B à B’. On a 

B' orthonormale + P e U, (C) 


Les formules de changement de bases orthonormales dans un espace hermitien 
sont donc simples : six € E, est représenté dans B par la colonne X et dans B” 
par X’,on a 

X=PX'e X'=P'X 


Le théorème 15-2.18 donne immédiatement : 
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THÉORÈME 15-2.24 Toute matrice M € 4, (C) est diagonalisable : elle est 
semblable à une matrice diagonale à coefficients diagonaux de module 1, et 
plus précisément 


IPEU(C) 3 (Oihiguen ER" M = P71 Diag (ei... , cie) P 


Réciproquement, toute matrice M € M, (C) pouvant s’écrire sous cette forme 
est produit de trois matrices unitaires et est donc unitaire. 


EXERCICE 15-2.25 M, (C) étant muni d’une norme quelconque, montrer que 4, (C) 
est une partie compacte et connexe par arcs de M, (C). 
15-2.4 Endomorphismes auto-adjoints 


15-2.4.1 Définition 
DÉFINITION 15-2.26 Un endomorphisme u d'un espace hermitien (E,,(, }) 
est dit auto-adjoint (ou hermitien) si et seulement si u” = u, ce qui revient 
à dire que 

VayeE (u(z),y) = (a,u(y)) 
On note H(E, ) l'ensemble des endomorphismes auto-adjoints de E,.. 
REMARQUE 15-2.27 On en déduit évidemment que 

uCH(E)=Vrer (u(x},r})eR 
Si B est une base orthonormale de E,,, on a donc 
uEH(E,) 6 Mi(u‘,B)= M(u,B) 


ce qui signifie que la matrice de u dans B est hermitienne. On a donc 


PROPOSITION 15-2.28 L'ensemble des endomorphismes auto-adjoints d’un 
espace hermitien de dimension n est un R-ev isomorphe à H,(C), et par 
conséquent 


dime (A {E,)) = n° 


15-2.4.2 Réduction des endomorphismes hermitiens 


THÉORÈME 15-2.29 Si u € H(E,), le spectre de u est réel. L'espace E, 
est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u. Il existe une 
base orthonormale de E, qui diagonalise u. Réciproquement, tout endomor- 
phisme de E, diagonalisable dans une base orthonormale avec spectre réel 
est auto-adjoint. 
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Démonstration : Si u € H(E,) et À est valeur propre de u, six 
est un vecteur propre associé on à 


{u(z),2) = Al = {eu (x) = A Nef 


ce qui entraîne À € R et donc Spu © R. De plus, si À # x sont 
deux valeurs propres distinctes de u, on a pour x € ker (u — Aide, ) et 
y € ker(u — pidg,) 


(u(x),y) = A (e,y) = (au(y)) = n(r,v) 
(on a utilisé le fait que À € R), ce qui montre que 
ker(u — Xide,) L ker (u — pide,) 


On conclut ensuite exactement comme dans la démonstration du théo- 
rème 15-2.18, en utilisant le fait que l'orthogonal d'un sous-espace 
u-stable est u°-stable, donc ici stable par u. Pour la réciproque, un 
endomorphisme dont la matrice dans une base orthonormalc est dia- 
gonale réelle possède dans cette base une matrice hermitienne, et est 
donc auto-adjoint. 


Ce théorème 2 la traduction matricielle suivante, obtenue en travaillant avec 
les endomorphismes de C* (hermitien canonique) associés canoniquement aux 
matrices considérées. 


COROLLAIRE 15-2.30 Si À est une matrice hermitienne, son spectre est 
réel. Elle est diagonalisable avec matrice de passage unitaire : 


3D diagonale réelle AU EU (C) A=UDUT = UDU* 


Cette propriété caractérise les matrices hermitiennes. 


Le polynôme caractéristique d’une matrice hermitienne! est donc scindé dans 
R [X]. On retrouve en particulier ce résultat pour les matrices symétriques réelles 
(puisque S, (R) € #, (C)). Rappelons que ceci a été un point crucial dans la dé- 
monstration du théorème de réduction des endomorphismes symétriques donnée 
au chapitre précédent. 


COROLLAIRE 15-2.31 Toute matrice antisymétrique réelle est diagonali- 
sable sur C, avec des valeurs propres qui sont imaginaires pures et une 
matrice de passage unitaire. 


Démonstration : Si AE A, (R),onaiA€E H,(C). 


EXERCICE 15-2.32 Si v est un endomorphisme d'un espace hermitien E,, il existe 
une base orthonormale de E, transformée par u en famille orthogonale (considérer 
lendomorphisme hermitien u°u). 


1Ce polynôme est à coeffirients réels puisque 


AE Hn (©) = Xar = X4 = Xa 
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EXERCICE 15-2.33 Un endomorphisme d'un espace hermitien est dit normal s’il com- 
mute avec son adjoint. Montrer qu'un cndomorphisme est normal si et seulement s’il 
est diagonalisable dans une base orthonormale. 


EXERCICE 15-2.34 Soit (u;);e7 une famille d’endomorphismes auto-adjoints d’un es- 
pace hermitien E,. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 


1) Vi,jET uiu; = uju 
ii) Il existe une base orthonormale diagonalisant tous les u; 
)IuEH(E,) Viei 3PER[X] w=P{v) 

15-2.4.3 Endomorphismes hermitiens positifs, définis positifs 


Nous donnerons ici quelques résultats analogues à ceux obtenus dans Le cas réel. 
Les démonstrations sont identiques. 

Si u € H(E,), nous avons vu que {u{x),x} € R pour tout z de E,. On dit 
que u est positif (nous noterons u € H* (E,)) si 


VzeE, (u(r),z)>0 
De même, u est défini positif (u € H*+ (IE, )) si 
VreE, #0, = (u(x),x) > 0 


À ces deux notions correspondent évidernment celles de matrices hermitiennes 
positives ct définies positives : 


AEHT(C)SVXEC X*AX>0 
AEH*(C)& VX #00 X'AX >0 
PROPOSITION 15-2.35 Si u est un endomorphisme auto-adjoint 
ue HT(E,)e Spu CR 
ue HT(E,) 6 SpuCR'*+ 


PROPOSITION 15-2.36 Tout endomorphisme auto-adjoint positif possède 
une unique racine carrée hermitienne positive, 


EXERCICE 15-2.37 Montrer que toute matrice M € G£, (C) admet une écriture 
unique sous la forme 


A=UH 
avec U € U, (C) et H € H5* (C). Montrer que l'application 
GLa (©) Un (C) x Haut (C) Ar (U,H) 


est continue. Indication : il s’agit de montrer que, si une suite de matrices inversibles 
{4v),ex 5 décomposant en 4, = U,H, converge vers une matrice inversible À = UH, 
les suites (Uz) et (H;) convergent (respectivement vers U et H}. On pourra utiliser la 
compacité de 4, (C). (voir exercice 15-2.25). 
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PROPOSITION 15-2.38 Si x est un endomorphisme d'un espace hermitien 
(E,,(, }), sa norme (en tant qu'endomorphisme continu) est donnée par 


Ilull = sup I(u (x) ,y)l 
krllgs 
CES) 
On en déduit aisément que ||u|| — ||2*||. 
PROPOSITION 15-2.39 Si u est un endomosphisme hermitien, on a égale- 
ment 
Ill = ge Ku(æ),æ)1= max {lAf, À € Spu} 


COROLLAIRE re Si u € L(E.}, la norme de u est la racine carrée de 
la plus grande valeur propre de u”u. 


15-3 Exercices 
EXERCICE 15-3.1 Soit À € Mn(C). Montrer que [Trace(A)] < 4/rTrace(44°*). 
Quand y a-t-il égalité? 
EXERCICE 15-3.2 Si À et B sont hermitiennes positives, montrer que 
0 & Tracc{AB)  Trace(A)Trace(B) 


EXERCICE 15-3.3 Soit À = (a;i;) € M,(C) une matrice hermitienne. Montrer que 
Lilesl? est égal à la somme des carrés des valeurs propres de A. 


EXERCICE 15-3.4 Soit M € M,(C). 
1. Montrer qu’il existe une matrice de passage U unitaire trigonalisant M. 
2. En déduire que, si le spectre de M est {A---A;}ona: 
MM=MM* & JCIAf = Trac(M°M) 
= 


3. En déduire que M est diagonalisable avec matrice de passage unitaire si et seule- 
ment si Àf el M° commutent. 


EXERCICE 15-3.5 Soient E hermitien, u,v € L(E). On note A le spectre de u°u et 
B celui de v*v. Montrer que toute valeur propre À de u 0 v vérifie : 


min A. min 4 & [AP < max A. maxB 
Si H est hermiticnne définie positive et a est un réel strictement positif, on pose 
= {A définies positives | det À > a} 
Montrer que 
inf{Trace(AH) | À € Eu} = n(odet H}" 
Trouver de même pour H hermitienne positive 


max{lrace(UH) | U € Ua(C)} 
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EXERCICE 15-3.6 Soit E un espace hermitien de dimension n et a € L(E). On note 
11:11 la norme de L(E) subordonnée à la norme hermitienne et 


pa} = max{lA|; À € sp(4)} 
On suppose que |lal| < 1. 


1. Montrer que p{a) & 1. Montrer que $ = {x € E | (la(z}l| = |Ixil} est un 
sous-espace de E. 

2. Montrer que p(a) = 1 ssi |la"|| = 1. (On pourra introduire un vecteur zg tel que 
Ile(zo)ll = IIzoll et montrer que le sev engendré par {z0, a(zc), --- ,a"-(xo)} est 
stable par & et contenu dans S). 


EXERCICE 15-3.7 Soit À € M,(R) antisymétrique. Montrer que del(f, + À) > 1. 
Montrer que, si S € MR) est symétrique positive, det{S + 4) > det S. 


EXERCICE 15-3.8 Soit M € G£.(C). Montrer que 
VKEN" 3l:ACGL,(C) A(AAŸ = M. 


EXERCICE 15-3.9 Soit À — (a;,;) € M,(C) une matrice hermitienne positive. Mon- 
trer qu'il existe n vecteurs de ©” hermitien canonique w,-- , w, tels que 


Vi,j ai =<u,u; > 
EXERCICE 15-3.10 Soient E un espace hermitien de dimension n, 1 un opérateur 
auto-adjoint de E et la suite de ses valeurs propres À > A2 > :-: > À, rangées par 
ordre décroissant. Soit (a;}1gign une base orthonormale de E telle que Vi u{a;) = Xja;. 


1. Montrer que 


À,= sup{ <u(s)z>]lel=1e <2,ax >= 0 pour & 


-p-1} 
2. Pourp€{1,---,n} el {21,---,2,-3} € EV-1 on pose 


DCE) 
= sup{ <uahz>1lrl=1et < 2,2 >= 0 pour &=1,-,p— 1} 
Montrer que p,(a1,-:- ap) < puzist*: 2-1). 


3. On suppose de plus que ü = u’ +” où w’ et u!’ sont auto-adjoints. Montrer que 
Apta=1 < A4 + À9 chaque fois que cela à un sens. 


Chapitre 16 


Séries de Fourier 


16-1 Coefficients de Fourier 


16-1.1 Espaces fonctionnels 


16-1.1.1 Espace des fonctions 27-périodiques 


On considèrera dans ce chapitre l’espace E des fonctions f : R — ©, 2r- 
périodiques et continues par morceaux. Cela signifie qu'il existe une subdivision 


0—=r<m<:-<z, =27 
de (0, 27] telle que 


Vie {0,...,n—1}  flrszssl 8e prolonge en une fonction €? sur [+5, ziy1] 


Par périodicité, il est clair que, ur tout segment, f n’admet qu'un nombre fini 
de discontinuités avec en tout point existence de limites à droite et à gauche. 
On définit sur E un ”pseudo-produit scalaire” 


F(Hg(e) di 


ar 


(9) = : h 


Il s’agit d’une forme hermitienne positive (Vf€E (f,f) > 0 ) mais 


(1)=08 f est nulle sur {6,2r], sauf en un nombre fini de points. 


726 Chapitre 16 : Séries de Fourier 


L'inégalité de Schwarz est toujours valable, mais 


L 
ui = TD 4/5 fui a 


définit unc semi-norme sur E. C’est la semi-norme associée à la convergence en 
moyenne quadratique. Si 


Cax = {[ EE | f continue sur R} 


la restriction de {, } à C2, munit cet espace d’une structure d'espace préhilbertien 
complexe. 


16-1.1.2 Polynômes trigonométriques 
Dans (Car, (, }), on vérifie que la famille de fonctions (e,),ez définie par 
VIER e,(t)= et 


est une famille orthonormale. Elle est donc libre, et engendre un sous-espace 
(de fonctions indéfiniment dérivables) 


Tan = vect(en)Lez 


appelé espace vectoriel des polynômes trigonométriques 2r-périodiques. 
Une fonction f € T2, est donc caractérisée par la donnée d’une famille de com- 
plexes (c,),., Presque tous nuls tels que 


VIER f(t)= D ae 


kez 


Si f n’est pas nulle, en considérant n = max{|k| | & € Z et «x # 0}, on pourra 
alors écrire 


n 


VIER f{t)= NÙ œe* 


an 
et on dira que f est un polynôme trigonométrique de degré n. Pour nr € N, 
l'espace vectoriel 


Ti = vect(ex, =n<k<n) 


est donc l’espace des polynômes trigonométriques de degré inférieur ou égal à n, 
eton a 


Pr UT 
neN 


Surtout lorsqu'on travaille avec des fonctions réelles, it peut paraître plus simple 
de choisir d'autres bases des T7, (et donc de T2), en utilisant les relations 


ikt D mike 2 List 
VREN coskt=© ee et sin kt = 
ï 


16-1 Coefficients de Fourier 727 


En considérant les familles € = (£++ coskt};a et S = (4 sinkt),,0, on vérifie 
aisément que CUS est une base de T2,, et que, pour n € N, la famille de fonctions 
(EH coskt), za Ut sinkt),,5,0 est une base de T3, : si f est un polynôme 
trigonométrique de degré inférieur à r, on pourra écrire 


VIER f(t)= D ce = a+ D (ax cos kt + bisinkt) 


k=-n k=1 


les formules d'Euler montrant aisément que 


GR = Ch + C_x 
da=c@ et Vk>1 
CE CE) 


ce qui peut s’écrire aussi 


1 3 
= (ax — ile) 
Vk>1 


1 
ea 7 (a+ äbx) 


Ces nouvelles bases sont formées de fonctions réelles, forment des systèmes or- 
thogonaux puisque 


2r 
vR [ cos kt sin lt dt = 0 
À 


2x 


2n 
et Vk£l J cosktecsltat = | sin kt sin lt dt = 0 
Q (] 


mais ces fonctions ne sont plus unitaires. On a en effet 
1 Le 1 
Vk>1 z/ cos? kt di = sl sin? kt di = 5 


v2 


et done, pour k > 1 [ft r+ cos ktl, = [lé sin kt]|l, = <=. Elles sont donc d’un 
usage un peu moins commode pour tous les calculs de norme de convergence 
quadratique {voir plus loin la formule de Parseval). 

Si f est un polynôme trigonométrique, on pourra donc écrire 


4 L 
VtER f{t)= > cet = ao + ŸÙ (ax cos kt + bu sin kt) 
k=t 


K==00 


(tous les coefficients étant nuls à partir d’un certain rang). S'agissant, pour la 
première écriture, de l'expression de f dans une base orthonormale, on a évidem- 
ment 

L 


27 
VKEZ c=(er, f) = (the dt 
o 
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et, par les formules d’Euler 
1 fé 
W=Q=— t}dt 
sas x [1 


27 27 
et Vk>1 u=2f L (D cos kt dt, n=if [ (é)sin kt dt 
7 do 7 Jo 


16-1.2 Coefficients de Fourier d’une fonction 2r- 
périodique 


Les intégrales précédentes, qui représentent les coordonnées d'un polynôme trigo- 
nométrique dans une base peuvent être évaluées pour n'importe quelle fonction 
continue par morceaux. 


DÉFINITION 16-1.1 Si f est continue par morceaur et 2m-périodique, on définit 
ses coefficients de Fourier (exponentiels) (ex (f}},ez par 


2n 
VkEZ aW= x {the “#tdt = (ex, f) 


On utilisera aussi les coefficients de Fourier (trigonométriques) définis par 


1 2x 
œ(N=3 | JU à 
2m 27 
vVk>1 “n== J (t}cos ki dt, m2 x f [()sinkt dt 


En tenant compte de la périodicité, on a aussi, pour tout a réel 


o+2r 4 
ane [7 roe"a 


Les relations cntre coefficients de Fourier exponentiels et trigonométriques sont 
les mêmes que dans la section précédente, puisqu’elles sont conséquences des 
formules d’Fuler. 

On est alors amené à considérer, pour n € N, les polynômes trigonométriques 
(S{) en définis par 


VtER S{(t)= Ÿ a (fyeikt = oo) + D (os) ect +6 (f)sinkt) 


ken kel 


n 

L'écriture SŸ = D {ex f} ex montre que, dans le cas de fonctions continues, S{ 
ken 

est projection orthogonale de J sur le sous-espace 77,. Dans le cas de 

fonctions continues par morceaux (où l'on ne travaille plus véritablement avec un 

produit scalaire), l'interprétation géométrique est analogue : 
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THÉORÈME 16-1.2 Si f € E et n € N, le polynôme trigonométrique S/ 
est la meilleure approximation (au sens de la semi-norme de la convergence 
en moyenne quadratique) de f par un polynôme trigonométrique de degré 
inférieur ou égal à n. 


Démonstration : C’est la même que dans le cadre strict des espaces 
préhilbertiens : si s € Tz,, on a 


VIER s(t)= ÿ are! avec ax € € 


k==n 


On écrit alors f — s = (f — ${) + (S{— s), ce qui donne, puisque 
[ — SÉ est orthogonal à Tr, 


HE 512 = f— 541 + D lex (f) - 


Ken 


et donne évidemment 
If 1 > 17-54 


avec égalité ssi pour tout & € (-n,n] on à ax = œ(f) soit s = S£. 
L 


COROLLAIRE 16-13 (Inégalité de Bessel) Si f€Eetr€N,ona 
Z 2 1 * 2 
Lure, ['utra 
En conséquence, la famille (lc, (f)|), , est sommable et 
2 L fé 2 
Lieu < x | vor 
La série de terme général (|a; (f)|? + lb: (f)[?) est convergente et 
+ 28 
lo + 3 32 les GE +1, (D < SE [trio à 


ni 
Démonstration : C'est une conséquence de l'égalité de Pythagore 
appliquée à l'écriture f = 5{ + (f — S{). Comme pour k > 1, 


Ace (PDP + lex (NÉ = 3 (lex CDÉ + 16e (PP) 


(égalité qui provient par exemple des calculs des normes de # + cos kt 
et tr sin£t), on obtient aisément l'écriture du résultat en utilisant 
les coefficients trigonométriques. Il 


REMARQUE 16-1.4 Nous verrons ultérieurement un résultat plus précis mon- 
trant qu'il y à en fait égalité entre la somme de la série et ||f||} (égalité de 
Parseval Bessel). 


COROLLAIRE 16-1.5 Si f € E, on a 
Ji Ge (9) = lim en (f) = lim bn (9) = 0 


n++co 
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16-1.3 Série de Fourier d’une fonction 2r-périodique 


DÉFINITION 16-16 S f € E, on appelle série de Fourier de [ la série de 
fonctions 


+00 
Dun(t) avec uolt}= ao(f) et pourn >1 


n=0 
ün(t}= a (f)cosnt +b,(f)sinnt 
La somme partielle d'ordre n de cette série est donc exactement 


Dute= sf (9= D (De = ao (9) + D (ar (f) coskt + be (f)sinkt) 


k=0 ken ki 


Dans la suite de ce chapitre, on utilisera de deux façons différentes cette série 
de Fourier. Le plus souvent, de manière formelle. C'est-à-dire en ne consi- 
dérant que les propriétés des suites de coefficients (c, (f)},ez (ou (ex (f)},50 et 
(En (f)hyso }, sans véritablement se poser la question de la convergence de la série. 
Nous étudierons également le problème de convergence (simple et uniforme) de 
la série et de l'égalité entre f et la somme de la série. Mais il faudra garder à 
l'esprit que beaucoup de propriétés de f peuvent se lire sur la suite de 
ses coefficients de Fourier. On a évidemment 


PROPOSITION 16-1.7 Si f € T>, est un polynôme trigonométrique 2r- 
périodique, on à 
+oo 
VIER ft) = a0(f)+ D (ax (f) cos kt + be (F)sinkt) 
k=1 


(somme d'une série dont le terme général est nul à partir d’un certain rang). 


16-14 Détermination pratique des coefficients de 
Fourier 


On remarque d'abord que les coefficients de Fourier de f s'exprimant sous forme 
d'intégrales, ils ne changent pas si on modifie f en un nombre fini de points. Nous 
établissons dans cette section quelques résultats pratiques permettant parfois de 
simplifier le calcul des coefficients de Fourier. 


PROPOSITION 16-1.8 L'application F : E -+ C2 définie par 
F4 FUN = (ci (nez 

est linéaire. 

PROPOSITION 16-19 Si f € E est réelle, on a 


VkEZ ca(fl=c(f) et VEk af) et b(f}eR 
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PROPOSITION 16-1.10 Si f € E est paire on a 
Vk>0 (f)=0 et 
2 f" LE 
«=? f f(t}cos kldt avec at =? f F(E) dt 
Si f est impaire on à par contre 
Vk>0 aæ(f)=0 et Vk>0 n(n= 2 fl rtbsinaté 
0 


Si f est paire, sa série de Fourier s’écrit donc 


+00 
ao(f}+ D an(f)cosnt 


et est composée uniquement de fonctions paires. Résultat analogue si f est im- 
paire, indépendamment du problème de convergence de la série. 


PROPOSITION 16-1.11 Si / est continue, 27-périodique et C! par mor- 
ceaux, la fonction f', définie ”’presque partout” est prolongeable en une 
fonction continue par morceaux et 2r-périodique, prolongement que l'on 
note encore f’, par abus d'écriture. On a alors 


VkEZ «ff}=ika(f) 
VR>1 a(f) = kbk(f) et dx (f") = —kax(f) 


Démonstration : Comme f est continue et C! par morceaux, 
on peut calculer les coefficients de Fourier par intégration par parties : 


at=g ['roeva 
= (vod en [reeta = aatn 


puisque f (0) = f (2x). Le calcul est en tout point analogue pour les 
coefficients trigonométriques. 
REMARQUE 16-1.12 Un moyen simple de retenir ces formules est de constater 


que, formellement, la série de Fourier de f’ s'obtient en dérivant terme à terme 
celle de f : 


+00 Li +00 
(« (+ D (ax (F) cos kt + bu (f)sin w) = ŸÙ (kbx (f}cos KE — kax (f}sin kt) 


#=1 &=1 


où aussi 


+00 à +00 
( E sue) = YÙ ika(f) c*t 
Cr k=-00 
Il s’agit cependant d’un résultat obtenu par une simple intégration par parties, 
sans aucune utilisation du théorème de dérivation terre à terme (on n’est même 
pas assuré de la convergence des séries! ). 
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COROLLAIRE 16-1.13 Si / est continue par morceaux, 27-périodique avec 
co(f) =0 
la fonction 


r@= ff" 10 dt 


est continue, C! par morceaux et 2r-périodique, et ses coefficients de Fourier 
vérifient 


Vk£0 œ(F)= 


Démonstration : La fonction Fest évidemment continue et €! par 
morceaux. De plus 


VzER F(z+2r)-F(x) 
= [T0 a= [} 560 à = 2e) 


et donc, la condition cg (f} = 0 est nécessaire et suffisante pour que 
F soit 27-périodique. Lorsque c'est le cas, on a F'(z) = f(x) en 
tout point x de continuité de f, et il suffit alors d’appliquer le résultat 
précédent pour avoir 


ck(f) = kex(F) 


Lorsque co (f) # 0, c’est la fonction 


re [ir ati = F()-5a(0 


qui est périodique, et ses coefficients de Fourier peuvent s’obtenir 
facilement. M 


EXEMPLE 16-1.14 Soit f 27r-périodique vérifiant 
fx) = -1sur]—7,0[et f(x) = 1 sur ]0,r[ 


{on ne précise pas ses valeurs sur #Z, ce qui n’a ancune importance pour le calcul 
des coefficients de Fourier). On vérifie alors que la fonction F(x) vérifie 


cette fonction étant ensuite prolongée par périodicité. Comme f est impaire, les 
ax (f) sont tous nuls et 


2 0 si k est pair 
m4 = 2 [lainkidt 4 


À jp est i : 
Ed Eetimpair 
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La série de Fourier de f est donc 


4 5 sin(2k + 1)t 
T 2k+1 


k=0 


Celle de F peut donc être obtenue par intégration terme à terme, sans oublier la 
“constante d'intégration” 


if La 
F)=- tdt => 
(= Î 2 
Cette série de Fourier s'écrit donc 


La 25 ON 
2 me (+1) 


La série de Fourier de F converge normalement sur IR. Celle de f converge (au 
moins simplement) sur R, ce qu'on prouve par exemple par transformation d'Abel. 
Nous n’avons pas, pour le moment, d'information sur le lien entre les sommes de 
ces séries et les fonctions f et F. 


EXERCICE 16-1.15 Soit f une fonction continue par morceaux et 2r-périodique et 
æ€Rctm € Z. Exprimer à l'aide des coefficients (cx (f))£ez les coefficients de Fourier 
des fonctions 


te f(t-x) ettes ent f(t) 


Ici encore, une manipulation formelle de la série de Fourier de f permet de retenir ces 
résultats. 


16-1.5 Coefficients de Fourier d’une série trigono- 
métrique uniformément convergente 


DÉFINITION 16-1.16 On appelle série lrigonométrique de période 27, loute 
série de fonctions de la forme 


+00 
ao + y (ax cos kt + A, sin &t) 
1 


où (ax)yps et (Brass Sont deux suites complexes. 
La somme partielle d'ordre n de cctte série peut s’écrire 
n ñ 
Sa (0) = ao + D (ax cos kt + Bysinkt) = DT yet 
ki kann 


avec les relations entre les coefficients qui ont été vues au début de ce chapitre. 
Dans le cas de la convergence uniforme sur R de cette série, on peut faire le lien 
avec la notion de coefficients de Fourier : 
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THÉORÈME 16-1.17 Si la série trigonométique 


+00 
S (2) = ao + (ox coskt + By sinkt) 
k=1 


converge uniformément sur [0,2], sa somme $ est une fonction continue 
sur R, 2r-périodique, et ses coefficients de Fourier valent 
ao(S)=ao ct VRZ1 u(S)= a, b(S) = Be 


Démonstration : La continuité de S est conséquence de la conver- 
gence uniforme de La série. Si n € N°, comme + ++ cosnt cst bornée 
sur [0,2r}, il y a convergence uniforme sur ce segment de la série 


+00 
St) cos nt = avcos nt + D (ax cos kt + B, sin kt) cos nt 
ii 


On a donc 


2 
a(5)= 2 [ S(eosntdt 


1 2r L An +00 
=> œncontdt+ à [ D (ax cos kt + By sin kt) cos nt dt 
7 Jo Flo Lx 


Les propriétés d’orthogonalité des fonctions de base de l’espace des 
polynômes trigonométriques montrent que toutes ces intégrales sont 
nulles, sauf celle correspondant à & = n, ce qui donne alors 


2r 
an (S) = if an cos? nt dt = a, 
o 


Le calcul des b, (S) et de aa($) est analogue. 8 
REMARQUE 16-1.18 La convergence uniforme de la série trigonométrique est 
en particulier assurée lorsque 


+ 


Dent +18,1) converge 


#=1 
puisqu'il y a alors convergence normale. Par exemple, si on note 
m4 ŸX cos(2k + 1}# 
sQ=7- LS SEEN 
ré (2k+1) 


on définit clairement une fonction S continue sur R, 27-périodique, qui a même 
série de Fourier que la fonction continue sur R, 27-périodique définie par 


Vtel-r,r] F(t)=|t] 


conformément au calcul effectué à la fin de la section précédente. Cette situation 
se rencontre dans un cadre plus général, comme le montre l'énoncé suivant : 
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THÉORÈME 16-1.19 Si f est une fonction continue, 2r-périodique et C! 


par morceaux, sa série de Fourier converge normalement sur R. 
Démonstration : Il y a bien convergence normale de cette série, 
puisque, pour k # 0, on a 


lex (PE lbx (PA = ë le (PIE + la (PI) 


3% #IC) + 2 Ce #lextr) 


et parce que l'inégalité de Bessel (corollaire 16-1.3) montre que la 
série majorante, de terme général 


1,1 ne ne 
+3 (le VO + I PP) 
est une série convergente. I 


Nous verrons ultérieurement que la somme de cette série, fonction continue 
2x-périodique qui a mêmes coefficients de Fourier (cf. théorème 16-1.17) que f 
est en fait égale à f. 


EXERCICE 16-1.20 Calculer, pour n € N°, les intégrales 


sin nt cos nt 
HGpv-ri « f[° 24 cost 


Indication : il s’agit en fait de calculer des coefficients de Fourier de la fonction continue 
2r-périodique 


1 
t) = =——— 
SOS TT ot 
On peut pour cela trouver une série trigonométrique convergeant uniformément vers f. 
Il est plus simple de travailler avec des exponentielles complexes. On pourra notamment 
poser 2 = eff et écrire 
2z 
1) = _— 
f@ 2244241 
qu'on décomposera en éléments simples. L'un de ceux-ci peut être développé en série 


entière de la variable z (se souvenir que |:| = 1), l’autre en série entière de la variable 
n 
at, 


REMARQUE 16-1.21 Il existe des séries trigonométriques convergeant 
pour tout + € R qui ne sont pas séries de Fourier de fonctions continues 
par morceaux . C’est le cas notamment de 


DE sinnx 


n=l 


qui converge en tout point de R (transformation d’Abel) et définit une fonction 
2m-périodique continue sur ]0, 2r[ (majoration fine du reste pour prouver la CVU 
de cette série sur tout segment inclus dans ]0, 27{, toujours par une transformation 
d'Abel). Cette série trigonométrique n’est pas une série de Fourier, puisque la 
suite de ses coefficients n’est pas de carré sommable (cf. corollaire 16-1.3). 
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16-2 Convergence d'une série de Fourier 
Soit f EE On note 


n 


VIER S{(t)= > c(f)e = ao(f) + D (ax (f)coskt + bx(f)sinkt) 
ksi 


kan 


la somme partielle d’ordre n de sa série de Fourier. 


16-2.1 Noyau de Dirichlet 


On cherche ici une forme intégrale pour exprimer la somme partielle de la série 
de Fourier de f. Comme 


Lf" iku 
AD À f(u}e "du 
on à 


e ñ LL ten 
SE = D a (pet = 51 (+) = =/ [Eee | f(u) du 
La fonction 
D, (x) = ÿ ef = +2 Y cos ke 
kan ki 


est appelée noyau de Dirichlet. C’est une fonction C®, 2r-périodique paire, po- 
lynôme trigonométrique de degré n, qui vérifie 


ip 
zl D,(t)dt=1 


Pour t # 272, on peut donner une autre expression de D, : 


senti 2] 


28 
Dtj=e it (Ë #) = ei Hs 


#=0 


etrthe_ fert}e Sin (e + :) t 
: “É 

sin 5 

cette expression pouvant évidemment être prolongée par continuité sur 27Z. On 

obtient finalement l'expression intégrale de la somme partielle de la série de Fou- 

rier de f : 


eïr — ei? 


2 
5!(1) = z/ D,(t—u) J (u) du 


= 7 [Det (- 0) du = grues du 
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par un changement de variable évident et en tenant compte de la 2r-périodicité 
des fonctions f et DA. Pour étudier la convergence de la suite (S/(t)),., vers 
une limite {, il s'agira de majorer la différence S£ (t) — {, qu’on écrira 


SO-1=7 [Ds -0ù dupe [° D. (au 
= 7 [Wa +160) 20 D, (0) du 


en tenant compte de la parité de D. 


16-2.2 Théorème de Dirichlet 


Le calcul préparatoire de Ja section précédent permet d'obtenir le résultat de 
convergence suivant : 


THÉORÈME 16-2.1 Si j est continue par morceaux, 27-périodique et pos- 
sède en un point £ des demi-dérivées à droite et à gauche (en un sens 
généralisé) 


f(to— 0) — f(to— x) 
hk 
alors la série de Fourier de f converge en t et a pour somme 


(to + 0) + f (to — 0) 
2 


fo +h) — f (to +0) 


AUD= dg SE ur 


40 
ao (9) + D (ax (F) cos kto + bu (f) sin to) = 
k=1 


où f(to+0) et f (to —0) représentent respectivement les limites à droite 
et à gauche de f en t. Si de plus / est continue en {,, la somme vaut 
évidemment f (to). 


Démonstration : On écrit, conformément au calcul effectué dans 
la section précédente, 


S{ (to) = U(to +0) + Flu 0) = +R avec 


ben ft fus) u a 


sns 5 


el "Hu flo -9 Jo sin (n + 3) udu 


2 K E 
sin 


et on montre que chacune de ces deux intégrales tend vers 0. Pour Z, 
par exemple, on pourra écrire 


4 = zf ÎF (to +u) — f (to + 0)] cosnu du 


2 
ef jé er, ss Pre 


LUE 
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et on peut interpréter ces intégrales comme coefficients de Fourier 
; PERTE BAUER L . 
(à un facteur multiplicatif — près). La première pour une fonction 


4 
continue par morceaux 2r-périodique paire qui coïnciderait sur ]0,7[, 
avec la fonction u ++ f (to + u) — f (tu + 0), la seconde pour une fonc- 
tion continue par morceaux 2r-périodique impaire qui coïnciderait 


{to +u) = F(to+0) 


sur ]0,x{, avec la fonction u ++ d 
sin 


os? , fonction 
2? : 
effectivement prolongeable par continuité en 0 à droite à cause de 
l’hypothèse de dérivabilité faite sur f, puisque 
f(to+u)— f(to +0) 
. ü 
ns 


Le corollaire 16-1.5 montre que ces intégrales tendent vers 0. 


lim 
Fer 


ces à = 2fi (fo) 


L'exemple 16-1.14 traité précédemment donne en particulier (figures 16.1 et 
16.2) 


4 À sin (2n + 1}x 
Y 1=-V = 
een 12 DES 
m 4 Ÿ% cos(2n+1)z 
Vz € }-nn fes 
2 2 (n +1) 
pour æ = _ la première série donne 
r en 
4 ni 


résultat déjà obtenu à l'aide du développement en série entière de La fonction 
arctan. En faisant z = 0 dans la deuxième série, on obtient 


+ 1 T° 
>» Er+t1) 8 
ce qui permet d'obtenir facilement 
#21 7° 
DE 


REMARQUE 16-2.2 Arrêtons-nous un instant sur les hypothèses du théorème 
de Dirichlet. Elles portent essentiellement sur des propriétés locales de f, l’exis- 
tence de dérivées à droite et à gauche en Lo, et la somme de la séric de Fourier 
ne dépend elle aussi que du comportement de f au voisinage de #. Ceci est 
quand même assez surprenant, si l’on pense que les formules intégrales donnant 
les valeurs des coefficients de Fourier tiennent compte du comportement global 
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YA 
1 la 
-A 
> 
A x 
A -1 


Figure 16.1 — Approrimation de la fonction ”créneau” par une 
somme partielle de sa série de Fourier 


-2r 2x x 


Figure 16.2 — Approximation de la fonction dent de scie” par une 
somme partielle de sa série de Fourier 
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de f, sur tout un intervalle d'amplitude 27. On s'aperçoit en conséquence qu'une 
fonction simple, disons z -+ « sur ]0, r[ peut être représentée de différentes ma- 
uières comme somme d’une série trigonométrique. En prolongeant cette fonction 
par parité et périodicité, nous avons obtenu plus haut 


+00 
Va elrf 2 15 cs (nt 
Tim (r+1) 


En prolongeant cette fonction par imparité et périodicité, on obticndrait une série 
de sinus : 


au sinnz 


Vre0rn r= 2 es) 


= 
< : LA : , 
Comme la somme des termes de rang impair vaut — sur cet intervalle (c'est 
toujours l'exemple étudié précédemment), on pourrait aussi écrire 
ce 
mr 


4 
Vz €]0,7{ 2=5+) 


nel 


sin2nz 
n 


1 faut donc noter la différence très importante avec ce qui se passe pour les 
développements en série entière. On se gardera bien notamment d'identifier sans 
justification des coefficients de séries trigonométriques. Lorsqu'on voudra le faire, 
c’est souvent un résultat comme le théorème 16-1.17 qu’on appliquera. 


A l'usage, on utilisera plutôt les corollaires suivants, qu'on appellera également 
*’théorèmes de Dirichlet” : 


THÉORÈME 16-2.3 Si f est une fonction 2r-périodique et C! par morceaux, 
sa série de Fourier converge en tout point : € R et sa somme vaut 


fU+0)+f(#—0) 


VIER ao(f)+ D (ax (f) cos kt + bu (f}sin kt) = > 


k=1 


Dans le cas d’une fonction supposée de plus continue, on aura, à l’aide du 
théorème 16-1.19 


THÉORÈME 16-2.4 Si / est une fonction continue, 2r-périodique et C! par 
morceaux, sa série de Fourier converge normalement sur R et 


oo 
VtER ao(f) + D (ax (f) cos kt + by (f) sin ki) = f(t) 
ki 


On pourra lire quelquefois qu’une telle fonction f est ”développable en série 
de Fourier” (c'est-à-dire que sa série de Fourier converge en tout point et a pour 
somme f), mais cette expression usuelle est malheureuse, car elle risque d'amener 
beaucoup de confusions avec la notion de développement en série entière, où l’on 
ne considère les fonctions que ”localement”. 
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16-2.3 Théorèmes de Weierstrass 


Commençons par un premier résultat concernant les fonctions continues 27- 
périodiques : 


THÉORÈME 16-2.5 Si f : R —+ C est continue 2r-périodique, il existe une 
suite de polynômes trigonométriques 27-périodiques qui converge uniformé- 
ment vers / sur R. 


Démonstration : On caractérise ainsi les fonctions continues 21- 
périodiques. Choisissons un réel € > 0 arbitraire. Si f est comme 
dans l’énoncé du théorème, une subdivision à pas constant de [0,2r] 
à 

par les points (a ST permet par interpolation de définir 
P /ogigr 

une fonction g, affine par morceaux continue sur [0, 2r] : 


F (in) = JG), 


V2 era  gp(e) = (a) + FER E 


æ—xi) 
Comme f est 27 périodique, on à clairement 


99 (2x) = f (2x) = F (0) = 9 (0) 


ce qui permet de prolonger par périodicité la fonction g, en une fonc- 
tion 2r-périodique continue et C! par morceaux. De plus, si p est 
assez grand, la continuité uniforme de f montre que 
€ 


(Hi — Spllcoo,2r = -lr < 2 


(voir le théorème 8-2.8). Fixant un tel p, la série de Fourier de g 
converge normalement vers g, sur R (théorème 16-2.4) et on peut 
alors trouver un indice n avec 


€ 


15% — Blaze < à 


On obtient alors 


IF — Sr Iloooizn) < € 


et donne une approximation uniforme de f par un polynôme trigono- 
métrique. 


Si f est à présent continue T-périodique (T > 0), la fonction fi (t) = f jt 
est évidemment de période 2x. En lui appliquant le théorème précédent on obtient 
aisément : 


COROLLAIRE 16-2.6 Si f : R — € est continue T-périodique, il existe une 
suite de polynômes trigonométriques T-périodiques qui converge uniformé- 
ment vers f sur R 
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Ici, un polynôme trigonométrique T-périodique est une fonction appartenant 
: kde : : PNR 
à l’espace vect (C 2 re) " soit encore une fonction combinaison linéaire de 
€ 


la famille 
(: e ch) U (e H sm ri) 
T ren T /ren 


On peut aussi sortir du cadre des fonctions périodiques pour obtenir le théo- 
rème approximation polynomiale annoncé à la section 8-2.3 : 


THÉORÈME 16-2.7 Si { : [a,b] -+ R ou C est une fonction continue, il existe 
une suite (P,),.r de polynômes de R [X] ou C[X] convergeant uniformément 
vers f sur [ab]. 


Démonstration : En considérant la fonction g : [0,7] —+ R ou € 
définie par 


ow=f(s+ 6-0) 


on se ramène à travailler sur [0,r] ce qui est suffisant pour conclure 
dans le cas général, puisqu’en composant un polynôme avec une fonc- 
tion affine, on retrouve un polynôme. On peut ensuite prolonger g 
par parité et 2r-périodicité pour obtenir une fonction à laquelle on 
peut appliquer le théorème précédent. On peut trouver un polynôme 
trigonométrique £ vérifiant 


€ 
lg — Sllocjosr < 2 


S$ est somme sur R d’une série entière de rayon de convergence in- 
fini (combinaison linéaire de fonctions exponentielles). Cette série 
entière convergeant uniformément sur {0,r], on peut trouver une de 
ses sommes partielles 5, vérifiant 


2 
15 — Sons € 


ce qui donnera bien ||g — S| ton $ € M 
EXERCICE 16-2.8 Soit f une fonction continue [a,b] > € telle que 
+ 
VREN J [tt dt= 0 
a 


Montrer que est identiquement nulle. 
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16-2.4 Deux exercices 


16-2.4.1 Développements eulériens 


EXERCICE 16-2.9 Soit z € C — Z. On considère la fonction continue et C1 par mor- 
ceaux définie par 


et eit 


I < #2 f () = cos(at) = 


et prolongée par 2r-périodicité. En déterminant la série de Fourier de f, montrer que 


Vtel-r,1] VzeC-2 


(cette somme étant à prendre a priori comme limite des sommes partielles ”symétri- 
k=n 
ques” ŸÙ pour n + +00, maïs on peut remarquer qu'en l'occurence, il s'agit aussi de 
En 
la somme d’une famille sominable de complexes indexée par Z). 
En déduire que 


oo 1 +00 


En se limitant au cas réel avec x €] — 1, 1[, montrer que 
1 oo 

reotan(z) - = 22 

{quel sens donner au terme de gauche pour x = 0?). En déduire 


4e a 
€- LU sin (re) = 1-2 
z sin (rz "II( #) 


Donner de même une écriture comme produit infini de sh (rx). 


16-2.4.2 Théorème de Fejér 


La démonstration précédente du théorème d’approximation d’une fonction conti- 
nue périodique par des polynômes trigonométriques a le défaut de ne pas être très 
constructive. De plus, les hypothèses du théorème de Dirichlet font intervenir des 
propriétés de dérivabilité qui peuvent sembler superflues : qu'obtiendrait-on en 
supposant seulement les fonctions continues ? 

On démontre que la série de Fourier d’unc fonction continue converge ”sou- 
vent”, mais qu’il peut exister des points où cette série est divergente. Le procédé 
de Cesäro permet cependant d'obtenir alors une convergence, comme le montre 
le 


734 Chapitre 16 : Séries de Fourier 


THÉORÈME 16-2.10 Si / est continue par morceaux 2r-périodique, en tout 
point { de continuité de / sa série de Fourier converge vers / (to) en moyenne 
de Cesàro. Si f est de plus continue sur R, la convergence est uniforme sur 
R : les "sommes de Fejér” 
S)+".:+ 5810) 

n+l 
forment alors une suite de polynômes trigonométriques qui converge unifor- 
mément vers f. 


p£ (4) = 


Démonstration : Indications : montrer que 


S (= A | FGF (u)du 


où F, est le noyau de Fejér, donné en fonction du noyau de Dirichlet 
par 


Qu) = (Do(u) +++ D. Qu] 


Montrer que l’on à 


Fa) = 2% 
(n + 1)sin? 5 
expression prolongée par continuité sur 2#Z. Montrer que F, est 
paire, vérifie 
1 
2% Jo 
et que, pour n —+ +00, F, converge uniformément vers 0 sur tout 
intervalle [é, x] avec 6 > 0. En déduire que 


Fa (u) du =1 


+8 
O<i<r— ja JE Fa(u) du =1 
ne 27 J_s 
Le fait que F, > 0 va rendre la majoration de la différence 
2 (to) — J (to) 


plus simple que celle de 5/ (to) — f (to) dans la démonstration du 
théorème de Dirichlet : écrire 


Eu) — Gt) = de [Lio a = f (Co) Fa Cu) du 
E 27 Jr 


Pour rendre cette différence inférieure à € > 0 donné arbitrairement, 

on utilisera la continuité de f en {, ce qui amènera à découper l’in- 

tégrale précédente en morceaux. Dans le cas d’une fonction continue 

sur R, on utilisera de plus un argument de continuité uniforme (voir 

section 12-6,3). 8 

Comme la convergence ” classique” entraîne la convergence au sens de Cesàro, 

on déduit facilement du théorème précédent que, si la série de Fourier d’une fonc- 
tion f continue périodique converge en un point Lo, sa somme est nécessairement 
égale à f (4). 
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16-2.5 Convergence en moyenne quadratique 

Soit f une fonction continue par morceaux de [0,27] —> C. En modifiant / en 
2x, (ce qui ne change rien pour f vis-à-vis du calcul intégral), on peut supposer 
f(0) = f(2r). On peut alors prolonger f en une fonction 2r-périodique, et 
considérer notamment la série de Fourier de cette fonction. Nous l’appellerons, 
par abus de langage, séric de Fourier de f. 


THÉORÈME 16-2.11 Si / est une fonction continue par morceaux de {0,27} 
dans €, les sommes partielles de sa série de Fourier convergent en moyenne 
quadratique sur [0,27] : 


no 


üm [7 HO OR EU 
© 


Ce résultat peut s'écrire également 


L of? PT LE 2 2 2 
: [ LE QD dt = leo (D 3 32 ln CD + 1 CD) = XIe CDI 


rez 


(égalité dite de Parseval-Bessel). 


Démonstration : Si on note comme précédemment e; la fonction 
te ékt, on sait que 


n 


= Y (efhe 


k==n 


est meilleure approximation en moyenne quadratique de f par un 
polynôme trigonométrique de degré inférieur ou égal à n. La relation 
de Pythagore donne par ailleurs 


LS PES 2 
a [ voa-lé 
= SH ISA = 17 SE + 3 le CF 
k=-n 


et montre que l'égalité de Parseval-Bessel traduit exactement la conver- 
gence en moyenne quadralique de S} vers f. Soit e > 0. Commençons 
par montrer qu’on peut trouver un polynôme trigonométrique T tel 
que 


If-Tla <e 
Pour ce faire, f ne présentant qu’un nombre fini de points de discun- 
tinuité sur [0,27] on peut trouver une fonction continue g sur [0,27] 
vérifiant g(0) = g(2x) et ||f — dl, < 3: si æ; est un point de discon- 


tinuité de f (intérieur à l'intervalle), il suffit de choisir a > 0 assez 
petit et de remplacer sur [r; — à,; + à] la fonction f par une fonction 
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affine vérifiant g(x; + a) = f (x; + a), et de faire de même sur [0, a] 
et [27 — a,2r], avec les conditions g(0) = g(2x) = 0 par exemple. Le 
théorème de Weieretrass donne alors un polynôme trigonométrique T 
vérifiant [7 — gl, < 2, ce qui entraine [IT — gl, 2 et, par inéga- 
lité triangulaire ||f — T|, < €. Si p est alors le degré de T,, on aura, 
par propriété de meilleure approximation 
If S, < 1-1 <e 
et comme la suite n ++ ||f — S{||, est décroissante 


Vn>r |f-S,<e 


ce qui prouve bien la convergence en moyenne quadratique. IN 


Si le carré de la (semi)-norme peut s’exprimer à l’aide des coefficients de 
Fourier, il en est de même du (pseudo)-produit scalaire. On a notamment Le 


COROLLAIRE 16-2.12 Si et 4 sont deux fonctions continues par morceaux 
[0,27] + C, on a 


1 fr = 
x [ Tu - Este. t) 


& 
= 26 0D00(9) + 3 À (Gr Uen (a) + 806 (6) 


n=l 


Démonstration : Remarquons tout d'abord que la famille de com- 

plexes ( De 9) , «st sommable, à cause de la majoration clas- 
. r€ 

sique 


EnTien (9)| < 3 (les CA 4 les (a) 


La formule pourrait être démontrée par polarisation”. On peut aussi 
utiliser la continuité du (pseudo)-produit scalaire, et remarquer que 


lim_ (54,82) = (1,9) 


n+tco 


Comme 


n 


(54,8) = Ya (Peu(g) 


k=-n 


(produit scalaire de deux polynômes trigonométriques), on obtient 
facilement le résultat. © 
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EXERCICE 16-2.13 En reprenant la fonction (x) = [r| sur [-",7] prolongée par 
périodicité étudiée à l'exemple 16-1.14, montrer que 


4e m4 
H=Y 7-5 
Es 


LA 
En intégrant la fonction tr g(t) — EU obtenir de même 


6 
GOEE 


On voit apparaître un procédé (ce n'est pas le plus habile) de calcul de proche en proche 
des valeurs de la fonction € de Riemann sur les entiers pairs. 


EXERCICE 16-2.14 Soit f une fonction de classe C! sur (0, #] +R, vérifiant f (0) = 
f(x) = 0. Déterminer la plus petite constante (indépendante de f) telle que 


A PAT 
froa<ccf Fo à 


et traiter les cas d'égalité. 


16-2.6 Exercice : convolution des fonctions pério- 
diques 

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux et 2r-périodiques, on définit 

leur produit de convolution par 


2 
VrER ECS L fe -t}g(t) dt 


« Montrer que cette fonction est 2r-périodique, et que f + g = gx f. 


« Exprimer, à l’aide des (ex (f}}sez; les coefficients de Fourier de la fonction 
16fG-5. 


+ En déduire que 


VaCR fag()= Ya(fe(g)e® 


keZ 
+ Montrer que f * g est continue sur R, et vérifie 
VREZ (fx) = cf) (9) 


En déduire que le produit de convolution est associatif dans l’ensemble des 
fonctions continues 27-périodiques, distributif par rapport à l’addition, mais 
qu’il ne possède pas d’élément neutre. 


On pourrait interpréter les calculs relatifs aux noyaux de Dirichlet et Fejér avec 
lc produit de convolution : si f est continue par morceaux 27-périodique, quels 
sont les coefficients de Fourier de D, * f et F,+ f? 
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16-2.7 Injectivité de la transformation de Fourier 
discrète 
On appelle transformation de Fourier discrète l'application 
C2, (10, 27], ©) + C? 
Le F= (a (he 


On utilise ainsi la notation f(k) = cx(f). Cette application est linéaire, ct 
n’est évidermment pas surjective, puisqu'elle prend ses valeurs dans l’ensemble 
des familles complexes indexées par Z de carré sommable. Une conséquence du 
théorème de Parseval est le 


THÉORÈME 16-2.15 Si f € C2, ([0,2x],C) vérifie 
VkEZ  œ(f)=0 


alors f est nulle sauf en un nombre fini de points. En particulier, la restriction 
de la transformation de Fourier à l'espace des fonctions continues sur [0,27] 
est injective. 


Démonstration : conséquence immédiate de l’égalité de Parseval- 
Bessel. 


Une conséquence très importante de ce résultat est qu’une fonction continue 
est caractérisée par la suite de ses coefficients de Fourier : c’est la réponse (théo- 
rique) au problème de ”’synthèse harmonique” permettant souvent de caractériser 
la solution d’un problème par la suite de ses coefficients de Fourier, même lors- 
qu'on ne sait pas que la série de Fourier correspondante converge. Beaucoup de 
propriétés d’une fonction peuvent se lire sur ses coefficients de Fourier : 


EXERCICE 16-2.16 Soit f une fonction continue [0,21] —> €. Montrer que f est 
restriction à [0, 2x] d’une fonction C® 2r-périodique ssi ses coefficients de Fourier sont 
à décroissance rapide 
1 
VrEN c(f) Le () 


ne 


16-2.8 Cas des fonctions T'-périodiques 


Toute l’étude qui précède a été effectuée dans le cas de La 27-périodicité. Pour 
une fonction f continue par morceaux et T-périodique, on aurait des résultats 
analogues, qu'on démontrerait aisément en utilisant la fonction 


ef ( 


Les coefficients de Fourier de f sont, par définition, ceux de g. On vérifie par 
changement de variable dans les intégrales 


T 
af 10e" à 
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et de mème 


T 
=7[ [(O dt et,pourk>1 
(2 


a(f)= à [roc () dt, W(S) = 3 [ro (F) dt 


les fonctions exponentielles et trigonométriques intervenant dans ces calculs sont 
à présent T-périodiques. La série de Fourier de f est la série 


Ro > (CNET EN ETAT ES) 


Les théorèmes qui précèdent (Dirichlet, Parseval etc.) se réécrivent aisément. 
En particulier, la formule de Parseval s’écrira 


is 
rl OP = le (DE +2 lan (PI + 184 CP) 


EXERCICE 16-2.17 Reprendre l'exercice 16-2.14 sur un segment [a, 6] quelconque. 


Attention! Lorsque les intégrations par parties sont possibles (cf. section 
16-1.4) on aura cette fois 
Likr 


af) = 7 af) 


résultat qu'on retiendra encore en dérivant formellement la série de Fourier de 
la fonction f. 


16-2.9 Exemple d'utilisation 


Les applications des séries de Fourier sont multiples : sommation de certaines 
sérics, résolution de certaines équations différentielles ou aux dérivées partielles. 
C'est d’ailleurs pour étudier l'équation de la chaleur que Fourier introduisit les 
séries qui portent son nom. De nombreux phénomènes périodiques peuvent être 
modélisés par des séries de Fourier, celles-ci devenant ainsi un outil inévitable (en 
traitement du signal notamment). Nous traitons ici un exercice d'application (très 
élémentaire) à la recherche de solutions périodiques d'équations différentielles : 

Soit g : R -+C, continueet T périodique. On cherche une condition nécessaire 
et suffisante pour qu'il existe au moins une solution T-périodique de l'équation 
différentielle 


y" +A4y= 9 


La théorie générale des équations différentielles linéaires montre que l’ensemble 
des solutions sur R de cette équation différentielle est un espace affine de dimen- 
sion 2, inclus dans C?{R,C). Comme les solutions de l’équation homogène sont 
de la forme 


ti À cos 21 + je sin 2f 
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et sont toutes r-périodiques (plus petite période si la solution n’est pas nulle), il 
doit être clair que, si l'équation possède une solution T-périodique, celle-ci sera 
unique si T € #2. Dans le cas où une telle solution existe, et où T € xZ, toutes 
les solutions seront T'-périodiques. 

Analyse : si une telle solution f existe, comme f est C?, les coefficients de 
Fourier de f" + 4f sont donnés par 


au" +4n = (a ) ah - a) 


e SiT $ r2, le contenu de la parenthèse ne s’annule pas et on obtient 


L (9) 
œ(P) = fe 
T2 


et l’on retrouve, par l'intermédiaire du théorème 16-2.15, la remarque pré- 
cédente : si f existe, elle est unique. 


VkezZ 


eSiTE +2, il existe un entier kp € Z avec T = kom. L'équation précédente 
montre que f ne peut exister que si 
Cko (9) = Ex (9) = 0 


les coefficients c3, (f) et c-x, (f) sont alors ’indéterminés”, les autres étant 
encore donnés par 


Vk£th a(f)= HS 
(-) 
T° 
Synthèse : supposons les conditions nécessaires précédentes vérifiées, et re- 
cherchons à présent une fonction f possédant les coefficients de Fourier données 
par les formules précédentes (dans le cas T = kor, on prendra par exemple c3, (f) 


et c_x, (f) nuls). Une telle fonction existe : comme les coefficients de Fourier de 
g tendent vers 0 à l'infini, on à 


au,2.0(à) 


ce qui prouve la sommabilité de la famille de ces coefficients, et permet de définir 


à ck (9) at 
7 x es) | 
Kez (4— 
T? 
{avec ici la convention % = 0). En travaillant avec les sinus et cosinus, on obtient 
une série normalement convergente, à laquelle on peut appliquer le théorème 16- 


117 : f est une fonction continue de période T, dont les coefficients de Fourier 
répondent à la question, vérifiant 


_____«(9) 
VE a(f)= tee) 
) 
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Pour terminer tout à fait la synthèse, il faut prouver que f est C?, puisqu’alors 
l'égalité 


(a) a a to 
donnera 


VE cu(f"+4f) = «x (9) 


et f" + 4f = g par injectivité de la transformée de Fourier. Le caractère C! de f 
ne pose pas de problème, car on peut facilement dériver terme à terme la relation 


HOED Ce 


keZ 
T° 


par convergence norinale de la série des dérivées puisque 


cx (9) 2ikn œ(g)\ 2, à 
7e = 0 (48) 0 (le +3 

LE 
On pourrait de même dériver deux fois sans problème si on supposait g continue 
et C! par morceaux. Dans le cas où l’on suppose simplement g continue, on 


r par exemple le théorème de Fejér : les sommes de Fejér de la 
fonction f vérifient, par linéarité de l'équation 


(£)" = 45/45 


La suite de ces dérivées secondes converge donc uniformément sur R vers —4f +g. 
Comme la suite des dérivées premières converge simplement vers f” (pourquoi ?) 
et que (57), A, converge simplement vers , on conclut facilement au caractère 
€? de f. 


16-3 Exercices 


cos nf 
a — cost 


dt. 


: 
EXERCICE 16-3.1 Soit a € C- [1,1]. Calculer à 
© 


EXERCICE 16-3.2 a étant fixé dans R°#, on considère l’application , définie par 
gaz V'e-t@-2em? 
«eZ 
Existence de #,.. Montrer qu’elle est C! et 27-périodique. Calculer ses coefficients de 
Fourier. Pour a et 8 fixés dans R, on définit 4 par 
ete)= 7 [ete - nv 


Montrer qu’il existe b € R ct + € R°* avec 6 = bd, (on pourra calculer les coefficients 
de y). 
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EXERCICE 16-3.3 Soient a, B,y€Ret f:R—R 2r-périodique et paire définie sur 
(0, x] par 


f(z)= ar? + 86r+7 
Que peut-on dire de la série de Fourier de f ? En déduire D 7 


EXERCICE 16-3.4 On désigne par $ la somme de la série de fonctions 


cosnr 


un{z) = Tr] 


Montrer que S est de classe C? et vérifie sur [-x,7] 
2 2 
Sa) - 2250) = = - © 
()-dsk)= TT 
En déduire la valeur de S. 
EXERCICE 16-3.5 Soit f une application 27-périodique et a un réel > 0 tels que 


VEYER [f(e)— f(y)l < le - yl* 


2e 
Calculer [ Lx +4) — f(x - h)?dx. En déduire que 
0 


oo 
D on'sinnh < AjA(* 


n==co 


2N 

où À est une constante à déterminer. En déduire une majoration de > ll. Sia> 3 
N+ 

que peut-on dire de la convergence de la série de Fourier de f? 


SL ne 
ST et ST lorsqu'elles 
n 


4e 
EXERCICE 16-3.6 Calculer les sommes des séries Y - 


r=1 ns 


existent. 
EXERCICE 16-3.7 Soit E l’ensemble des fonctions C® et 2x périodiques de R dans €. 


1. Soit (a,) € CZ. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cette 
suite soit la suite des coefficients de Fourier d'une fonction de E. 


2. Soit 8 € 2rQ et Le l’application de E dans lui-même définie par 
VIGE Lof(e)= f(2+6) - f(x) 
Caractériser les éléments de l’image de Lg. 


EXERCICE 16-3.8 Soit (b,),. ne une suite strictement positive, décroissante et ten- 
dant vers 0. 


+ 
1. Quel est le domaine de convergence de la série D bu sin nx? 


nel 
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2. On suppose nb, —+ 0 et on pose €, = sup(kbx). Si z €]0, x] et p désigne la partie 
kgn . 


” do m+p=1 +00 
entière de +, en écrivant Ra(a) = D tusin kr = > bsin kr + Zu sin kr, 


n 
montrer que [R;| < (r + 2}ex. Conclure. 


3. Montrer que, si la série converge uniformément sur {0,7}, alors nb, — 0. 


EXERCICE 16-3.9 Soit À € R et u une application r-périodique R — R vérifiant 
l'équation 
(E} a+ (A cos 2r)u = 0 
1. Trouver une relation de récurrence entre les coefficients de Fourier (c,(u)) : 


2. On note Fà l’espace vectoriel des suites complexes indexées par Z, bornées et 
vérifiant la relation de récurrence du (1). Montrer que la dimension de Ej est 
inférieure à 1, et que les suites de EF sont. soit paires, soit impaires. 


8. On suppose dim(£s) = 1. Montrer que (£) possède une solution 7-périodique 
non triviale. 


2 
EXERCICE 16-3.10 Soit f 2x-périodique C'! de R dans R telle que [ S{e)dz = 0. 
0 
2n 2m 
Montrer l’inégalité [ (JGŸ dt < [ (J'())? &, et étudier les cas d'égalité. 
( 0 


EXERCICE 16-3.11 Donner le développement en série de Fourier de f(t) = |sint|. 


EXERCICE 16-3.12 On appelle E l'ensemble des fonctions continues et 27-périodiques 
de R daus R, et ( l'application définie sur E par : 
+ 
VE E, Ve ER, 9) = fe 0 atout 
ps 
Montrer que { est un endomorphisme de E et déterminer son spectre et ses sous-espaces 
Prop 


EXERCICE 16-3.13 Soit & un réel strictement positif. Trouver toutes les fonctions f 
2r-périodiques et C® sur R telles qu'il existe M > 0 tel que 


VnEN VreR (fl) < ME 


sinnz 


EXERCICE 16-3.14 Calculer la somme /(z) de la série de terme général . On 
en déduit une fonction g impaire et 2-périodique, continue de telle sorte que g est 
affine sur [0, 1] et que f et g coïncident sur [1,7]. En utilisant g, montrer que 


ÿ sinèn | F5 sinn 
m2 a 
Cent ni 


Le in? 
; Le sin? 
Calculer ensuite D. 
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EXERCICE 16-3.15 Formule sommatoire de Poisson 
On note S(R) = {f € CR, C) | Vk,! x! fW(x) = o(1) (r — +oo)} l’espace des 
fonctions C'® à décroissance rapide. Montrer que, pour f € S(R) la série D f(z+n) 


nez 
converge uniformément sur tout compact de R. Montrer que la fonction ainsi définie 
est C® et calculer ses coefficients de Fourier à l’aide de la transformée de Fourier f de 


n 
fe [Tree a 


En déduire que Ÿ f{(n) = 32 f{n). 
nez nez 


EXERCICE 16-3.16 Soit f une fonction continue par morceaux nulle hors d’un seg- 
ment [--A, A] et f sa transformée de Fourier 


= A de 
fe - f° rev at 


On suppose qu'il existe un réel B > 0 tel que f soit nulle hors de [-B, B]. Montrer 
que f est nulle sauf en un nombre fini de points. (Indication : prolonger f par 24- 
périodicité). 


EXERCICE 16-3.17 Soit f une application continue de R dans R de période 2x. Soit 
an et b, ses coefficients de Fourier. Pour n € N° et x € R, on pose : 


Da(x) = Ysinkz et S,(x) = Ÿ{arsinkr — bycoskz) 


cet k=1 


Soit #,(t) = f(x — 1) — f(x+1). Donner une expression intégrale de S,(x) faisant 
intervenir #, et D,. Que peut-on dire de la suite S,(x) lorsque la fonction £ + #0 
est intégrable sur ]0, x]? 


Chapitre 17 


Groupes. Anneau Z/nZ 


Dans un chapitre précédent, nous avons vu comment là notion d’anneau prin- 
cipal permettait d’unifier les théories du P.G.C.D et du P.P.C.M sur Z et K[X], 
si K est un corps commutatif. Dans ce chapitre, après avoir précisé quelques 
notions sur les groupes, nous utiliserons certains de ces résultats pour obtenir des 
théorèmes sur la divisiblité dans Z. Les groupes utilisés scront essentiellement 
le groupe additif et le groupe des unités de l’anneau (Z/nZ,+, x) des classes de 
congruence des entiers modulo n. 


17-1 Structure de groupe 


17-1.1 Groupe, morphisme de groupe 


17-1.1.1 Structure de groupe 


Rappelons qu’un groupe est un ensemble non vide G muni d’une loi de composi- 
tion interne, que nous noterons en général multiplicativemnent 


G D (z,y) m7 r.y € G (noté en général zy) 
tel que 
+ La loi de composition interne est associative. 


« Elle possède un élément neutre, que nous noterons en général 16. 
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e Tout élément de G est inversible pour la loi de composition interne : 


VreG 1:'€eG aæx'=2x-le 


L'élément x’ vérifiant cette égalité! pour x € G est appelé inverse de z. Nous 
le noterons en général 7!. Lorsque la loi de composition cst de plus commutative, 
on dit que le groupe (G,.} est commutatif ou abélien. 

Historiquement, la notion de groupe a été introduite à partir de problèmes 
géométriques, en considérant des ensembles de transformations d’un ensemble X 
stables par composition et possédant pour cette loi, les propriétés précédentes 
(isométries du plan, homothéties-transtations etc...). Il est remarquable que de 
très nombreux résultats sur la structure d’un groupe ”’abstrait” s'obtiennent par 
des considérations ”géométriques”, en faisant ”opérer le groupe sur des ensem- 
bles” (cf. section 17-2). Contentons-nous pour le moment de donner l'exemple 
de référence en théorie des groupes : 


EXEMPLE 17-1.1 Si X est un ensemble non vide, l’ensemble Zx des bijections 
de X sur lui-mêmeest un groupe pour la composition des applications. Le groupe 
(Ex, 0) est appelé groupe des permutations de l’ensemble X. Si l’ensemble X est 
fini de cardinal n, on sait que x est fini, de cardinal n!. 


17-1.1.2 Règles de calcul dans un groupe 


On a évidemment, pour +,y € G 


Lt 


Gay = y 


Pour r €Getn € Z, nous notons 


si ne N° 
2 = si n<0 
si n=0 


On vérifie alors aisément que 
Vn,peZ a" = at? 
Il faut par contre garder à l'esprit que, pour r,y € G et n € Z,, l'égalité 
(ey)" = sy" 
n'est en général pas vérifiée! Elle l'est cependant si x et y commutent. 


1Il est en effet unique. Si x’ et x” vérifient la relation, puisque la loi de composition est 
associative, nous avons 


PÉPATOET CEE 
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REMARQUE 17-1.2 Lorsque la loi de groupe est notéc additivement, il est en 
général implicite que le groupe est commutatif?. On note alors 0g l'élément neutre 
et —x lc symétrique de x € G (on préfèrera dans ce cas la dénomination "opposé 
de x” à inverse” de x) et la notation exponentielle est alors remplacée par 


æ+r+...+zx si neN 
nr 


na fois 
VrzeG VneG na=4 (-r)+...+(-x) si n<0 
ms 
_n fois 
LS si n=0 


Passer d’un type de notation à l'autre demande uu peu d’attention. Il faudra 
savoir traduire cn notation additive les définitions qui seront exposées avec la 
notation multiplicative (en particulier, tont ce qui est relatif à la notion d’ordre 
d'un élément dans un groupe). 


PROPOSITION 17-13 Si (G,.) est un groupe et a € G, les applications de 
G dans lui-même 


Thaz et zHra 


(respectivement appelées translation à gauche et à droite par a) sont des 
bijections de G dans lui-même. 


Démonstration : Il suffit de voir que, pour b € G, l’équation d’in- 
connue x € G 
ax =b 
possède une solution unique 
z=a"b 
ce qui découle facilement de l’associativité de la L.c.i et de la définition 
de a”!. De même 
ra=beæz=bat 
25i (G,+) est un tel groupe, on peut munir G d’une multiplication externe 
ZxG—G  (nzmne 
(G, +.) possède alors toutes les propriétés d’un espace vectoriel, à ceci près que (Z, +, x} est 
un anneau intègre, mais n'est pas un corps. On dit alors que (G, +,.} est un Z-module. On ÿ 


calcule un peu comme dans un espace vectoriel, mais les manipulations de combinaisons linéaires 
sont plus délicates. En particulier, pour #, y € G, l'existence d’une relation de lisison” 


na +my = 0ç 


avec n,m € Z et n # 0 ne permet pas en général d'obtenir x comme ”combinaison linéaire” de 
y: dans le groupe (Z,+), prendre x — 2 et y = —3, avec par exemple n = 3 et m = 2. La 
propriété 


n2 = 06 = n = 0g où z = Üg 


n’est également plus vérifiée en général. Elle n’est par exemple certainement pas valable dans 
un groupe (G, +) fini non réduit à l'élément neutre (exercice) 
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En particulier, tout élément d'un groupe est régulier, c’est-à-dire simplifiable 
à droite et à gauche 


Va,z,yeG ar=ayéz=yéza-ya 


COROLLAIRE 17-14 Si G est un groupe et x,y € G, l'égalité zy = lc 
entraîne que y est l'inverse de x (sans qu'il soit nécessaire de vérifier yr = 
le). 


EXERCICE 17-15 Soit X un ensemble fini muni d’une loi de composition interne 
associative pour laquelle tout élément de X est régulier. Montrer que X muni de cette 
Le.i est un groupe. 


EXERCICE 17-1.6 Montrer que dans un groupe (G,.), l'équation 2? = x caractérise 
Pélément neutre. 


17-113 Produit de groupes 


Soient (G1,.) et (G2,.) deux groupes (où, comme d’habitude, nous notons les 
lois multiplicativement, mais ces deux lois sont en général différentes. Nous les 
notcrons différemment uniquement lorsqu'il risque d’y avoir des confusions). Le 
produit cartésien G x G2 peut être muni d’une structure “naturelle” de groupe, 
appelée structure de groupe produit de {G1,.) et (G2,.). Cette loi (que nous 
notons toujours multiplicativement) est simplement définie par 


VrnneG Vantr € G Gut2)- (ge) = (rini rave) 


On vérifie aisément que (1, , 1, } est élément neutre de G1 x G2 pour cette loi 
produit et que 


VneG VrEG (er) =(st,x!) 


On généralise évidemment au produit d’un nombre fini de groupes. 


17-1.1.4 Morphisme de groupes 
Rappelons la définition : 


DÉFINITION 17-17 Si (G:,.) et (G2,.) sont deux groupes. Une application 
pi Gi — G: es! un morphisme de groupes (sous-entendu : pour les lois de 
groupes !} si et seulement si 


Va yeEG  p(ry)=p(x)p(y) 


Si, de plus, & est bijective, on dit que $ est un isomorphisme. Un automorphisme 
d'un groupe (G,.) est un isomorphisme de G sur lui-même. 


Les propriétés suivantes sont conséquence immédiate de la définition : 


PROPOSITION 17-1.8 Si @ : (G1,.) —+ (G:,.) est un morphisme de groupe, 


ela)=le et VreG pr) = [ox] 
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Démonstration : Il suffit de transporter par & les égalités 
1 =le et æ#7!=la M 


PROPOSITION 17-1.9 Si & : (G1,.) —+ (G,.) et # : (G2,.) — (Gs,.) 
sont des morphismes de groupes, leur composé 4 o est un morphisme 
de (G,.) — (G:,.). En particulier, le composé de deux isomorphismes de 
groupes est un isomorphisme. 


PROPOSITION 17-1.10 Si 4 : (G,.) — (G2,.) est un isomorphisme de 
groupes, la bijection réciproque 471 : (G,.) — (G:,.) est un isomorphisme, 


COROLLAIRE 17-1.11 Si (G,.) est un groupe, l'ensemble Aut(G) des au- 
tomorphismes de G est non vide (il contient au moins dc). La composition 
des applications est une loi interne dans Aut{G), et 


(Aut(G) ,0) est un groupe 


EXERCICE 17-1.12 Déterminer tous les morphismes de (Z,+) dans lui-même, de 
{Z,+) dans (@,+), de (@,+) dans (Z,+). 


On dit qu'un groupe (G,.) est isomorphe à un groupe (G2,.) s’il existe 
(au moins) un isomorphisme & : (G1,.) — (G2,.). Les propositions précédentes 
montrent que l’on définit ainsi une relation réflexive, symétrique et transitive sur 
la classe des groupes. Il faut bien comprendre la signification de l'affirmation 
(G,.) et (G2,.) sont isomorphes” : cela signifie qu’il existe un procédé {en 
l'occurence un isomorphisme & : (G1,.) —+ (G2,.)) qui permet de transporter les 
propriétés de la loi de composition de G; sur des propriétés analogues de la loi 
de Gz. Si on décide d'identifier un élément x de G et son image y (x) € G2, on 
calcule dans G: comme dans G. Par exemple, une propriété de G qui s’écrirait 


JaeG VreG 1rEZ r=a" 


sera vérifiée par tout groupe G2 isomorphe à Gi. Si & : (G1,.) — (G2,.) est un 
isomorphisme, tout élément de G pourra s'écrire comme puissance de b = (a). 


EXEMPLE 17-1.13 Si X et Ÿ sont deux ensembles équipotents (c’est-à-dire 
qu'il existe une bijection f : X — Y}, les groupes de permutation (Ex,c) et 
{r0) sont isomorphes. Expliciter un isomorphisme entre ces deux groupes. 
17-12 Sous-groupe 

17-1.2.1 Définition 


Si (G,.) est un groupe, une partie non vide H C G est un sous-groupe de G si et 
seulement si : 


1. H est stable pour la loi du gronpe G : 


Vaz,yeH :ycH 
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2. H muni de la restriction (à Hx H) de la loi interne est lui-même un groupe : 
(H,.) est un groupe 


L'élément neutre* de (IH, .) est évidemment lg (seul élément de G, et a fortiori 
de H vérifiant x? = x). De même, si x € H, son inverse dans le groupe (H,.) est 
égal à son inverse dans G (seul élément y de G vérifiant zy = 1g). On en déduit 
aisément les caractérisations des sous-groupes : 


PROPOSITION 17-1.14 H C G est un sous-groupe de (G,.) si et seulement 
si H 0, H est stable pour la loi du groupe 

Vr,yeH :yeU 
et H est stable pour l'opération de passage à l'inverse 

VreH 'eH 


Démonstration : Ces deux conditions sont nécessaires pour que H 
soit un sous-groupe, commeon vient de le voir. Elles sont évidemment 
suffisantes : lorsqu'elles sont vérifiées, H contient 1e (puisque H est 
non vide, si a € H,onaa !E Het aa ! € H d’après les propriétés 
de stabilité). Il est alors clair que (H,.) est un groupe. M 


On pcut parfois préférer la version plus condensée (exercice) : 


PROPOSITION 17-1.15 H C G est un sous-groupe de (G, .) si et seulement 
siH£0 et 


Vz,yEH 2y° "EH 


REMARQUE 17-1.16 La notion de sous-groupe est très souvent utilisée pour 
montrer qu’un ensemble X muni d’une loi de composition interne + est un groupe : 
il suffit souvent de le ” plonger” dans un groupe ”bien connu” (avec une loi qui est 
évidemment prolongement de +) et de vérifier que (X,+} est un sous-groupe de 
ce groupe de référence“. On évite ainsi des vérifications fastidieuses, notamment 
sur l’associativité de la loi. 


EXERCICE 17-117 Montrer que l’ensemble des matrices de A44(R) écrites en blocs 
sous la forme 


À 990 

0 0 
0 0 0 0 
0 0 01 


avec À € G£2(R) est un groupe pour la multiplication des matrices. Quel est son 
élément neutre ? 


EXERCICE 17-1.18 Si H, et H, sont deux sous-groupes de {G,.), montrer que 
Ki U H2 sous-groupe > H; C H où H> C Hi 


SAinsi, pour vérifier qu'une partie d’un groupe csi un sous-groupe, on s'assurera le plus 
souvent que celte partie est non vide en montrant qu’elle contient l'élément neutre. 

#Attention : ce groupe de référence doit être un … groupe ! N ny a rien de plus désastreux 
que d'essayer de prouver, par exemple, qu’un ensemble de matrices carrées es uu groupe pour 
la multiplication en faisant référence à une structure de groupe sur (M4, (K} , x}! 
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17-1.2.2 Exemples 


Les sous-groupes du groupe (Z, +) sont identiques aux idéaux de l'anneau (Z, +, x). 
Cela est dû au fait que, dans Z, la multiplication est directement liée à l'addition : 
pour n € N°et m € Z, le produit #mn n'est autre que m +:-:+m (n fois). Le 
théorème 5-1.19, conséquence de l’existence de la division euclidienne dans Z, 
s'écrit aussi : 

PROPOSITION 17-1.19 Si H est un sous-groupe de (Z,+), il existe un 
unique mn € N avec H = mZ. 

Un morphisme de groupes & : (G1,.) —> (G,.) permet de ”trausporter les 
sous-groupes” par images directes et réciproques. Plus précisément : 
PROPOSITION 17-1.20 Si : (G,.) + (G2,.) est un morphisme de groupes, 

H, sous-groupe de G — (il) sous-groupe de G 
H> sous-groupe de G, = 7! (H2) sous-groupe de G 
En particulier, l'image de et le noyau de 
Imp=p(G) et kerg=49""(le) 
sont des sous-groupes respectifs de G et G.. 


Démonstration : Exercice. On remarquera évidemment que, comme 
on a toujours ÿ (16, ) = 16, , l’image réciproque d’un sous-groupe de 
G> par le morphisme 4 contient 1,, et n’est donc pas vide. Plus 
précisément, cette image réciproque contient le noyau de 4. 


EXERCICE 17-1.21 Montrer que la correspondance 
Ho p(H) 


réalise une bijection entre l’ensemble des sous-groupes de G. contenant ker et l’en- 
semble des sous-groupes de Im @. 


Le noyau d'un morphisme de groupes permet de caractériser le défaut d’in- 
jectivité de ce morphisme. Plus le noyau est ”gros”, plus il y a dans le groupe de 
départ d'éléments ayant la même image. Plus précisément, si  : (G1,.) —+ (G,.) 
est un morphisme de groupes, sirety EG,ona 
p(r)= puy) 8 kb eu) = psy) = le & 27 y Ekerg & y € z.kerg 
en notant’ 

z.kery = {r.2, z € kery} 
le sous-ensemble de G, obtenu en faisant vpérer la translation à gauche associée 


à x sur le noyau de &. On appelle classe de x à gauche modulo kerç cet ensemble 
qui contient donc tous les antécédents de (x) par 4. 


SAvec une loi additive, ce serait évidemment 
z+kerp 


notation que nous avons déjà rencontrée en algèbre linéaire : un morphisme d'espaces vectoriels 
est en particulier un morphisme de groupes additifs. 
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EXERCICE 17-1.22 Avec les notations qui précèdent, montrer que 
VrEG s.kerg= kergr 


ce qui peut aussi s’écrire 27!. kerç.x — kerw. Les classes à gauche et à droite de 
modulo ker sont donc égales. Ce résultat n’a évidemment d'intérêt que lorsque le 
groupe G1 n’est pas commutatif. 


PROPOSITION 17-1.23 Un morphisme @ : (G1,.) —+ (G2,.) est injectif si et 
seulement si 


kerg = {la} 


17-123 Sous groupe, groupe engendré par une partie 
Nous suivons la même démarche que pour les sous-espaces vectoriels, les idéaux 
d'un anneau commutatif ete. Il s'agit ici de construire le plus petit sous-groupe 


(pour la relation d’inclusion) d’un groupe (G,.} contenant une partie F € G. On 
l’obtient grâce au théorème, dont la démonstration est laissée en exercice : 


THÉORÈME 17-1.24 Si (H);e, est une famille non vide de sous-groupes de 
(G,.). l'intersection N EL est un sous-groupe de G, 
sel 
Si Fest une partie quelconque de G, l'ensemble 
F = {H | H sous-groupe de G vérifiant °C H} 


est non vide, puisqu'il contient au moins G. L’intersection de tous les éléments de 
F est donc un sous-groupe de G. C’est par construction le plus petit sous-groupe 
de G contenant F. On l’appelle sous-groupe de G engendré par F. On le 
note 


G(F)= (NH 
Her 


On rencontre également la notation Gr(F) = ({F). 

Lorsque nous avons rencontré la notion analogue de sous-espace vectoriel en- 
gendré par une famille de vecteurs d’un e.v. nous avons caractérisé les éléments 
de ce s.e.v. comme étant les combinaisons linéaires des éléments de la famille, 
les règles de calcul sur les combinaisons linéaires étant assez simples. Dans le cas 
des groupes, on à un résultat du même type. Mais les calculs sont moins aisés, 
en particulier en cas de non commutativité : 


THÉORÈME 17-1.25 Dans un groupe (G,.), on a évidemment Gr(ÿ) = 
{16}. Si F C G est non vide, en notant 


F=FUF!'= FU: !|zer} 


l'ensemble obtenu en ”’symétrisant” F', le sous-groupe engendré pæ f est 
exactement l’ensemble des produits obtenus à partir des éléments de F' : 


Gr(F)={2EGl3neN (x) 


igien EP = mt} 
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Démonstration : Notons 
F={2CG/|InEN J(mihigien EF &=mmm) 


Comme un sous-groupe de G contenant F est stable par produit et 
passage à l'inverse, ce sous-groupe contient évidemment F. On a donc 


FCGr(F) 


Pour obtenir l'inclusion inverse, il suffit de remarquer que F est un 
sous-groupe de G (il est clairement stable par produit et passage à 
l'inverse) qui contient F. 


DÉFINITION 17-1.26 Une partie F d’un groupe (G,.) est une partie génératrice 
de G (on dit aussi que F est un système de générateurs de G) si et seulement si 


Gr(F)=G 


ce qui signifie que tout élément de G s'écrit comme produit d'éléments de F et 
F1. 


EXERCICE 17-1.27 Si F engendre (G, .), et  : (G,.) -+ (G',.) est un morphisme de 
groupe, montrer que & (F) engendre Im &. 


DÉFINITION 17-1.28 Un groupe (G,.} est dit monogène s'il est engendré par 
un de ses éléments : 


Aa€eG Gr(a)=G 
Comme un produit d'éléments de {a,a”'} est une puissance de a, on a alors 
G={a",nez} 
Un tel groupe est évidemment commutatif. 


EXEMPLE 17-129 (Z,+)est un groupe monogène. Montrer qu’il est engendré 
par {1} et aussi par {—1}. 


EXEMPLE 17-1.30 Dans le groupe (C°, x), le sous-groupe monogène engendré 
par un élément a est l’ensemble des puissances de a. Si a n’est pas une racine de 
l'unité, il est facile de voir que 


Va,pez n£p= a fa 
et l'application 
(Z,+) + (Gr(a), x) re a" 
SEn notation additive, on aurait évidemment 


G=f{na,nez] 
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est. clairement un isomorphisme de groupes : on calcule des produits de puis- 
sances de a comme on calcule sur les exposants dans (Z,+). Il n’y a pas de 
simplification”. Par contre, si a est racine de l'unité avec 


p=inf{neN'|a"=1t} 
il est facile de voir que 
Gr(a) = {l,0,a°,... 771} 


est fini, formé de p éléments distincts 2 à 2. Par exemple Gr(i) = {£1,+i}. Nous 
verrons ultérieurement que ces deux situations ne sont pas spécifiques au groupe 
(C°, x) mais sont tout à fait générales. 


EXEMPLE 17-1.31 Soient À, B,C, D les sommets d’un carré du plan euclidien 
P. On considère le groupe (G,0) des isométries du plan conservant l’ensemble 
{A, B,C, D} : on montre que c’est un groupe en prouvant simplement que c’est 
un sous-groupe du groupe (bien connu) des isométries de P (s’il n’est pas bien 
connu, on peut prendre le groupe des bijections affines de P dans lui-même, ou 
encore le groupe (Zr,0} des permutations du plan). 

Un élément f € G conservant {A, B,C, D} conserve l’isobarycentre O de ces 
4 points, c'est-à-dire le centre du carré ABC'D. Ramenant l’origine du plan en 
©, on est alors ramené à un problème vectoriel : déterminer les transformations 
orthogonales du plan vectoriel P sous-jacent à P conservant { OÀ, OB,0C,0B). 


Supposons ce plan orienté, et les sommets ordonnés de manière à avoir 
—— _—— ES _—— 
LA 
(0,08) - (o8,0c) - (oë,08) - (05,02) - 7 (mod2r) 


Le groupe orthogonal © (P) est composé de rotations et de réflexions (symétries 
otthogonales par rapport à une droite vectorielle). Il y a évidemment 4 rotations 


dans le groupe (G,o) : si r est la rotation (de centre ©) et d'angle = ce sont 
r,r,r° et rl = idp = le 


d’angles respectifs 5 7,3 et 0. 11 existe des réflexions dans G. Par exemple la 


réflexion s par rapport à la droite OA, qui laisse À et C invariants et permute B 
et D. Comme l'application 


GG fmsof=sf 


est une bijection de G dans lui-même (cf proposition 17-1.3} qui transforme les 
isométries directes en indirectes et réciproquement, il y à également” 4 réflexions 
dans G 


ST, sr?, sr et s 


TPlus généralement, s’il existe une isométrie négative conservant une figure, le même 
raisonnement permet de construire une bijection entre l’ensemble des isométries positives 
(déplacements) et l’ensemble des isométries négatives (antidéplacements) conservant cette fi- 
gure. 
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(s et sr? sont les symétries par rapport aux diagonales du carré, sr et sr° par 
rapport aux médianes). On obtient tout élément de G comme produit formé à 
l'aide de set r (on aicis=s"! etr"! = 17°). On a donc 


G= Gr({ssr}) = {idp,r,r?,rô,s, sr, ar?,sr°} 


Il existe un procédé ”mécanique” pour ramener un mot construit sur s et r à une 
de ces 8 écritures ’canoniques” : on utilise Les relations de ”simplification” 


la deuxième relation s'écrivant aussi srs = r° et se vérifiant par le fait que ces 
deux rotations envoient À sur D. Elle permet, dans un mot construit surr cts, 
de faire disparaître un s qui serait sur la droite d’un produit. On à donc trouvé 
un système générateurs à deux éléments pour G. On ne peut diminuer ce nombre, 
puisque G n'étant pas commutatif n'est évidemment pas monogène. 


EXERCICE 17-1.32 Soit G un groupe fini de cardinal n. Montrer que, si F est un 
sous-groupe de G de cardinal p et x € G-—F, le sous-groupe de G engendré par {z}UF 
est de cardinal snpérieur ou égal à 2p. En déduire qu’il existe dans G un système de 
générateurs de cardinal inférieur à log (n). 


17-13 Groupe (Z/nZ, +). Groupes cycliques 
17-1.3.1 Compatibilité d'une relation d'équivalence et d’une 
Lc.i. 


DÉFINITION 17-1.33 On considère une loi de composition interne * el une 
relation d'équivalence R définies sur un ensemble X. On dit que la loi * est 
compatible avec R si et seulement si 


Vz,ya,beX Ra et yRb = (z+y)R(a»*b) 
En brégé. on poûrre "banposer par à" dés émiéunlences modulo R dans X. 


Lorsque l'on considère l’ensemble quotient X/R formé des classes d’équiva- 
lence modulo R, on réalise une partition de X, en regroupant ensemble tous Les 
éléments de X liés par le relation R. La classe d'équivalence de a € X est 


G={rEX|aRx} 
La compatibilité de + avec R peut alors s'écrire 
Va,yabex F=acty=b=7ryÿ=axb 


ce qui montre que la classe modulo R du composé x * y ne dépend pas vraiment 
de x et y, maïs seulement des classes d'équivalence de x et y. Ceci permet alors 
de définir une loi de composition interne dans X/R, appelée loi quotient de + 
par R, que nous noterons encore + s'il n’y a pas d'ambiguîté, par : 
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le résultat de l'opération ne dépendant pas des représentants choisis pour # et 7. 
Il importe de bien comprendre que cette définition n'aurait aucun sens s’il ny 
avait pas compatibilité entre * et R. La proposition suivante est conséquence 
immédiate de la définition de la loi quotient : 


PROPOSITION 17-1.34 Si la Lc.i * et la relation d’équi 
semble X sont compatibles, la projection canonique 


pi) (X/R A) 2 p(s)=7 
est un morphisme surjectif pour les lois +. 


lence R sur l'en- 


Il en résulte aisément que certaines propriétés de x sur X vont se transporter 
par p. En particulier : 


+ Si x est associative dans X, il en est de même de la loi quotient dans X/R. 
» Six est commutative dans X, il en est de même de la loi quotient dans X/R. 


e Si X contient un élément neutre e pour x, sa classe d'équivalence € est 
élément neutre dans (X/R, *). 


e Si X contient un élément neutre e pour # et si x € X possède un inverse y à 
droite (resp. à gauche) pour *, alors ÿ est inverse à droite (resp. à gauche) 
de 7 dans (X/R, *). 


COROLLAIRE 17-1.35 Sous les hypothèses précédentes, si (X,*) est un 
groupe, il en est de même de (X/R, *). 


EXERCICE 17-1.36 On dit que la l.c.i * ct la relation d'équivalence R sur X sont 
compatibles à gauche ssi 
Vza,yaex aRy = (ax z)R (a+ y) 


et on définit de même la compatibilité à droite (distinction sans intérêt si + est com- 
mutative). Montrer que + et R sont compatibles (au sens de la définition 17-1.33) si 
et seulement si elles sont compatibles à la fois à droite et à gauche. 


EXERCICE 17-1.37 Soit (G,.) un groupe, et R une relation d'équivalence dans G. 
Montrer que, si R est compatible à gauche avec ”.”, alors 
VayeG 1Ryez lyele 


et montrer que la classe Ig de l'élément neutre est un sous-groupe de G. Montrer que, 
réciproquement, si H est un sous-groupe de G, la relation binaire dans G définie par 


2Ryez yeH 
est une relation d'équivalence compatible à gauche avec ”.”, pour laquelle H est exac- 
tement la classe d'équivalence de 16, et vérifiant 

VreG T=21H 


qu'on appelle classe de x à gauche modulo H. 

Lorsque le groupe (G,.) est commutatif, ces résultats caractérisent les relations 
d'équivalence dans G compatibles avec la loi du groupe. Dans (Z, +), nous étudierons 
dans la section suivante la congruence modulo un entier n qui est une relation de ce 


type. 
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EXERCICE 17-1.38 (Suite de l'exercice précédent) Si le groupe (G, .) n’est pas com- 
mutatif, et H est un sous-groupe de G, montrer que la relation 


aRyer lyeH 

est aussi compatible à droite avec ”” si ct seulement si 

VzeG rH=Hz 
ce qui revient aussi à dire que 

VzeG 2 'Hr=H 
Nous avons vu (cf exercice 17-1.22) que le noyau d'un morphisme de groupes 4 : 
{G..) — (G’,.) vérifie toujours cette propriété : la relation d'équivalence associée à 
kerç est alors 

Rue 2 y ekerp & p(x) = (y) 

et on vérifie aisément qu'elle est compatible à la fois à droite et à gauche avec la loi de 
6. 
17-13.2 Congruence modulo n 


DÉFINITION 17-1.39 Soit n € Z. On appelle congruence modulo n la relation 
binaire définie sur Z par 


z=ymodnér-yenZén divise (x —y) 


y modn se lira "x est congru à y modulo n°. 


Lorsque n = 0, on obtient la relation d'égalité. Pour n = 1, c’est la relation 
triviale qui relic tous les éléments de Z. Comme de plus la congruence modulo r 
est identique à la congruence modulo --#, on supposera dans la suite n > 2. 


THÉORÈME 17-1.40 La congruence modulo n est une relation d'équiva- 
lence dans Z. Tout entier relatif est congru modulo n à son reste dans la 
division euclidienne par 2. Chaque classe d'équivalence possède un unique 
représentant dans {0,1,...,n — 1}. L'ensemble de ces classes d'équivalence, 
noté Z/nZ, est donc de cardinal n. On a 


Zinz= {0,1,...,n-—1} 
en notant, pour x € Z 
T=zt+nZ 
‘ 


la classe de x pour cette relation de congruence. 


Démonstration : Le fait que l'on ait unc relation d'équivalence se 
vérifie aisément. Si + est un entier quelconque, la division euclidienne 
de x par n s'écrit 


z=ngtravec0<r<n—1 
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et comme n|{x —r), on a bien # = F. De plus 
O<ri<r<n-1=0<r-rn<n 


ce qui montre que n ne peut diviser ra — r1, el que par conséquent 
mAnm. M 


On vérifie facilement que l’addition dans Z est compatible avec cette relation 
de congruence. Il en résulte que l’on peut définir sur Z/nZ une addition par 


T+y=TFy 
La projection canonique z ++ T étant un morphisme surjectif, la structure de 
groupe commutatif de (Z, +) se transporte, et on obtient : 


THÉORÈME 17-1.41 (Z/nZ,+) est un groupe commutatif monogène. 


Démonstration : On applique le corollaire 17-1.35. De plus, il est 
clair que {T} engendre (Z/n2,+), puisque pour k € {1,... ,n—1}, 
on a simplement 


K=I+ 
k fois k fois 


(attention : la notation est ici additive). Il s’agit en fait d’une appli- 
cation directe du résultat de l'exercice 17-1.27. 1 


Si l’on décide de représenter chaque classe de congruence modulo n par son re- 
présentant ”canonique” dans {0,... ,n — 1}, on calcule sur l'addition dans Z/rZ 
tout simplement en additionnant les représentants, et en conservant du résultat 
le reste dans sa division euclidienne par n. Par exemple la table d’addition de 
ZJ52 est 


+161112,313 
0101112134 
111/313/410 
2121314 )0171 
3131410112 
RITBIPIE 


17-1.3.3 Structure d’un groupe monogène. Ordre d’un élé- 
ment d'un groupe 


Soit (G,.) un groupe et a € G. Nous savons que 
Gr(a)=4{", n€Z} 


L'application & : (Z,+) — (Gr(a),.) définie par w{n) = a" est clairement un 
morphisme surjectif de groupes. Deux situations sont alors envisageables : 
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« west un isomorphisme de groupes, ce qui revicnt à supposer que l’on a 
kerg = {0}, c'est-à-dire que 


VkEZ a=lçek=0 


Le groupe (Gr (a),.} est infini, isomorphe à (Z, +); deux exposants distincts 
donnent des puissances de a distinctes. On dit alors que 


a est un élément d'ordre infini de (G,.) 


e n’est pas injectif. Son noyau est un sous-groupe de (Z,+) différent de 
{0}, done 


kerg = mZ 

où m € N° (le cas m = 1 correspond évidemment à « = 1g). On a alors 

VkEZ aŸ=1c & m divise k 
soit encore, puisque pour #,{€ Zonap(k)=p(l}& k-—1€kerg: 

VRIEZ &=at&k=lmodm (3 
L'entier naturel m est le plus petit entier > 0 vérifiant a” = 16 : ”plus 
petit” évidemment au sens de le relation d’ordre naturelle sur N°, mais plus 
précisément diviseur de tout entier & vérifiant a* = 1g. On dit alors que 
m est l'ordre de & dans le groupe (G,.) 

La propriété (+) montre alors qu'il y à autant d'éléments dans Gr (a) que 
de classes de congruence modulo m dans Z. Le groupe engendré par a est 
donc de cardinal m, avec 

Gr(a)= {loaa,... at} 
Plus précisément, on peut définir un isomorphisme de groupes 


G: (Z/m2,+)- (Gr(a),.) 
En af 


(la propriété (+) dit simplement que cette application est bien définie et 
injective; le fait que & soit un morphisme surjectif est alors évident). Le 
groupe monogène Gr(a), fini de cardinal m est alors appelé groupe cy- 
clique d’ordre m. Le terme cyclique” traduit simplement le fait que la 
suite (a*),_ est périodique, de plus petite période égale à m. 


Résumons la discussion précédente : 
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THÉORÈME 17-1.42 (ET DÉFINITION) Soit a un élément d’un groupe (G, .). 
On dit que a est d'ordre fini si et seulement si Gr (a) est fini. Ceci équivaut 
à 


3KEN* «= lg 


On appelle ordre de a et on note {a] le plus petit entier & vérifiant cette 
égalité. On a alors 


VKEZ a*= 1e # [a] divise & 
et Gr(a) est de cardinal [a], avec 


Gr(a) = {l6,a,a?,.. ,al-1} 


L'application @ : (Z/[a]Z,+)— (Gr(a),.} définie par & ++ af est un isomor- 
phisme de groupes. 

Si a est d'ordre infini, l'application 4 : (Z,+) — (Gr(a),.) définie par 
#(K) = af est un isomorphisme. 


IE est donc clair que, dans un groupe fini, tout élément est d’ordre fini. 


DÉFINITION 17-1.43 5 (G,.) est un groupe fini, on appelle ordre de G, et on 
note [G} le cardinal de G. 


DÉFINITION 17-1.44 Un groupe (G,.} est dit cyclique s'il est monogène Jini : 

il existe à € G avec [a] = [G]. Le groupe (G,.) est alors isomorphe à (Z/[G]Z,+) 

EXERCICE 17-1.45 Si m est un entier > 2, montrer que les groupes d'ordre m? 
(Z/m2xZ/m2,+) et (Z/m°2,+) 

ne sont pas isomorphes. 


EXERCICE 17-146 Soient a ct b deux entiers > 2 premiers entre eux. Si k est un 
entier, on note & (resp. Æ) sa classe de congruence modulo a (resp. b). Déterminer 


[Gi] dans le groupe (Z/a2 x Z/b2,+). En déduire que ce groupe est cyclique. 
EXERCICE 17-147 Soit (G,.) un groupe commutatif fini. Montrer que, si z et y € G, 
JA le] = 12 [eu] = (x1(9] 


(Indication : si & € Z vérifie (xy)* = 16, calculer (ry)“Fl). Généraliser au produit de 
p éléments de G dont les ordres sont premiers entre eux deux à deux. 


EXERCICE 17-1.48 (suite de l'exercice précédent) : soit (G,.) un groupe commutatif 
fini. On note m le P.P.C.M des ordres de tous les éléments de G. On considère la 
décomposition de m en facteurs premiers 


man rit 
Montrer qu’il existe dans G un élément +1 dont l’ordre s'écrit 
ra] = pêi.dh avec di Am = 1 


On pose y = 2%. Quel est l'ordre de 41 ? Montrer qu'il existe dans G un élément 
d'ordre m (dont l’ordre est donc multiple des ordres de tous les éléments de G). 
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EXERCICE 17-1.49 Soit (G,.) un groupe fini vérifiant 
VreG + =1c 


Montrer que G est commutatif. Si F est un sous-groupe de G et z € G—F, montrer 
que FUzF est un sous-groupe de G. En déduire qu’il existe p € N avec 


[6 =? 
et montrer que, plus précisément, G est isomorphe à ((Z/22Z) ,+). 


EXERCICE 17-1.50 Soit X un sous-ensemble fini de G£, (C) stable par multiplication. 
Montrer que toute matrice de X est diagonalisable, 


17-1.3.4 Générateurs d’un groupe cyclique 

THÉORÈME 17-151 Soit G = Gr(a) un groupe cyclique d'ordre m 
G= {16,a,a°,...,a"7!} 

Si & € Z, a* engendre G si et seulement si k est premier avec m. 


Démonstration : Considérons Gr (a“) le sous-groupe de G engen- 
dré par a*. Il est facile de voir que ce sous-groupe est égal à G si et 
seulement si 


a € Gr (a) 
ce qui s’écrit également 
31eZ (a)=a 
D’après ce qui a été vu dans la section précédente, cela signifie que 
l'ordre de a divise ki — 1 : 
31EZ nez kltnm=l 


Il s'agit exactement de l'identité de Bézout, traduisant le fait que m 
et K sont premiers entre eux. 


Avec une notation additive, et puisque dans Z/m Z on a £ = k.T, on obtient : 


COROLLAIRE 17-1.52 Si & € Z, la classe Æ de £ modulo m engendre le 
groupe (Z/m Z, +) si et seulement si 
kAm=I 
EXEMPLE 17-153 Pour n entier > 2, l’ensemble des racines complexes nimes 
de l’unité 
U,={:eC|:"=1} 
est un sous-groupe de (C°, x). Il est clairement cyclique d'ordre n engendré par 
exemple par 
ain 
w=e" 


Un générateur quelconque du groupe U, est appelé racine primitive nième de 
Vunité. Il s’agit donc d’un complexe de la forme 


ke 


wt=en 


avec k entier premier avec n. 
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17-2 Groupe opérant sur un ensemble 


Dans cette section, nous considérerons un élément d’un groupe comme une trans- 
formation "géométrique” d’un ensemble, 


17-2.1 Définition 


Dans ce qui suit, X est un ensemble (non vide) quelconque. Nous appellerons par- 
fois ”point” un élément quelconque de X, par référence à la géométrie élémentaire, 
mais les éléments de X peuvent être de natures très diverses. 


DÉFINITION 17-21 Une opération d'un groupe (G,.) sur X est une application 
piGxXX (o,z}r g({a,z) 
vérifiant : 
VrexX p(le,r)=z 
Vo, EG plow(o',r)) = p(00,2) 

Notation : Les écritures précédentes étant peu commodes, on utilisera plutôt, 

lorsqu'il n’y a pas d’anbiguîté, une notation du type “opération externe” sur X : 
PICHETE 


est le point de X résultant de l'opération de & € G sur x € X. Il faut alors être 


vigilant puisque nous notons par ”.” aussi bien la loi interne dans le groupe G 


que l'opération de G sur X. Les propriétés de la définition précédente s’écrivent 
ainsi 
VreX ler=x 
Vo,o'eG VrexX a.(ox)=(o0').x 
EXEMPLE 17-2.2 Si X est un ensemble quelconque, le groupe (Zx,o) des per- 
mutations de X opère de manière naturelle sur X par (f,z)r+ f.æ = f(x). 


EXEMPLE 17-2.3 Si A est un espace affine basé sur un espace vectoriel E, le 
groupe additif (E, +) opère sur À par l'intermédiaire des translations : 


(EA)DÉA=A4E 
{et bien évidemment, dans ce cas, on n'utiliserons pas la notation F.A). 


EXEMPLE 17-2.4 Si E est un espace vectoriel, on peut faire opérer naturel- 
lement le groupe linéaire (G£K(E) ,o) sur l'espace vectoriel lui-même, ou sur 
l'ensernble X des sous-espaces vectoricls de E par 


GLkx(E)x*E (u,x)ru(x) 
GK (E) XX (u,F)++u(F) 


Dans chacun des exemples précédents, on fait opérer des bijections sur l’en- 
semble X. Cette situation est générale : 
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THÉORÈME 17-2.5 Si (o,x) + o.x est une opération d’un groupe (G, .) sur 
un ensemble X, pour tout o € G l'application Tr, définie par 


ToiX—X xmro(r)= 0x 
est une bijection de X dans lui-même, et l'application 

d:(G)+ (Emo) or 
est un morphisme de groupes. 


Démonstration : Soit y € X. Montrons que l'équation o.z = y 
possède une unique solution x € X. Si x existe, on a nécessairement 


dly=o .(ox)= (0 lo).z=ler=z 


d’après les propriétés de l'opération de G sur X. On vérifie ensuite 
aisément que z ainsi défini est bien solution de l'équation. De plus la 
propriété 
Va,d'eG VzexX o.(o'.x)=(00'}x 

s'écrit exactement 7 © Tor = Toa’, Ce qui montre bien que # est un 
morphisme de groupes. M 

EXERCICE 17-2.6 Montrer que réciproquement, tout morphisme de groupes 

v: (G.) + (Exo) 
permet de définir une opération de G sur X par o.x = #(o) (x). 


En conclusion, considérer une opération de G sur X, c’est associer à tout 
élément de G une permutation de X, la composition de ces permutations corres- 
pondant à la loi de composition interne dans G. Tout élément de G est alors 
considéré comme une transformation ”géométrique” de X. 


17-2.2 Opérations d’un groupe sur lui-même 


Nous étudions ici deux exemples classiques d'opérations d’un groupe sur lui- 
même, dont nous verrons quelques applications remarquables ultérieurement. 


17-2.2.1 Translations à gauche 


Si (G,.) est un groupe, on peut le considérer également comme ensemble de 
?points”, et faire opérer G sur lui-même par translation à gauche : 


(z,y)EG x GR y = 2y 


On montre aisément que les propriétés de définition sont vérifiées. Si on note Tr; 
la translation à gauche par + définie sur G, le théorème 17-2.5 montre alors que 
l'application 


D:(G.)-(5%e0) mr 
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est un morphisme de groupes. Ce morphisme est ici clairement injectif, puisque 
VreG r.=idgéæz=ls 


On en déduit que # induit un isomorphisme entre G et #(G), sous-groupe de 
(6,0). Comme la structure de (Ex,0) ne dépend que du ”cardinal” de X (voir 
exemple 17-1.13), nous obtenons le théorème (Cayley) : 


THÉORÈME 17-2.7 Si (G,.) est un groupe fini de cardinal n, il est iso- 
morphe à un sous-groupe du groupe symétrique (5,,0). 


REMARQUE 17-28 Si H est un sous-groupe de G, on peut aussi faire opérer H 
sur G par translation à gauche (en réduisant le domaine des opérateurs). Cette 
remarque est valable pour toute action d’un groupe G sur un ensemble X. 


17-2.2.2 Automorphismes intérieurs 
IL s'agit d'une notion qui n’a d'intérêt que dans un groupe non comnutatif. 


DÉFINITION 17-2.9 Si x est un élément d'un groupe (G,.), on appelle auto- 
morphisme intérieur associé à + l'application 


:G—G yrayr ! 
Il s’agit bien d’un automorphisme du groupe G, puisque pour y, z € G 
ie (u)i2 (2) = (eue) (cer!) = ayez! = is (yz) 
et on a clairement 


Vy,zeG 2=0 lyrey=zxex 


ce qui donne 
GT = io 
On a de même 
Vr,yEG oi = y 


et l'application x ++ à, est un morphisme de (G,.) dans (Aut (G) ,o). On vérifie 
alors facilement {cf exercice 17-2.6) que 


cey=zyr 


définit une opération de G sur lui-même. 
REMARQUE 17-2.10 Comme pour x € G, à, est un automorphisme de G, si 
H est un sous-groupe de G, il en est de même de i, (H) = zHz-!. On peut donc 


faire opérer G sur l’ensemble de ses sous-groupes par automorphismes intérieurs. 
Ccla n’a pas de sens avec les translations à gauche. 


8On notera que la similitude associée à une matrice carrée inversible P € G£, (K) est un 
automorphisme intérieur de (G£, (K) ,o). 
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17-2.3  Orbite d’un point 


17-2.3.1  Orbite d’un élément 


THÉORÈME 17-2.11 (ET DÉFINITION) Si (G,.) est un groupe opérant sur 
un ensemble X, la relation binaire sur X définie par 


zRy30EG y=0.x 
est une relation d'équivalence. La classe d'équivalence d'un point z € X 
O(x) = {o.x, o € G} 
est appelée orbite de x (pour l'opération de G sur X envisagée). Les diffé- 
rentes orbites réalisent donc une partition de X. 
Démonstration : Exercice. 


EXEMPLE 17-2.12 Soit À un espace affine de dimension 3 basé sur un espace 
vectoriel E. Si on fait opérer les vecteurs de E sur les points de À par translation, 
il y a une seule orbite qui est l’espacc À entier. Si on fait opérer un sous-espace 
vectoriel F de E sur À, l'orbite d’un point À € A est A+, sous-espace affine de 
direction F passant par À. 


EXERCICE 17-2.13 Soit E, un espace vectoriel de dimension n. On fait opérer de 
manière naturelle le groupe G£ (E,) sur l'ensemble X des sous-espaces vectoriels de E. 
Quelle est l'orbite d’un s.c.v. donné de E,. Combien y a-t-il d'orbites distinctes ? 


EXERCICE 17-2.14 Soit E, un espace vectoriel euclidien. Le groupe orthogonal opère 
naturellement sur E,. Décrire l'orbite d’un vecteur x € E,. 


Une opération d’un groupe sur un ensemble permet donc d'obtenir une parti- 
tion ”géométrique” de cet ensemble. Cornme nous allons le voir dans les sections 
qui suivent, ce résultat, banal en apparence, s’avère très efficace. 


17-2.3.2 Théorème de Lagrange 
Soit (G,.) un groupe et H un sous-groupe de G. On fait ici opérer H sur G par 


translation à gauche. L'orbite d'un élément x € G est alors 


Hz={hz, CH} 


qu’on appelle classe de x à droite modulo H (cf exercices 17-1.37 et 17-1.38). 
Cette classe est évidemment équipotente à HI (puisque la translation à droite par 
æ est une bijection de G dans lui-même). Deux orbites sont soit distinctes, soit 
confondues : pour x et y € G 


Hz=Hy ou HrNHy-— 


(selon que zy7! est ou n'est pas dans H comme on le vérifie aisément). 
Si G est fini et m est le nombre (fini!) d’orbites distinctes, comme chaque 
orbite a pour cardinal l’ordre de H, nous avons donc 


16] = m{H] 


Ceci démontre le théorème de Lagrange : 
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THÉORÈME 17-2.15 Si G est un groupe fini, l'ordre de tout sous-groupe 
de G est un diviseur de l'ordre de G. 


Si a € G, l’ordre [a) de a est également l’ordre du sous-groupe (cyclique) 
Gr(a) engendré par a. On a donc : 


COROLLAIRE 17-2.16 Dans un groupe fini, l'ordre de tout élément est un 
diviseur de l'ordre du groupe. 


COROLLAIRE 17-2.17 Si p est un nombre premier, tout groupe fini de car- 
dinal p est cyclique. 
Démonstration : Si G est un groupe d'ordre p, tout élément de G 
distinct de 1ç a pour ordre un diviseur de p différent de 1. Ce ne peut 
être que p. En conséquence, pour x € G-— {1ç}, nous avons 


[Gr (x) = [6] 
et donc G = Gr(x) est cyclique. Æ 


Il n'y a donc, à isomorphisme près, qu'une seule structure de groupe fini 
d'ordre premier p. C’est celle de (Z/p2, +). Un tel groupe est donc en particulier 
nécessairement commutatif. 


REMARQUE 17-2.18 Si G est un groupe fini et H cst un sous-groupe de G, 
le quotient = est, si l'on reprend la démonstration du théorème de Lagrange, 


égal au nombre de classes à droite distinctes modulo H C’est aussi le nombre 
de classes à gauche modulo H (cf exercice 17-1.37) où l’on voit que ces classes 
sont des classes d'équivalence pour un relation dans G : deux classes sont donc 
distinctes ou confondues). On note [G : IH] ce rapport, qu’on appelle indice de H 
dans le groupe G : 
4 = © 

G:H= 
Lorsque G n'est pas fini, on dira de même qu’un sous-groupe H C G est d'indice 
finif dans G si le nombre m de classes à droite modulo H est fini, et m est alors, 
par définition l'indice [G : H] de G dans H. En utilisant l'application z + z°!, 
montrer que c’est aussi le nombre de classes à gauche modulo H. 
EXERCICE 17-2.19 Soit G = Gr (a) un groupe cyclique d'ordre n. Montrer que tout 
sous-groupe de G est cyclique (on peut considérer le morphisme # -> a* de Z dans 


G). Plus précisément, montrer que, pour tout diviseur d de n, G possède un unique 
sous-groupe (cyclique) d'ordre d. 


EXERCICE 17-2.20 Soit G et I deux groupes, ct & : G —> H un morphisme. Montrer 
que, si G est fini, 
(61 = [ker @] x [Im] 
“Par exemple, si E est un espace vectoriel euclidien, on & 
[0 ,0* (E)] =2 


puisque, si r est une réflexion quelconque, © (E) = ©+ (E) UO+(E)..r, l’ensemble O+ (E) 
contenant toutes les transformations orthogonales indirectes de E. 
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17-2.3.3 Décomposition d’une permutation en produit de cycles 
"disjoints” 
On travaille ici dans le groupe ($,,0) des permutations de {1,... ,n} avec n > 2. 


DÉFINITION 17-2.21 Si k est un entier vérifiant 2 < k < n, el S C {1,... ,n} 
est une partie de cardinal k, une permutation c € S, est dite cycle de longueur 
&k opérant sur S si et seulement s'il existe une numérotation des éléments de S$, 
telle que S = {a1,a2,... ,@x}, vérifiant 


Vie{l...n}—S  cfij=i 


vjefl 
On notera en abrégé 


ki} cfa;)=ai# et c(aæ)=a 


C= (a1,02,... ,@x) 
cette permutation ”circulaire” opérant sur $. Une transposition 7 = (1, j) pour 
i£ j dans {l,.. ,n} est un cycle de longueur 2. Elle vérifie r (i) = j, r(j) = 
et r(k) = & pour k € {i,i}. IL est facile de voir qu’un cycle de longueur k est 
d'ordre k dans le groupe S;. 


EXERCICE 17-2.22 Si S est une partie de {1,... ,n} de cardinal k, montrer qu'il y a 
{&— 1)! cycles de longueur & distincts opérant sur S. 


En utilisant La notion d’orbite, nous allons montrer que les cycles engendrent 
le groupe S,, et plus précisément : 
THÉORÈME 17-2.23 Si o est un élément de S, différent de l'identité, it 
se décompose comme produit (commutatif} de cycles opérant sur des en- 


sembles disjoints deux à deux. Cette décomposition est unique à l'ordre des 
facteurs près. 


Démonstration : Soit p = {a] l'ordre de la permutation 9. Le 
groupe 


G = Gr(o) = {id,o,.…. ,01} 
opère de manière naturelle sur {L,.… ,n} par 
(o*,u) ++ (y) 
Soit x € {1,... ,n}, et O (x) son orbite pour cette action 
O(z)={o*(x), KEN}= {2o(x),... 07! (x)} 


Considérons 


= inf {k€ N° [ot (x) € {so (x)... 071 (x)}} 
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On a évidemment { < p puisque o?({zx) = x, et le caractère minimal 
de { montre que 


z,o(x),.. ,0!! (x) sont distincts deux à deux et a! (x) =x 


puisque, si ol (+) était égal à o* (x) avec 1 & & < 1—1, on obtiendrait 
ol-* (x) = x (par injectivité de o), en contradiction avec la définition 
de {. On en déduit que, si 4 > 2o opère sur {,o(x),...,0!-1{x)} 
comme le cycle (x,o(x),...,ol-1(x)) (avec ! = 1 ssi O(x) est de 
cardinal 1, ce qui équivant évidemment à & (x) = x). Comme nous 
avons supposé que © £ id, il existe au moins une orbite de cardinal 
2 2. S'il y en a m, notons les (O(zi))<;<, de cardinaux respectifs 
(iigiem Ces orbites sont deux à deux disjointes et on à alors 


le produit correspond ici à la composition des applications), ces dif. 

férents cycles commutant deux à deux, puisqu'opérant sur des en- 

sembles disjoints. Pour vérifier cette égalité, il suffit de montrer que 

tout élément r de {1,...,n} a même image par les deux membres. 
m 


C’est évident si x € UO() (on a alors œ(x) = x) et c’est clair si 
ia 

a = o"(zi) € O(xi). On à ainsi obtenu une décomposition de o en 

produit de cycles ”disjoints”. Si réciproquement 


T=G0:.:0€ 


est une décomposition en cycles disjoints, avec « = (1,87, an) 
cycle de longueur m1, ilest clair que © (ai) = {a,a2,... ,a,}, et que 
le cycle & apparaît dans la décomposition précédemment obtenue de 
a. L'unicité en découle facilement. 


EXEMPLE 17-2.24 Fn étudiant les orbites des différents éléments de {1,.… ,9}, 
montrer que, dans So 
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17-2.4 Quelques exemples d'applications 


17-2.4.1 Classes de conjugaison 


Lorsqu'on fait opérer un groupe (G,.) sur lui-même par automorphisme intérieur 
(cf section 17-2.2.2), deux éléments z,y € G sont dits conjugués s’ils appar- 
tiennent à la même orbite, c’est-à-dire s’il existe un automorphisme intérieur 
transformant l’un en l’autre. L'orbite d’un point est eppelée classe de conju- 
gaison : 


O(z}= {ara”, ae G} 


De même, on dira que deux sous-groupes G, et G: de G sont conjugués si et 
seulement si 


JacG G=aGia ! 
On péaria éivai parler dé la classe de’ conjugaison: d'u sô-groupe de G: 


EXERCICE 17-2.26 Montrer que la classe de conjugaison du noyau d'un morphisme 
de groupe ne contient qu'un élément, 


EXERCICE 17-2.27 Soit e = (a... ,@x) € S, un cycle de longueur &. Montrer que, 
pour & € Sa, coco a”! est un cycle de longueur k. Décrire la classe de conjugaison de 
Ce 


EXERCICE 17-2.28 Soient a et o’ € S,. Donner une condition nécessaire et suffisante 
sur les décompositions de o& et a’ en produit de cycles disjoints pour que & et a’ soient 
conjuguées. 


17-2.4.2 Stabilisateur d’un point 


Soit (G, .) un groupe opérant sur un ensemble X. Si z € X,on appelle stabilisateur 
de x l'ensemble 


G.={oeGlozr=2} 
EXERCICE 17-2.29 Montrer que G, est un sous-groupe de G. 
EXERCICE 17-2.30 Montrer que, si r,y € G avec y € O (x), il existe a € G avec 
G: = 06.07! 


Deux éléments appartenant à la même orbite ont donc des stabilisateurs conjugués, et 
en particulier isomorphes. 


EXEMPLE 17-2.31 On fait opérer le groupe ©, (R) de manière naturelle sur 
l’ensemble des sous-espaces vectoricls de R". Montrer que le stabilisateur d'un 
s.e.v est isomorphe à un des groupes ©, (R) x O:-, (R) pour 0 <p <n. 


Si l’ensemble X est fini, ou si le groupe G l’est, il en est évidemment de même 
de l'orbite d’un élément quelconque de X. Dans le cas général, la connaissance 
du stabilisateur de x € X donne une information sur le cardinal de © (x) : 
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EXERCICE 17-2.32 Montrer que, pour set a € GetzeX 
oæ=0.2<+ 070 € Gr 
En déduire que © (x) est fini si et seulement si G. est d'indice fini (cf remarque 17-2.18) 
dans G, et qu’on 2 alors 
card O (x) = [6 :G.] 
ce qui s’écrira bien sûr 
cardO(x)= Ë si G est fini 


Une conséquence importante de ce résultat est l'équation aux classes, 
lorsque X est un ensemble fini. Comme les différentes orbites des éléments de 
X réalisent une partition de cet ensemble, si 


x=(JO(x) 


sl 


est cette partition, nous aurons 


Li » 
cardX = D cardO (ri) = D (G : G..) 
ii it 
La section qui suit donne un exemple remarquable d'utilisation de ce "principe 
des tiroirs” : 


17-2.4.3 Exemple d'utilisation 


Si G est un groupe, on appelle centre de G et on note Z(G) l'ensemble des 
éléments de G commutant avec tous les autres : 


Z(G)={rEGIVaeG za= ar} 


On vérifie aisément qu'il s’agit d’un sous-groupe!® de G. Dire que G est com- 
mutatif revient à Z (G) = G. Pour parler de manière imprécise, plus Z (G) est 
petit”, moins le groupe est commutatif. On conçoit bien que les automorphismes 
intérieurs sont un outil d'étude de cette non-commutativité. 

Si p est un nombre premier, un groupe fini G est un p-groupe ssi son cardinal 
est une puissance de p : 


ImeN" ([G)=p" 


Le but de cette section est de prouver que le centre d’un p-groupe n’est jamais 
réduit à l'élément neutre. Pour cela, on fait opérer G sur lui-même par auto- 
morphismes intérieurs. Montrer que les orbites réduites à un point sont celles 
des éléments du centre. Montrer qu'une orbite non réduite à un point a pour 
cardinal une puissance de p (cf exercice 17-2.32). En écrivant l'équation aux 
classes, montrer que card Z (G) est divisible par p. 


10C'est (7) Go si l'on fait opérer G sur lui-même par automorphismes intérieurs. 
2e 
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EXERCICE 17-2.33 Soit G un groupe d'ordre p?, avec p premier. Si G n’est pas 
commutatif, montrer que [Z (G)] = p. Si x € G — Z (G), montrer que l'ensemble des 
éléments de G commutant avec x est un sous-groupe de G contenant {x} N Z(G). 
Montrer que c'est G, et en déduire que G est commutatif. Il existe par contre des 
groupes d'ordre p” non commutatifs. Avec p = 2 nous avons l’exemple 17-1.31 


EXERCICE 17-2.34 Soit G un groupe (commutatif) d’ordre p?, avec p premier. Mon- 
trer que, si G n'est pas cyclique, tout élément + # 1G de G engendre un sous-groupe 
d'ordre p. Soit alors y € G- Gr{z). Montrer que les éléments 


(y Vosicp 


Sie 


sont distincts deux à deux, et en déduire un isomorphisme entre (G,. et ((2/»2)°,+). 
Il n’y a donc, à isomorphisme près, que deux groupes d'ordre p°. 


17-2.5 Rappels sur le groupe symétrique 


Nous rappelons ici les démonstrations de résultats évoqués dans le chapitre sur 
les déterminants. 


DÉFINITION 17-2.35 Si o € 5, et i,j € {1,... ,n}, on dit que a présente une 
inversion pour le couple (i,j) si et seulement si 


t<jeto(i)>a(3) 
On appelle signature de la permutation « l’entier e(o) € {41} défini par 
€ (a) = (-1)"0mre d'imersins présentées per o 


La permutation © est dite paire si e(o) = +1, elle est impaire dans le cas 
contraire. 


PROPOSITION 17-2.36 Si o € $., on a 
eG)=Il EAU 40] 

: TT 

ro 

Le 


La signature est un morphisme de groupes de (5,,0) dans ({+1}, x). 


Démonstration : Il est évident que le produit envisagé a même 
signe que € (a). Îl est de plus de valeur absolue égale à 1, puisque 


, | IleG)-o(il 
n:2-°% Li 
ji I -il 


) & 
i<i <a 


et que le numérateur est égal au dénominateur, puisqu'on y retrouve 
les mêmes facteurs dans un ordre différent. 
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Si o et a’ sont deux éléments de 5,, on a donc 


Il go (ÿ) = so" (i) 


e(coo)= _ 
ji 


Gi} 
<2 


FETE : PPENNTTE 
NUE ONE UE 
gg POP) Gi ji 
s<3 i<i 
Le sccond terme du produit vaut € (a’). Comme 
el'(ON= ol G) _ eb'EN- [7 (1 
g'(i)— 0" () CO A0) 
et que 0” est une permutation de {1,... ,n}, en réordonnant les in- 
dices, on obtient 


20 (= 08 (5) _ pr eU)=etr) _ 
MG [7-7 


Gs} 


i<3 <i 


ce qui donne finalement € (oo a) = e(a)e(o'). 1 
PROPOSITION 17-2.37 Toute transposition est une permutation impaire. 


Démonstration : On peut directement (exercice) compter le nombre 
d’inversions d’une transposition r = (1,7). On peut aussi remarquer 
que ro = (1,2) présente une unique inversion (évidemment pour le 
couple (1,2)...) et donc € (ru) = —1, puis que, pour à # j € {1,... ,n} 
et r = (i,j), on peut trouver a € 8, avec r = aoryçoo! (cf exercice 
17-2.27) et donc e(r) = e(v)e(ro)[e(o)" =€(ro) =—1. M 


Dans la définition de la signature donnée plus haut, l'ordre ”naturel” sur 
{1,... ,} semble avoir son importance. La proposition précédente et celle qui 
suit montreront qu'il n'en est rien : 


PROPOSITION 17-2.38 Les transpositions engendrent le groupe (S,,0) : 
toute permutatian différente de l'identité!! peut s’écrire comme produit de 
transpositions, et le nombre de ces transpositions peut être pris inférieur à 
n— 1. I n'y a pas unicité de cette décomposition, et ces transpositions ne 
commutent pas entre elles en général. 


Démonstration : On peut (exercice} raisonner par récurrence sur 
# en montrant que, pour une permutation o € $, vérifiant o{n) #n, 
on peut trouver une transposition r telle que r o œ{n) = n, et on 
peut alors travailler avec la restriction de 7 o & à {l,... ,"— 1} qui 


Si rest une transposition quelconque, on a évidemment id{;,.. nj = roT. 
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est évidemment dans 5,-1. On peut aussi utiliser le théorème 17- 
2.23 de décomposition en cycles disjoints ct remarquer qu’un cycle de 
longueur k peut se décomposer en & — 1 transpositions : 


(@,02,... ,@x) = (asax) 0 (ais apa)0:--0(a1,a2) 


(considérer l’image d'un a; par le produit de transpositions composant 
le second membre de l'égalité, en se souvenant qu'on compose de droite 
à gauche). Il n’y à pas unicité de la décomposition, puisqu'on vérifie 
aussi 


(@,@2,... ,ax) = (@isa2)o(ar,as)o:--o(ax, au) 


On en déduit une caractérisation de la signature ne faisant pas intervenir 
d'ordre sur l’ensemble {1 ,n}: 


COROLLAIRE 17-2.39 Dans toutes les écritures d'une permutation comme 
produit de transpositions, la parité du nombre de transpositions est la même. 
Une permutation est paire si et seulement si elle peut s'écrire comme produit 
d'un nombre pair de transpositions. Une permutation impaire est produit 
d'un nombre impair de transpositions. 


Démonstration : Si o € 8, est produit de k transpositions 
g=To.orx 


( 


1}, puisque toute transposition est 
de k en fonction de la signature de 9. 


ona€(o)=e(ri)-:-€ (rx) = 
impaire. On en déduit la pari 
L 1 


La décomposition d’un cycle donnée plus haut donne alors 


COROLLAIRE 17-2.40 Un cycle de longueur k est pair si et seulement si & 
est impair. 


EXERCICE 17-2.41 Montrer qu'il existe exactement deux morphismes de groupes de 
(Sn; 0) dans (R°, x} 


DÉFINITION 17-2.42 On appelle groupe ulterné (Au, o) le noyau du morphisme 
e: (8,0) + ({+1}, x) 


C'est un sous-groupe de (Sh,0), formé de toutes les permutations paires. Il est 
de cardinal 
2 
Il y a en cffet deux classes (à droite si l’on veut) modulo À, dans le groupe 


$, : sir esl une (ransposilion, 7$, contient toutes les permutations impaires. 
On en déduit aisément le cardinal de À,. 
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17-3 Anneau (Z/nZ,+, x) 
17-3.1 Structure d’anneau de Z/nZ 


Si n est un entier > 2, on vérifie aisément que la multiplication interne dans Z 
est compatible avec la relation de congruence modulo n : si x,y,x/,y sont des 
entiers 


3RKEZ y=r+kney = 7" + in = yy = ce + (ka + Ko + kkn)n 


On peut alors définir dans l’ensemble quotient Z/n Z une multiplication interne 
par 


et, comme cela à été vu à la section 17-1.3.1, l'application p : Z —+ Z/n Z définie 
par p(z) = 7 est un morphisme (surjectif) à la fois pour les lois additives et 
multiplicatives, qui transporte donc la structure d’anneau : 


PROPOSITION 17-3.1 (Z/n2,+, x) est un anneau commutatif et 
p:(Z,+4,x)- (Z/n2Z,+,x) définie par + p(x)=7 
est un morphisme surjectif d'anneaux. 
La classe T est évidemment l'élément unité de cet anneau. 
Les calculs multiplicatifs dans Z/n Z se font comme dans le cas de l'addition : 
on fait des multiplications sur des représentants des classes et on conserve du 


résultat son reste dans la division euclidienne par n. Par exemple, la table de 
(Z/AZ, x) est 


x15/112]3 
[60/5156 
1folr]2|3 
2/0/2/0/2 
3[013/211 


De nombreux résultats de divisibilité par n trouvent un traduction simple et 
efficace en travaillant dans cet anneau : 


EXEMPLE 17-3.2 Montrer que, si n est un entier > 1 
21 divise an = 2% +5 

Cela revient évidemment à montrer que la classe de a, dans Z/21Z est la classe 
de 0. Z/21Z contient 21 éléments, ce qui rend un peu pénibles les calculs modulo 
21. N'est plus simple de rernarquer que 21 = 3 x 7 étant la décomposition de 21 
en facteurs premiers, on doit montrer que 3 et 7 divisent «,. On montre donc 
que les classes modulo 3 et modulo 7 de a, sont nulles. x 

Dans Z/3Z, on a 2° = T, ce qui entraîne évidemment 2° = T et 2° = "= 


a AU 
(&*) = T d'où l'on déduit ax = T+8=0. 

De même, dans Z/7Z, on vérifie aisément # = 3, donc par récurrence sur n, 
8° = 5, et &, = 2 +5 = 0, ce qui prouve le résultat. 
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EXEMPLE 17-3.3 Donner les deux derniers chiffres de l’écriture décimale de 
3104, 


Il s’agit ici de trouver le représentant canonique (compris entre ( et 99) de 

31% dans Z/100Z. Nous verrons à la section 17-3.3.3 que, dans Z/100Z 
F°2T 

(ceci peut dès à présent se vérifier ”à la main” : les congruences suivantes étant 
évidemment modulo 100, on a 3° = 81 x 3 = 243 a 43, 43? = 1849 = 49 et 
492 = 401 = 1, ce qui donne en fait 3% = (65) = 1). On travaille donc 
avec le reste de la division euclidienne de 1994 par 20 (de préférence à 40) : 
1994 = 20 x 99 + 14, ce qui donne dans Z/100Z 


Fed er 
et comme 37 = 35.9 = 43 x 9 = 387 =87,ona 
3 = 87° = 872 — 7900 = 60 
les deux derniers chiffres cherchés sont 6 et 9. L'intérêt des méthodes ”modulai- 


res” est évident sur cet exemple : tous les calculs sont menés sur des entiers de 
tailles ”raisonnables”. 


17-3.2 Groupe des unités de Z/nZ 


17-3.2.1 Eléments inversibles pour la multiplication 


Nous déterminons dans cette section les classes modulo r qui sont inversibles 
pour la multiplication. Comme cela a été vu en toute généralité dans un anneau 
quelconque, elles forrneront un groupe pour la multiplication, le groupe des unités 
de l'anneau (Z/nZ,+, x). 


THÉORÈME 17-3.4 Si k est un entier relatif, sa classe Æ modulo n est in- 
versible pour la multi tion dans Z/nZ si et seulement si & est premier 
avec n. Les unités de l'anneau (Z/nZ,+, x) sont donc exactement les gé- 
nérateurs du groupe (Z/n2Z,+) (cf. section 17-1.3.4). 


Démonstration : La classe de k est inversible si et seulement si 


JuezZ kü 


soit, comme Æ.t = Fu 
AueZ IveEZ ku=l+nv 
ce qui revient exactement à une identité de Bézout entre k et n. M 


On retiendra que, pour déterminer l’inverse d’une classe modulo n, on est 
amené à rechercher une identité de Bézont entre r et un représentant de cette 
classe. On se rappellera que l'algorithme d’Euclide est un moyen d'obtenir une 
telle identité : lorsque & À n = 1, lorsqu'on effectue l’algorithme d’Euclide, les 
restes intermédiaires sont tous dans kZ + nr Z, et le dernier reste non nul vaut 1. 
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REMARQUE 17-3.5 Si, à l'inverse, k n'est pas premier avec », sa classe modulo 
nest diviseur de zéro dans (Z/n 2, +, x) (et ne peut donc évidemment pas être 
inversible) : si 

kAn=d>i 


on peut écrire 


n=dn" 


1 PATES 
Ik,n' eZ pan=le {?I6r 


Comme 0 < n° <n, on a n° # Ü et cependant 


En = din =nk =0 
En fait, la remarque qui précède est un cas particulier d’un résultat général : 


EXERCICE 17-3.6 Si (A, +, x} est un anneau fini, montrer que tout élément non in- 
versible de A est diviseur de zéro dans A. 


17-3.2.2 Corps Z/pZ, p premier 


THÉORÈME 17-3.7 Si n > 2 est un entier naturel, l'anneau (Z/nZ, +, x) 
est un corps si et seulement si n est un nombre premier. 


Démonstration : Si n est premier, tout entier naturel k tel que 

<k<n—]1 est premier avec n. Tout élément non nul de Z/nZest 
ou inversible pour la multiplication, et (Z/r Z, +, x) est un corps. 

Réciproquement, si r n'est pas premier, tout diviseur strict de n 
est diviseur de zéro dans (Z/nZ,+, x), qui ne peut par conséquent 
pas être un corps. M 


Si n est un entier > 2, il y a donc équivalence entre les propriétés 
e nest prernier. 

e (Z/n2Z,+, x) est intègre. 

e (Z/nZ,+, x) est un corps. 


Cette structure de corps fini (Z/pZ,+, x), p premier, cst d’une importance 
capitale dans de nombreux domaines en mathématique et informatique. Donnons 
un exemple d’utilisation : 


EXEMPLE 17-3.8 (Théorème de Wilson) : si p est un entier naturel > 2, mon- 
trer que p esl premier si et seulement 


P divise (p—1)!+1 


Si p divise (p — 1)! +1, il est clair qu'un diviseur d de p vérifiant 1 < d < p divise 
{= 1}! et ne peut diviser (p — 1)! + 1 que si d = 1, ce qui entraîne que p est 
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premier. Réciproquement, si p est premier > 3 (le cas p = 2 est évident), on doit 
montrer que, dans Z/pZ, 


G—Dt=-T 


Or on a, par définition de la multiplication dans Z/pZ, 


&E-1=T][; 
i=t 


qui est le produit de tous les éléments non nuls de Z/pZ. Il y à dans (Z/pZ) = 
Z/pZ-— {0} deux éléments égaux à leurs inverses. Ce sont Les solutions de l’équa- 
tion 


= 


dans Z/pZ. Comme r?—T= (x - 1) (x +1), et que Z/pZ est intègre, ces deux 
éléments sont 1 et —T. En regroupant dans le produit des éléments non nuls de 
Z{pÆ chaque élément avec son inverse, ce qui laisse I et —T seuls, on obtient 


Te 


et prouve le théorème de Wilson (critère de primalité d’un entier qui n’a pas 
d'intérêt pratique puisqu'il fait intervenir (p — 1)!, entier de taille considérable 
dès que p n'est pas très petit). 


17-3.3 Applications 
17-3.3.1 Petit théorème de Fermat 


Il s'agit d'un résultat qui donne une condition nécessaire pour qu’un nombre p 
soit premier. Il peut donc être utilisé pour prouver la non-primalité de certains 
entiers. 


THÉORÈME 17-3.9 Si p est un nombre premier et a est un entier premier 
avec ?, on a 


aP-l=1 modp 


Démonstration : Nous donnerons deux démonstrations de ce ré- 
sultat. La première n’est qu’une application immédiate du théorème 
de Lagrange : si p est premier, le groupe multiplicatif U (Z/pZ) = 
Z/pZ- {0} des unités de Z/pZ contient p— 1 éléments. Si a Ap = 
on à a # D, et le théorème de Lagrange dans (U(Z/pZ), x) donne 


æ'=T 


ce qui prouve le théorème de Fermat. 
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La secoude démonstration est basée sur le fait que, si p est premier, 
pour k entier vérifiant 1 & & <p—1 


p divise C: 
ce qui est conséquence de l'égalité 
kCE = p Cr: 
ke 


qui montre que p divise k.C#, et divise donc C# (théorème de Gauss), 
puisque & À p = 1. La formule du binôme montre alors aisément que 


Va,yez (c+y)=s+y modp 
ce qui permet de prouver (par récurrence sur nr} que 
VREN #?=n modp 
ce qui donne alors 
= 
Si de plus & A p = 1, alors ä est inversible dans Z/pZ, et on obtient, 
après simplification 
ai2T 
ce qui prouve le résultat. 
REMARQUE 17-3.10 Si p est un nombre premier, K = Z/pZ est un corps, et 
on peut considérer l'anneau K[X] des polynômes formels à coefficients dans K. 
I y à dans cet anneau une division euclidienne, et la théorie de la divisibilité se 
développe dans cet anneau comme lorsque K est un sous-corps de C. L'application 
g:Pn P 


qui, à un polynôme formel P fait correspondre la fonction polynôme qui lui est 
naturellement associée, est un morphisme d’anneau de K[X] dans K. Comme 
Ja division euclidienne montre que l’on à 


VzeK P(a)=0+ X x divise P 


le théorème de Gauss entraîne toujours que, si &,,... ,ax sont k éléments de K 
distincts deux à deux, 


k 
Vi P(a)=0e [[(X- ai) divise P 
i=i 
En particulier, un polynômne non formellement nul de degré m ne peut posséder 
plus de m racines dans K Ceci entraîne aussi que 


VPQEK{X] P=Qe [[(X-a) divise P-Q 
«€K 
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le noyau du morphisme $ étant l'idéal de K{X] engendré par Po = [[ (X a). 


ak 
Le corps K étant fini, l'égalité fonctionnelle des polynômes de K[X] 
n’entraîne plus l’égalité formelle. 
La démonstration précédente du théorème de Fermat donne l'exemple d’un 
polynôme X? -— X non formellement nul, mais fonctionnellement nul. 


EXERCICE 17-3.11 Montrer que, dans K{X], avec K = Z/pZ (p premier), on a 


Huw-o2xr-x 
ak 
En déduire une autre démonstration du théorème de Wilson. 


EXERCICE 17-3.12 Avec les notations qui précèdent, montrer que $ est une surjec- 
tion : toute fonction K —+ K est polynomiale ! 


EXERCICE 17-3.13 On considère l'anneau (Z[X],+, x) (attention : il n’est pas prin- 
cipal, Z n’est pas un corps). Montrer que, pour p premier, l'application 


(ZAT,+, x) > (Z/pZ{X],+, x) 


m m 
P=Y ax D P=) ax 
1=0 1=0 


est un morphisme d’anneaux. Quel est son noyau ? 


Ce morphisme peut être utilisé pour démontrer de manière élé- 
gante des résultats dans l'anneau (Z [X],+, x) : 


EXERCICE 17-3.14 Un polynôme de Z [X] est dit primitif si ses coefficients sont pre- 
miers entre eux dans leur ensemble. Montrer que le produit de deux polynômes primi- 
tifs est primitif. (Indication : supposer que ce n'est pas vrai, et considérer un nombre 
premier p divisant tous les coefficients du polynôme produit). 


EXERCICE 17-3.15 (critère d’Eisenstein) : Soit 


m 
P= x" + Dax" E 
k=1 


un polynôme de Z [X] tel qu’il existe un nombre premier p vérifiant 
Vk=1,...,m p divise a; el p°? ne divise pas as 


Montrer que P est irréductible dans Z [X] (c'est-à-dire que P ne possède pas de diviseur 
non constant ou de degré différent de celui de P). 
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17-3.3.2 Théorème chinois 


Considérons deux entiers naturels a et b > 2, premiers entre eux. Si x € Z, 
notons F sa classe modulo a et x sa classe modulo b. L'application ”naturelle” 


g:(2,+4,x)-— (Z/aZ x 2/62, +, x) 
a+ (a) = (F5) 
est un morphisme d'anneaux. Son noyau est un idéal de Z. C'est 
kerg = {z AIO E (c5}} 
et donc 
æ € kery & a et b divisent x & ab divise 


puisque « et b sont supposés premiers entre eux. Le noyau de &> est donc exac- 
tement ab.Z, et deux entiers x et 2’ ont même image par ÿ si et seulement si ils 
sont congrus modulo ab. Si l’on note 7 la classe de x modulo &b, l'application 


G: (ZfabZ, +, x) + (Z/aZ x Z/EZ, +, x) 
En G(A = (7) 
est. donc parfaitement définie, et est clairement un morphisme injectif d'anneaux 
(car son noyau est réduit à {6h. Comme l’ensemble de départ et l’ensemble 


d'arrivée ont même cardinal fini ab, @ est un isomorphisme d’anneaux, ce qui 
prouve en particulier la surjectivité de @, qui n’était pas évidente a priori"?, Le 
raisonnement précédent se généralise évidemment au cas de n entiers a; > 2, 
premiers entre eux deux à deux. 


THÉORÈME 17-3.16 Si (aiigien sont » entiers > 2 premiers entre eux deux 
à deux, l'application 


g: (z (ü«) mt) — Üw/ez, +, x} 


i=1 1=1 
définie par 
G:3(8...,5) 
est un isomorphisme d'anneaux. 
Nous avons en fait démontré le corollaire suivant, connu sous l’appellation de 
théorème chinois” : 
COROLLAIRE 17-3,17 Si (a;),.;e, sont » entiers > 2 premiers entre eux 


deux à deux, le système de congruences 


æ=y mod 


TE=Yn mode, 
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possède des solutions dans Z quels que soient les entiers (y;),..<.. L'en- 
semble de ces solutions est une classe de congruence modulo I: 
it 
Démonstration : Ilest d’abord clair que, si ce système possède une 
solution particulière zo, les autres solutions sont les entiers x vérifiant 


TÆ=to mode 


æ=z0 mode 
c’est-à-dire tels que 
Vi a divise (x — x) 
soit encore, puisque les a; sont premiers entre eux deux à deux, le 
produit &1a2---a, divise x — 25. L'ensemble des solutions est donc 
#0, classe de congruence de 0 modulo a;a2---a,. L'existence (et 


l’unicité d’ailleurs) de cette classe est assurée par le théorème qui 
précède. On a simplement 


=" (m...,%) M 
Comment trouver explicitement une solution de ce système ? Ici encore, c'est 
l'algorithme d’Euclide qui peut être utilisé : dans le cas où n = 2, un entier z est 
solution de 


si et seulement s’il peut s’écrire 
2 = gt kim = yo + Re 
avec ki et k2 € Z. Il s’agit donc de trouver les couples (k1, #2) d’entiers vérifiant 
ka — ke = y 
De tels entiers existent puisque 
&Z+taZ=Z 


les entiers a, et a étant premiers entre eux. L’algorithme d'Euclide fournissant 
un couple (u,v) avec ua — va: = 1, on pourra prendre k& = w.(y — y) et 
ka = v. (ya — y). On à ainsi trouvé un entier go tel que 

{ T=y moda 


&z= mod a,a 
7 modæ Yo 102 


Dans le cas où n > 2, on écrira alors 


mod a3 
z= mod & ; 
Un Fe t=y moda, 


ce qui amène à un système de n — 1 congruences, auquel on appliquera le même 
méthode, les entiers aa, a3,... , a, étant encore premiers entre eux deux à deux. 
CL] 
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17-3.3.3 Complément : indicatrice d'Euler 
Si n est un entier > 2, on appelle indicateur d’Euler de n l’entier 
pÜn)=card{keN|1<k<netkAn=1} 


C’est donc d’après la section 17-3.2.1 le cardinal de l’ensemble des éléments 
inversibles de l’anneau Z/r Z. C’est aussi le nombre de générateurs d’un groupe 
cyclique d'ordre n. L'application 


æ:N— {0,1} — N° 


est appelée (fonction) indicatrice d'Euler. 
Si p est un entier premier, on a &(p) = p — 1. Plus généralement, si q est un 


entier > 1 
ep)=p-pl=p (: - 3) 
? 


puisque les entiers de {1, p°] non premiers avec p sont les multiples de p, qui sont 
au nombre de pf-? : ce sont 


Lp2p,... pp 
Une conséquence du théorème 17-3.16 est que l’indicatrice d’Euler est mul- 
tiplicative : 
THÉORÈME 17-3.18 Si a et b sont deux entiers > 2 premiers entre eux 
(ab) = p(a) (6) 

Démonstration : Ceci pourrait se prouver par un raisonnement 
direct. Le théorème chinois donne une démonstration élégante. L'ap- 
plication 

db: (Z/abZ,+,x) — (Z/aZ x Z/bZ,+,x) 
5 (9) =(6,5) 
étant un isomorphisme d’anneaux réalise une bijection entre les groupes 
d'unités 
U(Z/abZ) et U (Z/aZ x Z/6Z) = U (Z/e2) x U (Z/6Z) 
{voir à quelle condition un élément du produit Z/aZ x Z/6Z est in- 


versible). Le premier groupe contient & (ab) éléments. Le second a 
pour cardinal & (a) .4(b), ce qui démontre le résultat. 


COROLLAIRE 17-3.19 Si n = p{'pf --: pl est la décomposition en facteurs 


premiers de n, on a 
k 
1 
=n L=—= 
“H(-;) 


k 


ste) = [It = TT?! 


17-3 Anneau (Z/nZ,+, x) 793 


Par exemple 


(100) = 100. ( -;) : (i- 3) = 40 


Le théorème qui suit (Euler) est la généralisation du petit théorème de Fermat 
lorsqu'on travaille avec un entier qui n’est pas premier : 


THÉORÈME 17-3.20 Si n > 2 et a € Z est premier avec », on a 


at) = mod n 


Démonstration : On applique le théorème de Lagrange à & qui ap- 
partient au groupe multiplicatif U (Z/n Z), dont le cardinal est &(n). 
L 


Par exemple, l’ordre de 3 dans le groupe des unités de Z/100Z est un diviseur 
de (100) = 40. Nous avons vu à l'exemple 17-3.3 que cet ordre est égal à 20. 
17-3.3.4 Caractéristique d'un anneau 


Soit (A,+, x) un anneau dont l’élément unité est noté 14 comme d'habitude. 


DÉFINITION 17-3.21 On dit que À est de caractéristique nulle si la est d'ordre 
infini dans le groupe additif (A, +). Dans le cas contraire, on appelle caractéris- 
tique de À l’ordre de 1a dans (A,+) : 


carac À = inf {k € N° | k.la = 04} 
Si q = carac À, on à alors 
VREZ kla = 04 & q divise k 


La caractéristique de l'anneau est un anuulateur non seulement pour l'élément 
unité, mais pour tout élément de A, puisque les règles de calcul dans un anneau 
montrent que 


VzEA qr=—(gla).r = Our = On 


EXEMPLE 17-3.22 Z est de caractéristique nulle. La caractéristique de Z/mZ 
est évidemment égale à m. 


On peut dire que l’on retrouve, dans tout anneau, l’un des exemples qui 
précède : 
PROPOSITION 17-3.23 Si (A, +, x) est un anneau de caractéristique nulle, 
l'application 
ZA kmk.la 


est un morphisme injectif d'anneaux. (A, +, x) contient donc le sous-anneau 


Z.1a, isomorphe à Z. 
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Si (A,+, x) est de caractéristique q > 0, cette même application a pour 
noyau q.Z. Deux entiers congrus modulo q ayant même image, l'application 


Z/gZ— A Frkla 


est parfaitement définie, et est un morphisme injectif. Le sous-anneau 2.14 
est cette fois isomorphe à Z/qZ. 


PROPOSITION 17-3.24 Si (A,+, x) est un anneau intègre, sa caractéris- 
tique est nulle ou est un nombre premier. 


Démonstration : Si q = carac À 0, À contient un sous-anneau 
isomorphe à Z/qZ. Pour que cet anneau soit intègre, il est nécessaire 
{et suffisant) que 4 soit premier. On aurait aussi pu dire que, si 
4 = qq2 est une factorisation de q, 


la = (qua) .(2.la) = Oa 


entraîne, par intégrité de À, q.la = Üa ou q2.la = On, soit q divise qi 
ou %, ce qui prouve bien que q est premier. 


COROLLAIRE 17-3.25 La caractéristique d'un corps est nuke ou est un 
nombre premier. 


Un corps de caractéristique p premier contient donc le sous-corps Z.14, iso- 
morphe à Z/pZ. 


EXERCICE 17-3.26 Si K est un corps de caractéristique nulle, montrer que K contient 
un sous-corps isomorphe à Q. 


EXERCICE 17-3.27 Si K est un corps (commutatif) fini, montrer que son cardinal est 


une puissance d’un nombre premier (utiliser la notion d'espace vectoriel de dimension 
finie). 


17-4 Exercices 
EXERCICE 17-4.1 Soit G un groupe commutatif Lel que 
(AE N-{0})} (Nr EG)s" = L 


1. On suppose n = ab avec a A b= 1. On pose G, = {x | z € G}. Montrer que 
Ga est un sous-groupe de G. On définit de même Gs. Montrer que 


(Vz e G) (Bl{uv) € Ga x Gr) x = uv 


2. On suppose n impair. Montrer que x — r? est un automorphisme de G. Détermi- 
ner l’automorphisme réciproque. Même question avec x — zX lorsque & An = 1. 


EXERCICE 17-4.2 Soit G un groupe commutatif d'ordre pq où p et g sont deux 
nombres premiers distincts. Montrer que G est monogène. 
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EXERCICE 17-4.3 Trouver tous les morphismes de (Q,+) dans (Z,+). 


EXERCICE 17-4.4 Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G et p le plus petit 
diviseur premier de card G. On suppose que 


ad4 =? Montrer que, pour tout 


€ G, zHz7! = H. (On fera opérer G par translation sur les classes à gauche modulo 
H). 


EXERCICE 17-4.5 Soit p > 3 premier et à € N. Montrer que 
A+ = 1+ pt [p#] 


EXERCICE 17-4.6 Soit p un nombre premier impair et g un diviseur premier de 2—1. 
Montrer que 
a=1 (2 


EXERCICE 17-4.7 Soit (S,, 0) le groupe symétrique et o un cycle de longueur 1. 
1. Montrer que toute permutation conjuguée à est un cycle de longueur 1. 


2. En déduire un condition nécessaire et suffisante portant sur les décompositions 
en cycles disjoints pour que deux permutations soient conjuguées. 

EXERCICE 17-4.8 ($,, 0) est le groupe symétrique et s € S, se décompose en produit 
cycles disjoints avec, pour 1 < i < », ki cycles de longueur i. Montrer qu'il y a 
na 
Hu permutations dans $,, qui commutent avec s. 
is 
EXERCICE 17-4.9 Montrer que le groupe symétrique (5h, o) est engendré par la trans- 
position (1, 2) et le cycle (1,2, ,n). 


EXERCICE 17-4.10 Soit G un groupe fini et w : G — G un endomorphisme. Montrer 
que : 
Ker(y) = Ker(p?) 4= Im(y) = Im(y?) 
EXERCICE 17-4.11 Soit G un groupe de cardinal n et p un diviseur premier de n. On 
pose 
H={r2eG|æ#=1} 
Montrer que p divise le cardinal de H. (On pourra commencer à traiter le cas p — 2 et 


considérer {(x,y) € G?|zy=1}). 


EXERCICE 17-4.12 Trouver tous les entiers n € N° tels que Z/n2Z possède au moins 
un élément nilpotent non nul. 


EXERCICE 17-4.13 Polynômes cyclotomiques : Pour tout entier n > 1, on appelle 
polynôme cyclotomique d'indice n le polynôme 


FAX)= JT (&-u) 


En 
où A, est l'ensemble des racines primitives n°"* de l’unité. On pose F(X) = X — 1. 


1. Montrer que, si p est un euticr premier, alors F,(X} = 1+ X+X24...+ XP, 
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2. Montrer que, pour tout entier n, F, est un polynôme {a priori à coefficients 
complexes) de degré {n), y étant l’indicatrice d’Euler. Calculer les 10 premiers 
polynômes cyclotomiques. 


3. Montrer que, pour tout n, on a 


X"-1= [] #4 


d divisant n 
(on utilise tous les diviseurs positifs de #, 1 et n compris). 


4. En déduire que tous les F, sont des polynômes à coefficients entiers. 
EXERCICE 17-4.14 Pour n € N soit a, = 2?" + 1. Montrer que 
nÉM= à Aum=1l 


EXERCICE 17-4.15 Trouver les y € N° tels que y* = 1 [7]. 


Chapitre 18 


Calcul différentiel en dimension finie 


T4 e Lelrs . 

18-1 Différentiabilité. Fonctions de classe 
C1 

Dans tout ce chapitre, E, représente un R-ev de dimension n muni d’une norme 

quelconque, et (F, || |}} est un R-ev normé. Le plus souvent, F sera de dimension 

finie p et on le notera alors F = F,. Dans ce cas, le choix de la norme sur F n'aura 


pas à être précisé en général. Les applications considérées seront définies sur un 
ouvert U de E,, à valeurs dans F. 


18-1.1 Dérivée selon un vecteur. Dérivées partielles 
dans une base 
18-1.1.1 Dérivée selon un vecteur 


L'idée est ici d'étudier une fonction f au voisinage d’un point a € Ü, dans une 
direction particulière définie par un vecteur (non nul) v € E,, en considérant 
lPapplication 


tn f(a+tv) 


définie sur un voisinage de 0 dans R. 
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DÉFINITION 18-1.1 Soit f:U -»Fetae U. Siv€E,, on dit que la fonction 
{est dérivable en a selon le vecteur v si et seulement si la fonction tr+ f (a + tv) 
est dérivable en 0. Le vecteur de F défini par 


f{at tv) = f(a) 
t 


est alors appelé vecteur dérivé de f en a selon v (ou suivant v). 


Cette définition n’a évidemment d'intérêt que si v £ Op. Si y = Àv est un 
vecteur colinéaire à », l’existence de D, f (a) entraîne celle de D,.f (a), avec 


Dauf (a) = AD, f (a) 


C’est pour cela qu'on utilise aussi ”dérivée dans la direction du vecteur v” pour 
désigner D, f (a), mème si cette terminologie est moins précise, puisque D, f (a) 
dépend quand même (de façon homogène) du vecteur directeur de vect (v). 

Le fait de considérer f de manière “radiale” autour de a et d'obtenir une 
dérivabilité donne bien sûr des informations importantes, mais n’assure pas par 
exemple la continuité de f en a : 


Def (a) = EU (a +to)) leo = li 


EXEMPLE 18-1.2 La fonction f : R? -+ R définie par 


_fi1sly>z?ousiy=0 
fus { 0 sinon 


est discontinue à l’origine, mais présente en ce point une dérivée nulle selon tout 
vecteur. 


18-1.1.2 Dérivées partielles dans une base 
Lorsqu'on considère une base B = (e;),.,., de l'espace de départ, on identifie 
souvent un vecteur quelconque x = Die avec le n-uplet (r1,...,x,) de ses 


it 
coordonnées dans 8. Considérer f : U -+ F revient alors à envisager une fonction 
f:U'—F, où U' est un ouvert de R" et f est définie par 


Frise) = f (5e) 


On privilégie alors les directions des axes de coordonnées, ce qui amène à la 
définition suivante : 


DÉFINITION 18-13 Soit f : U + F et a € U, avec B = (ei)icie, buse de 
l'espace de départ. Sii € {1l,...,n}, on dit que la fonction f possède en a 
une dérivée partielle par rapport à la i*"® coordonnée dans B si et seulement si 
elle est dérivable selon le vecteur e;. Le vecteur dérivé D., f (a) est alors appelé 
dérivée partielle de f en a par rapport à la i*”* coordonnée dans B. S'il n’y a pas 
d'ambiguité sur cette base, on le note simplement D;f (a) : 

Daf (a) = Da (a) = DU (a + te) leo = li LED TO 


+0 
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Autre notation : Lorsque l’on travaille avec la fonction f définie 
plus haut, et en notant (&,... ,a,) les coordonnées de a, on a 


DJ (a) = ir eurent + haie. ce) Jan 


> 4n) 


C'est donc la dérivée en a; de la ième application partielle définie par 
en a, qui est l’application (définie au voisinage de a;) 


Em faues saiastsains.. an) 


Dans ce cas (fonction définie sur un ouvert de R”), plutôt que de 
parler de dérivée partielle par rapport à la "° coordonnée dans la 
base canonique, on parle de dérivée partielle par rapport à la im 
variable. Si on note (x1,... ,7,) = x le point ”’générique” de U/”, cette 
dérivée partielle sera notée 


Dif(a,... ,an) = SE ta. an) 


Remarquons que, dans cette écriture, le symbole æ; ne représente rien 
de particulier. ;L signifie simplement que l’on évalue la dérivée de 
ï s 

la ie application partielle de f. Et comme l'usage (en Physique 
notamment) veut que l’on ne change pas nécessairement le nom d’une 
fonction lorsqu'on effectue un changement de repère, nous noterons 
également ainsi la dérivée partielle de f 

of 


Dif (a) = Ba, (2) 


Cet abus d'écriture est commode, mais un peu dangereux. Il faut 
toujours comprendre la portée des symboles utilisés. Si on représente 
par 3 

3, P(a)l 
le résultat de l'opérateur de dérivation par rapport à la variable z, 
sur une expression formelle g (x1,#2), on aura par exemple 


à 


A [et cos (xêx2)] = e*! [cos (2972) — 2æirasin (x?22)] 
1 


ce qui signifie la même chose que 

& Le” cos (y22)] = e* [cos (y?) — 2uzsin (u2z)] 
Si (z,y) + f(x, y) est une fonction de deux variables définie sur IR? 
admettant en tout point des dérivées partielles par rapport à chacune 


des variables, on aura de même 


DU (rares) = Eee) 
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si on à décidé de noter 2 la fonction dérivée partielle de f par 


rapport à la deuxième variahle” (en travaillant dans la base canonique 
de R?). On aurait d’ailleurs aussi, par application d’une formule de 
dérivée d’une fonction composée! 


Q ôf 
2 2 
ôn [f (an air)] = Jnerg, (er zir2) 
1 
Les choses se corseraient un peu si nous utilisions à nouveau les lettres 
P« 


æet y. On aurait alors 


& (Fu, 2°y)] = vel (y, 5°y) , expression différente de À (2°v) 


On mesure la difficulté de l’utilisation des symboles es ef et —. 
Ir 


Une écriture comme 


ê 
3 Metv)] = 2D2f (,5°v) 
est sans doute préférable. 


Lorsque l'espace d'arrivée est de dimension finie p, les dérivées selon un vecteur 
et les dérivées partielles se calculent évidemment coordonnée par coordonnée : 


PROPOSITION 18-1.4 Si B' — Céhigey est une base de F,, une fonction 
J':U —F, est caractérisée par ses fon nctions composantes (fi}icicy. avec 
f:U—Ret 


» 


Vreu JG@=-X Au 
qu'on note en abrégé FES RE ou encore f = (f,..., f,) si on identifie 


il 
F, avec R? par le chaix de B'. Il est clair que, poureeUetreE,, f 
possède une dérivée en a selon z si et seulement si ses composantes dans 
B' possèdent la même propriété, avec alors 


=Y D. f(a)us 
#=1 
De même, pour les dérivées partielles, on aura 
p 
DS (a) ŸDif(au = GE (a) = DCE 


= 


{Pour Les fonctions d’une variable réelle, Pour évaluer _ [f (&2,2222)], il faudra faire des 
2 


hypothèses supplémentaires sur /, par exemple supposer f de classe C!, et utiliser un théorème 
de dérivée d’une composée plus élaboré (voir théorème 18-2.3.1 ) | 
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Pour terminer, notons que l’existence en un point « € Ü de dérivées partielles 
par rapport à toutes les coordonnées dans une base n'implique pas l’existence 
en a de dérivée selon tout vecteur de E,. Considérer par exemple l’application 
f:R?— R définie par 


æy 


F(0,0) = 0 ct pour (x,y) #0 fx,y) = 749 


En travaillant avec la base canonique de R?, on obtient aisément 
Dif (0,0) = Daf (0,0) = 0 


mais la dérivée selon le vecteur x = (1,1) n’existe pas, puisque 


LUD= HO LL pu de teen 0 
18-1.1.3 Fonctions de classe C! sur un ouvert. 


DÉFINITION 18-15 Une fonction f : U —+ F, est dite de classe C' sur l’ouvert 
U si et seulement si : 


1. f admet en tout point de U une dérivée selon tout vecteur de E,. 


2. Pourtoutz €EÆ,, l'application U -+ F, définie par a ++ D, f (a) est conti. 
nue sur U. 


Si f et g:U —+F, possèdent en un point a € U une dérivée selon un vecteur 
x, il en est clairement de même de toute combinaison linéaire de f et g et on a 


D: (f + Xg}(a}= Def (a) + ÀD:g(a) 
Si f et g sont des fonctions numériques ( F, = R ou C ), on aura de même 
D (fg){e) = f(a) Deg(a) + g(a) D.f(a) 
On en déduit facilement Les propositions : 


PROPOSITION 18-1.6 L'ensemble C! (U,F,) est un sous-espace vectoriel de 
l'espace des appkcations de U dans F,. 


PROPOSITION 18-1.7 Si K = R ou C, l’ensemble C!(L/,K) est une sous- 
algèbre de KV. 


En particulier, les fonctions polynomiales de IR* — R sont dans C'(R",R) 
puisque pour une telle fonction f, il est facile de voir que a — D, f (a) est aussi 
une application polynomiale. De même, une fonction fraction rationnelle est de 
classe C! sur son ouvert de définition. 
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18-1.2 Différentiabilité en un point 
18-1.2.1 Définition 


DÉFINITION 18-18 f:U ->F, est dite différentiable en un point a € U si ct 
seulement s’il existe une application linéaire 1 € L(E,,16,) telle que l’on ait, pour 
h tendant vers Op, 


Fla+h)= f(a)+4(h)+o(fhl) (9 
ce qui peut aussi s’écrire 
Fa HR)= Fa) +1) + IAlE() ave lim e(h) 0, 
On dit aussi que f possède un développement limité d'ordre 1 en e. Lorsque 
E, = R, on sait que ceci équivaut à la dérivabilité de f en a, avec 
VRER {(h)= hf'(a) 


PROPOSITION 18-1.9 Si j : U —; F, est différentiable en a, elle est conti- 
nue en a. 


Démonstration : Comme { est une application linéaire définie sur 
un espace normé de dimension finie? elle est continue. On a donc, 
avec les notations précédentes 


him LC) + Ille (k) = Or, 
ce qui prouve bien la continuité de f en a. M 


PROPOSITION 18-1.10 Si j : U — F, est différentiable en a et vérifie (+), 
elle possède en « une dérivée selon tout vecteur z € E,, et on a 


VrerE, D,f(a)=1{(x) 


Cette dérivée dépend donc Knéairement du vecteur z. 


Démonstration : Il existe un réel a > 0 tel que 
lAl<aæat+theu 


On à alors, pour t réel 
H< EI + la + te) = f (a+ #l{a) + lélllelle (£z) 

qui donne aisément 
pm Lie) = f (a 


1-0 t 


2Cest pour cela que, lorsque l'espace E de départ est de dimension infinie, on dira que 
f:U — F est différentiable en un point a ssi il existe une application linéaire continue 
Le Le (EF) telle que 


Fa 4h) , 5, (a) + 1h) +0 (ID 


SL’exemple 18-1.2 montre que cette seule propriété n’entraine pas la continuité et a fortiori 
la différentiabilité de f. 
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COROLLAIRE 18-1.11 {et DÉFINITION) Si f est différentiable en a € U, 
l'application Knéaire { € L(E,,F,) qui intervient dans le développement i- 
mité de f est unique. On l'appelle différentielle de f en «, et on la note* 
dfa. On a donc 


f(+h)= f(0)+ dfa(h)+o(IAf) pour À -+ 0e, 
L'application 
g:æ + f{a)+dfa(z— a) 


est appelée application affine tangente à f en «, ce qui signifie simplement 
que cette application affine vérifie 


FU) 96) =, oûle el) 


++ 


EXEMPLE 18-1.12 Il est évident qu’une application linéaire f € L(E,,F,) est 
différentiable en tout point de E, et que, pour tout a € E,, on a df, = f. De 
même une application affine IE, — F, possède en tout point une différentielle 
égale à sa partie linéaire. 


18-1.2.2 Expression dans une base 


Regardons d’abord ce qui se passe lorsqu'on travaille avec une base B’ = (uihigigr 
de l'espace d’arrivée F,. On écrit alors 


P 


f=Y fu 


En 
Il est clair que f possède un développement limité en « si et seulement si chacune 


des applications coordonnées en possède un. On a alors 


PROPOSITION 18-1.13 f est différentiable en a si et seulement si les 
(ihigie, le sont, et on a 


P 


VReE dfi(h)= ) (di) th}u 


= 


Fixons à présent une base B = (éjhigien de E,. La fonction f devient alors 
une fonction de n variables réelles, que nous noterons (21,...,x,). On a alors 


2On note également dfa = f' (a), et on écrit 
f{a+h}= f(a)+ f'(a).h+o(|All) 
où f' (a) .h représente l'image du vecteur À par le morphisme f’ (a). Il y a alors abus d'écriture 


dans le ces n = 1, où l'on confond le vecteur dérivé f” (a) avec le morphisme R — F, défini par 
h hf (a). 
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THÉORÈME 18-1.14 Si f est différentiable en a, elle possède en ce point 
des dérivées partielles par rapport à chacune des coordonnées dans B, et on 


a, pour À — he; vecteur quelconque de E, 


3=1 
à "of 
dt) = D h;Dif(a) = he (a) 
1 j=t L 


Démonstration : L'existence de dérivées partielles est assurée par 
la proposition 18-1.10, puisque 
Dif(a}= De,f (a) = dfi(e;) 


et, comme df, est linéaire 


dfe b he) = D hidfi(e) = 5 hD;f(a) M 
j=1 j=1 


j=i 


Rappelons encore une fois que, réciproquement, l'existence de dérivées par- 
ticlles de f en a par rapport à chaque coordonnée dans B n’entraîne pas néces- 
sairement la différentiabilité de f en a. 

On note souvent l'expression de la différentielle utilisant les dérivées partielles 
dans B sous la forme 


dj = > Djf (a)dr; = > SL ar, 


où les (dz;),<;< représentent les formes coordonnées dans la base B. Nous 
verrons ultérieurement l'intérêt de cette notation, notamment lorsqu'on fait des 
changements de variables. 


18-1.2.3 Matrice Jacobienne 


Soit f : U > F, différentiable en a. Si on choisit pour les espaces E, et F, des 
bases respectives B et B' pour représenter f : U —+F, 


f (Es) DDC > %n) ui 


il est naturel d'exprimer le morphisme df, par sa matrice dans les bases B et B”. 
Ceci amène à la définition 


DÉFINITION 18-1.15 Lorsque f est différentiable en a, on appelle matrice Ja- 
cobienne de f en a par rapport aux bases B et B’ la matrice de la différentielle 
df, dans les bases B et B': 


JS (f)(a) = M (dfs, B,B') € Myan(R) 
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Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur les bases, on notera simplement J(f) (a) {ce 
qui est souvent le cas pour f définie d’un ouvert de R" vers R°, où l’on travaille 
en général avec les bases canoniques). Avec les notations qui précèdent cette 
définition, on aura 


2 E 


Lo EG + ZE 

JD@= %.«) : Lo Er 
ëf, ëf, _ 

SE + EG + ZE) 


puisque la j*"** colonne représente les coordonnées de df,(e;) = D;f (a) dans la 
base B’. 


Cette matrice représentant un morphisme d’espaces vectoriels, elle se trans- 
forme de manière évidente lors d’un changement de bases : 


PROPOSITION 18-1.16 Si B; et B{ sont d'autres bases de E, et F,, carac- 
térisées par les matrices de passage P € GL, (R) (de B à B:) et Q € GL, (R) 
(de B’ à Bi), pour f différentiable en a, la ne Jacobienne par rapport 
à B; et B; sera donnée par 


J'(f}(a) = QT (F) (a) P 
Lorsque E, = F,, la différentielle df, est un endomorphisme de E,. Son 


déterminant (qui peut être évalué dans une base quelconque de E,) est alors 
appelé (déterminant) Jacobien de f en a. Si 


{ 7) =D fe... 1 Tn) 
i=1 


on aura 


detJ(P{a)=| . 
of, PA 
JU) + de (a) 


Lorsque l’espace E, est euclidien, on sait que la valeur absolue de ce déterminant 
peut être interprétée comme un facteur de multiplication des volumes puisque, 
pour y,... ,% indépendants dans E,, 


[da (y); : de (vr)) 


det J (a = RES 
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le deux produit mixtes, donc est rapport du volume (algébrique) 
le construit sur les vecteurs df, (y;) au volume de celui construit 
sur les y. On aura alors clairement, à l’aide du développement limité de f en a 


dt (Pa) = y EH) = Se) Se + to) = SC 
1-0 {tous ,fyn] 

que l’on peut interpréter comme rapport de volumes ”’infinitésimaux”, au voisi- 
nage de a et de f(a). Il ne sera donc pas étonnant de voir apparaître des valeurs 
absolues de déterminants Jacobiens lorsqu'on fera des changements de variables 
dans les intégrales multiples. 

Pour f : UE, différentiable cn a, la non nullité du déterminant Jacubien 
de f en a signifie évidemment que df, est un automorphisme de E,.. 


18-124 Gradient d’une fonction numérique sur un espace eu- 
clidien 
Si f : U — R est une fonction aurnérique différentiable en a, la différentielle df, 


est une forme linéaire sur E,. Si B est une base de E,,, la ligne représentant cette 
forme linéaire dans cette base est 


ro... peste = (AE. Lt) 


ce qui est un autre moyen d'écrire 


du) 9 (ads; 


Si (Es, (, }) est un espace euclidien, on sait qu’une forme linéaire { € Ex s'écrit 
de manière unique (z,e}, avec 2 € K,. Ceci amène à la définition 


DÉFINITION 18-1.17 Si U est un ouvert dun espace euclidien (E,,{, }) et 
Ji U = R est différentiable en a, on appelle (vecteur) gradient de f en a le 
vecteur grad f (a) défini par 


VRGE, dfa(h)= (grad f(a),h} 
Le développement limité de f en a s'écrit donc 
fla+h)= f(a)+(grad J(a),h) + lAle(A) 
Les coordonnées du gradient s'expriment aisément dans une base ortho- 


normale de E, : si B (ei) cie, est une telle base, pour h= D on a 


4 _—. Li ge 
4h) = XDyT = Date = (Era Sie) 
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puisque la base est orthonormale. Donc 
of 
grad f (a) = » dr 


(si la base n’était pas orthonormale, la matrice du produit scalaire dans cette 
base interviendrait dans le calcul). Il importe de bien comprendre que ce vecteur 
ne dépend pas de la base orthonormale choisie. 


18-1.3 Condition suffisante de différentiabilité. Ca- 
ractérisation des fonctions C! 


Pour le moment, nous savons écrire la matrice d’une différentielle, en utilisant les 
dérivées partielles … sous réserve d’existence de cette différentielle! Les résultats 
qui suivent permettront d'assurer cette existence. 


18-1.3.1 Condition suffisante de différentiabilité 


THÉORÈME 18-1.18 Soit f : U — F,, avec U ouvert de E,. On suppose 
qu'il existe une base B=(c;),., de E, telle que, au voisinage de a, f 
possède des dérivées partielles par rapport à chacune des coordonnées dans 
B, les fonctions (définies au voisinage de a) 


rm Dif(x)= SL (6) 


étant toutes continues en a. Alors f est différentiable en 4, avec bien sûr 


dfa ( h«) = D h;D;f(a) 
jei j=l 


Démonstration : En remplaçant f par la fonction x +3 f(a+z) 
{définie sur l’ouvert —a + U), on peut se ramener à a = 05. En 
remplaçant ensuite la fonction f par la fonction 


a = Yet f(x) f(0e.)- Dr; D; f (0e) 
3=1 1 


on peut aussi supposer que toutes les dérivées partielles de f sont 
nulles à l’origine. Prouver la différentiabilité de f en 0g, revient alors 
à démontrer que 


JR) 5, ot) 


On travaille dans E, avec la norme 


D tj 


is 


= ux ax VA; | 
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Sie > 0 est fixé, par continuité des dérivées partielles en On, , on peut 
trouver un réel a > 0 tel que 


VyEE, Iyl<aæViet(l...,n} (D;f(a<e 


» 
On a alors, pour k = Dh, vérifiant ||4|| < œ 


rert 


n-2 ak n=k-1 
HOEDS L Ë kr) —f ( D h)] + (Me) 


&=0 j=1 


(pour se déplacer de Op, à À, on passe par les points intermédiaires 
Pie, puis hie1 + h2e etc. en suivant des parallèles aux axes de 
coordonnées, ce qui fait apparaître dans l'expression précédente des 
accroissements d'applications partielles construites à partir de f). La 
quantité f (h) apparaît donc comme une somme de n termes. On 
montre que chacun de ces termes est majoré par € |[Al|. En effet, pour 


0<k<n-2 
(Ene)-(E ha) 


j=1 j=l 


est l’accroissement sur le segment (0, h,-;] de la fonction 


nm=k-) 
tnptb=f ( D het trs) 


qui est dérivable sur ce segment, de dérivée 


m=k-1 
pe (= Das ( Ÿ hje; tes) 


1 


(par définition de la dérivée partielle). Si |JAf < a, cette dérivée est 
majorée en norme par € sur le segment |0, h,..], et par inégalité des 
accroissements finis 


n—k n=k 
VE) (Ew) 
i=1 j=l 


Le terme f (h161) se majorant de la même façon, on a finalement par 
inégalité triangulaire 


<Ehn-xl < € JAI 


IA <a = IF CA] < ne Ill 


ce qui prouve le théorème. Æ 
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EXERCICE 18-1.19 Soit À un espace affine euclidien de dimension n. Si ÿ:R+-+R 
est une fonction de classe C!, montrer que 


ADR mMne(|od|) 
est différentiable en tout point de A— {O} et calculer son gradient en un point M. 


Si on travaille dans un repère orthonormé d'origine O et de vecteurs de base 
ci et si M a pour coordonnées (x1,... ,%), on à 
igign» P 


van (tea) 


En tout point de A — {0}, cette fonction possède des dérivées partielles par rapport à 
chaque coordonnée, et on à 


2 Lis CN) DE 
San= (Jarre croi 


(dérivée d'une fonction composée). Ces fonctions sont continues sur À — {O}, et # est 
différentiable en tout point de cet ouvert, avec 


av) = DGA ON # = # (fon) 28 


Dans le cas de la dimension 2 et avec l’utilisation de coordonnées polaires d'origine O, 
en notant comme d’habitude 


ar [OR on sus 


grado(r) = p'{r) % (8) 


Nous avons obtenu ce résultat par un calcul de dérivées partielles. On peut préférer le 
calcul direct de développement limité : 


|o7+ fl L Von + il LE VO: + 28.0 + F2 


- lo] 


14+2À 


ga "(D 


- Où : 
ce qui donne, puisque par inégalité de Schwarz h.—— = O0 [fl] ), 
par" 


Hot + fon + (IA) 


Ir] 
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et). (lont + 2. ()) 
=e(om|) +4 (lea) À ler] #+0(|f]) 


soit finalement 


ce qui redonne le gradient de ÿ en M. 


18-1.3.2 Caractérisation des fonctions de classe C! 


A la section 18-1.1.3, nous avons donné une définition ”intrinsèque” {indépen- 
dante du choix d’une base) pour les fonctions de classe C'. Nous donnons ici une 
caractérisation à l’aide des dérivées partielles dans une base. 


THÉORÈME 18-1.20 Une fonction f : U F, est de classe C! sur l'ouvert 
U de E, si et seulement s'd existe une base B de E, telle que f admette 
en tout point de U des dérivées partielles par rapport à chaque coordonnée 
dans B, les n applications 


Dif :U -F, définies par a + D; (a) = 2 a) 
ï 
(avec 1 < i < n) étant continues sur U, Toutes les bases de E, vérifient 
alors cette propriété. 


Démonstration : Si f € C'(U,F,), et si B =(e;);<;, est une base 
de E;, la dérivée partielle de f en un point a selon la 1*®* coordonnée 
dans B n’est autre que 


Dif(a) = Def (a) 


et dépend évidemment continûment de a. 

Réciproquement, si dans une base B les dérivées partielles existent 
en tout point et sont continues, la fonction f est différentiable en tout 
point de U, et 


VaEU Vrer, df(x)= D,f(e)= ÿaiDif(a) 


La fonction « + D,f (a) est donc définie et continue sur U, comme 
combinaison linéaire de fonctions continues. La fonction f est bien de 
classe C! sur U. 1 


COROLLAIRE 18-1.21 Une application f : U > F, est de classe C’ sur U si 
et seulement si f est différentiable en tout point de U et si l'application 


U-L(E,,F,) définie par at dj 
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est continue sur [. On dit alors aussi que f est continûment différentiableS 
sur U. 


Démonstration : Si f est de classe C!, elle est différentiable en 
tout point de U. L'espace L(E,,F,) étant de dimension finie, on le 
munit d’une norme quelconque. En fixant des bases B et B' de E, 
et F,, dire que l'application a ++ df, est continue revient à montrer 
que a ++ M(df,,B,B') est continue de U dans M,A(R). Avec les 
notations de la section 18-1.2.3, cette matrice s’écrit 


of of of 
met) Gule) ce DEC) 


af af: ôf: 
sos | SE + So + JE) 


DA 


A DA 
8m (*) .. de (9) . 3. (9) 


et est bien fonction continue de a si f est C!. 

Si réciproquement a ++ df, est continue, les coefficients de la ma- 
trice jacobienne sont des fonctions continues, ce qui traduit exacte- 
ment le caractère C! de f. On pourrait dire aussi que, pour z € E, 
quelconque 


an Dif(a) = dfi(x) 
est continue sur U. 1 


COROLLAIRE 18-1.22 C'(U,F,) CŒ(U,F,). 


C'est heureux pour la cohérence des notations ! 


18-1.3.3 Exemples 
EXERCICE 18-1.23 Montrer que l'application 
:MnlR)—R définie par M r+ det M 
est de classe C! sur M, (R), et montrer que, pour H € Mn (R) 
dm (H) = trace (!com M) H 


On peut faire un calcul de dérivées partielles dans la base canonique. On peut aussi 
calculer la dérivée de 4 en une matrice M inversible selon H, en utilisant la notion de 
polynôme caractéristique. 


SSi l'espace de départ est de dimension infinie, la notion de dérivée partielle n'est plus 
utilisable. C’est alors cette propriété qu'on utiliserait pour définir les fonctions de classe C! (en 
munissant évidemment l'espace Le (E, F} de la norme des applications linéaires continues). 
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EXERCICE 18-1.24 On sait que G£, (R) est un ouvert de M,(R). Montrer que 
l'application 


Mi M7! 


est de classe C! sur G£, (R) et calculer sa différentielle. L'utilisation des dérivées 
partielles ne semble pas ici une bonne idée! On pourra calculer la différentielle en 
dérivant l'application définie au voisinage de O par 4 (t) = (M +tH)!(M+1H). On 
peut aussi faire directement un développement limité en utilisant les résultats de la 
section 9-3.4. 


18-2 Calcul des différentielles 


18-2.1 Linéarité 


THÉORÈME 18-2.1 Si f et g: U — F, sont différentiables en a, il en est 
de même de toute combinaison linéaire de f et 4, et on a 


d(f +9) = dfe + Adgn 
Avec un choix de bases de E, et F,, on aura 
J(F + Ag) (a) = J(f) (a) + XJ (9) (a) 


Ce résultat est évidemment à rapprocher de celui de la section 18-1.1.3. De 
même, le théorème qui suit n’est qu’un cas particulier du théorème de différen- 
tiation d’une fonction composée que nous évoquons à la section 18-2.3 : 


THÉORÈME 18-2.2 Si f : U — F, est différentiable en a et si v: F, — G, 
est une application Knéaire (continue !}, la composée vo f est différentiable 
en a avec 


d(bof, = vof, 
Démonstration : Il suffit de composer l'égalité 
fta+h)= f(a) + df (x) + NAlle(R} 
avec l’application linéaire » pour obtenir 
vof(a+hk)=vof(a)+vodf.(h)+|Ik|v(e(h)) 


ce qui prouve le résultat, puisque lim v(e(h)) = 0c,. M 
h 08 


18-2.2 Produit. Inverse d’une fonction numérique 


THÉORÈME 18-2.3 Soient f : U -> F, et g : U > G, deux fonctions diffé- 
rentiables en a. Si B : F,xG, —+ H, est une application bdinéaire (continue !), 
l'application 

d = B(/,g): U — H, définie par (x) = B(f(x),9(x)) 
est différentiable en a, et 


VREE, db, (h} = B(dfi(h) ,g(a)) + B(f(a) ;dga (h)) 
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Démonstration : Ici encore, ce théorème se trouve être un cas par- 
ticulier du théorème de différentiation d'une fonction composée. La 
démonstration directe est simple. Elle consiste à utiliser les dévelop- 
pements limités de f et g. Pour |}h]| & a, on a en eflet 


B(f(a+h);g(a+h)) = 
B(F(a)+dfe(k) + IIhfle (h) ,g(a) + das (h) + IlAllez(k)} 


qu’on développe par bilinéarité. On obtient 


B({a+h),g(a+h))= 
B(F(a),g(a)) + B(df (A), g(a)) + B(F (a) ,da (k)} + w(h) 


où #{h) est somme de 6 termes qui sont tous des o(h}, à cause de 
V’existence d’une constante K > 0 telle que 


Vrer, VyeG NB(e,yll < KIzlllyf 
inégalité qui traduit la continuité de B. Comme 
ho B(dfe(h),g(a)) + B(J (a), da (k)) 


est clairement linéaire (continue), le résultat est démontré. 1 


Par exemple, si u et v sont deux fonctions numériques différentiables en a 
définies sur un espace euclidien, on à 


grad(uv)(a) = u(a)gradu(a) + v(a)gradu(a) 


EXERCICE 18-2.4 Si u est une fonction numérique différentiable en a, avec u (a) # 0, 
montrer que 


Poe 
“@) 
est définie au voisinage de a, différentiable en a avet: 


grad à (o) = -# grad u (a) 


!: toi F a 1 
Si u est de classe C! au voisinage de a, il en est alors de même de —. 
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18-2.3 Différentielle d'une composée 


Le théorème fondamental est celui de la section 18-2.3.3. 11 contient comme 
nous l’avons déjà dit les résultats des sections précédentes. Nous allons cependant 
commencer par l’étude d’un cas particulier, celui de la dérivation d’une fonction 
composée, qui est essentiel. 


18-2.3.1 Dérivée d’une fonction composée 


THÉORÈME 18-2.5 Soit { un intervalle de R, et 4 : / — E, dérivable en 
to € 1. Soit L un ouvert de E, contenant (7) et f : U —F, différentiable 
en a = ÿ (fo). La fonction fow:1—F, tr f(y(t)) est alors dérivable en 
las de dérivée 


(fo 6) (to) = dfatte) (2 (to) 


Démonstration : On suppose {5 intérieur à 4 ( le cas d’une extré 
mité se traiterait de façon analogue ). On a alors 


3a>0 [A<a= p(to+h)= (to) + kg (to) + he(h) 


avec lim € (4) = 0e. Comme f est différentiable en a = (to), on à, 
+0 
pour k€ E, aveca+keU, 


F(a+k) = f (a) + df (&) + Iklles (k) 
avec fimer = 0r,. On en déduit, pour |h| < a, compte tenu de la 
linéarité de df, 
Lelto+h)) = F Ce (to) + hdfa (bo) + lRI x CH) 
avec pour k #0, 
hk 
[Cl 


qui tend clairement vers 0F,, pour À +0. 


LCR) = rdfe (e ()) + [le (to) + € (A)IL 81 Ch” (to) + he (R)} 


Remarquons que la proposition 18-1.10 est un cas particulier de ce résultat. 
Si on veut utiliser les dérivées partielles, on aura par exemple le 


COROLLAIRE 18-2.6 Si $ : 7 + R" tr (ui(t),...,u,(t)) est une fonc- 
tion de classe C! définie sur un intervalle / de R et si f est une fonction de 
classe Ci sur l'ouvert U de R" à valeurs dans R?, avec (1) C U, alors la 
fonction 


Fit fu), sun (e)) 


est de classe C' sur 7, avec 


MEET PA) (Qu (0).e vus (#)) = Du (0) DL (ua (0). sun (D) 
ist ‘J 
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Démonstration : La dérivabilité de F et la formule donnant F’(t) 
s’obtiennent par application directe du théorème précédent. L'ap- 
plication + + F'{t) est continue, comme somme de composées de 
fonctions continues. 


On pourra en particulier appliquer ce corollaire pour faire des calculs de dé- 
rivées partielles (puisqu'il s’agit alors, en étudiant des applications partielles, 
de dériver des fonctions d’une variable réelle). Par exemple, si f : R? — R 
(av) + f (æ, y) est une fonction de classe C!', on aura 


TR 
alt v,c“sinv)] = Juve (uv, e"sinv) + e ses, (u?v,e*sinv) 


18-2.3.2 Interprétations géométriques 


Tangente à l’image d’un arc paramétré : 


Supposons que 7 : { 3tr> M{t) € U soit un arc paramétré de classe C! dont 
le support est inclus dans U. Si + est régulier , c’est-à-dire 


VteI M'()Z#Ù 


on sait que le vecteur dérivé M”(t) dirige la tangente à + au point de paramètre 
& Pour f : R° > U — IR? de classe C! (qu'on peut considérer comme une 
transformation géométrique M ++ f (M), avec le plus souvent pour nous n = p = 
2 ou 3) l'arc image par cette transformation 


fh):15tn N(t) =/J(M())EeR? 


est alors de classe C!, avec 


VEEL N°) = d'un | 


&) 


Si ce vecteur est non nul en un point fo (ce qui est certainement le cas si + est 
régulier et dfxty est injective, en particulier si # = p et dfwqy € GL(R”})}, alors 
l'arc image est régulier au point de paramètre fo, et le vecteur tangent à f (4) en 
to est image par dfu(u) du vecteur tangent à y en to. ILen résulte que la tangente 


à fr) en N (to) = No 

Te = No + RW’ (to) 
est image de la tangente à + en M (to) = Mo 

To = Mo + RM (to) 
par l'application affine tangente (figure 18.1) 


R°R7 Mr N= Not d'ue (Mon) 
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Figure 18.1 — Tangente à l’image d’un arc paramétré 


EXERCICE 18-2.7 Si £, est un espace affine euclidien et O est un point de £,, on 
appelle inversion de pôle © et de puissance & € R” l'application de £, — {O} dans 
lui-même définie par 


i:Mn P avec O,M et P alignés et OMOP =k 


Montrer que 


OP= 00° 
La | 


En déduire que à est de classe C! sur £, — {O}. À l'aide d’un calcul intrinsèque inspiré 
de celui de l’exemple 18-1.19, interpréter géométriquement la différentielle de à en un 
point Mo € €, — {O}. En déduire que l’inversion est une transformation conforme 
(conservant les angles), c’est-à-dire que, si 


mit M) etyite N(t) 


sont deux arcs paramétrés réguliers sécants en Mo pour t = 0, ( les tangentes en ce 
point étant les droites notées 75 et So ), leurs images par inversion 


ithlite P( eti(m)itQ(t) 
ont des tangentes Té et S4 en Po = à (Mo) qui vérifient 


(Do So) = (TG 6) 


les angles considé i étant des angles (non orientés!} de droites : si To = Mo +Rü 
et So = Mo + Rü, (To, So) est l'unique réel 8 de [0, x] vérifiant 


18-2 Calcul des différentielles 817 


Plan tangent à une surface d’équation z = f(x,y) 


Si U est un ouvert de R?, on peut, comme dans le cas d’une fonction d’une 
variable réelle, envisager une représentation géométrique de f : U -> R: dans un 
espace affine 43 de dimension 3 rapporté à un repère (o, 2,3, ë), on considèrera 


:{MeAlIGDEU CH =sttut fut} 


(8) est donc l'ensemble des points de coordonnées M (z, y, f(x, y) avec (z,y) € 
U. C’est une surface” d'équation z = f (x,y) dans le repère considéré. 
Supposons f de classe C' dans U et considérons un point 


Mo (to, vo, 20 = J (20, ÿo)) € (S) 


Soit: M (t) un arc paramétré de classe C! défini sur un intervalle 1 voisinage 
de 0 dans R. On suppose que cet arc est tracé sur (S') et vérifie M (0) = Mo : il 
existe donc des fonctions numériques C! notées # > (1) et 1 ++ y(t) vérifiant 


Vtel (z(t),y(t) EU 
et 
Vie OM = e(t)i+y(07+ Fe (#),v (DE 


{avec x (0) = xo et y(0) = #0). Par application du corollaire 18-2.6, on a 
à (> 3 à ô 2 
(0) = 2 (0) +7 (0354 [ro SL (ou) + y (0) SL (eo) F 
L'arc y est donc régulier en t = 0 si et seulement si (z’ (0) ,y’(0)) # (0,0). 
On sait alors que la tangente à 7 en Mo de paramètre Q est la droite 
Do = Mo+R.M(0) 


Le calcul précédent montre que le vecteur M? (0) est nécessairement dans le plan 
vectoriel d'équation, dans la base ( 3 ë) : 


8 à 
22 Toto) X + PE (amv) Ÿ 
Réciproquement, tout vecteur non nul de ce plan 


le 5 tas NO: ê = 

= + 85+ LE (æo; ve) à + À (&0:40) 8] k 
est tangent en Mo à un arc + particulier, par exemple celui obtenu pour 

z(t)= 20 + a ct y(1) = vo + Bt 

On en déduit la 
PROPOSITION 18-2.8 Si f : U — R est une application de classe C!, la 
réunion des tangentes aux arcs réguliers tracés sur la surface d’équation 
2= f(x,y) en un point M6(ro, vu, zo = f (x, yo)) forme un plan affine, appelé 
plan tangent à la surface en Mo. Ce plan 75 a pour équation 


2 20 = GE (om) (X 20) + DL (eue) (Y — wo) 


818 Chapitre 18 : Calcul différentiel en dimension finie 


Figure 18.2 - Plan tangent à une surface d’équation 2 = f(x,y) 


18-2.3.3 Différentielle d’une composée 


Nous arrivons à l’énoncé du théorème général qui englobe tous les résultats par- 
ticuliers obtenus précédemment : 


THÉORÈME 18-2.9 Soient U et V des ouverts respectifs de E, et F,. f: 
U — V difiérentiable en a € VU, g : V —+ G, différentiable en b = f(a). La 
composée 4 o f est alors différentiable en a, et l'on a 


d(go F), = dggte) © dfa 


Démonstration : 11 suffit simplement de composer les développe- 
ments limités. Remarquons d’abord que dg/(.3odf, est une application 
linéaire de E, vers G.. Comme f est différentiable en a, on peut trou- 
ver un a >OÜtelque, pour hk€E, 


Al <aæa+heU et f(a+k)= Ju) +dfe(h) + Alle(h) 
avec is €(h) = 0r,. On à de même, pour b+k € V 
g(b+#)= y (0) + dou (k) + Ille: (k) 
avec lim et (&) = 06,. On à alors, pour h € E, et [|AÏ| < à 


g(f(a+h)) = 9(f(a)) + dé (dfa (h) + [Ille (R)) 
+ IdF CA) + RIT E (les (fe (R) + Alle ()) 
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ce qui s'écrit, compte tenu de la linéarité de dg, 
g(f(a+h)) = g(f(a)) + du (dfa (k)) + IAE CR) 


avec, pour À # Or, 


di. 
BC) = da (EH) + | FL 4e(h) en (fe (h) + Ale (H)) 
fonction qui Lend vers 06, pour k — 0e, puisque le rapport so 


reste borné, par continuité de df,. #8 
Si l’on ramène les espaces E,, F, et G, à des bases B, B' et B”, les diffé. 
rentielles sont caractérisées par les matrices jacobiennes J'(f) (a) € Mn (R) et 
J(g){f(a)) € Mo (R}. On a alors immédiatement 
COROLLAIRE 18-2.10 Sous les hypothèses du théorème précédent 
J{go f){a) = J(g)(F (a) x J(F) (a) 


COROLLAIRE 18-2.11 Si f : U — V et g: V — G, sont deux fonctions de 
classe C!, leur composée est de classe C'. 


Démonstration : On fixe des bases des E,,, F, et G,. L'application 
U + M,a(R) définie par a > J(f)(a) 
est continue, puisque f est C!. De même l'application 
U = Moy (R) définie par a + J(g}(f(a)) 


esi continue, comme composée de f : U -+ V et de V —+ Mo (R) 
définie par y => J(g)(y). Par continuité du produit matriciel 


Map (R) X Mpn (R) + Mon (R) 
on obtient la continuité des dérivées partielles de la fonction go f. I 


Ces corollaires contiennent évidemment les résultats sur les calculs de dérivées 
partielles vus à la fin de la section 18-2,3.1 : par exemple, si 


SUR (ay}e f(x,y) 


est une fonction de classe C! sur un ouvert de R?, et si ® : R? > R? est l'ap- 
plication définie par (r, 8) ++ (r cos 0, r sin 0) (évidemment de classe C! comme le 
montre le calcul de ses dérivées partielles) correspondant au passage en coordon- 
nées polaires, l'application obtenue par changement de variable 


F:6V(U)—R (r,6)r f(rcos6,rsin8) 
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est de classe C! sur l'ouvert ®-! (U) et les égalités 


(0 = = cos 098 (r cos 8,r sin 8) + sin ei (r cos 4, r sin 6) 
(0) = r sin O8 (0060, ring) 4 rcos OÙ (r ox, rsin6) 


peuvent effectivement s'écrire, en utilisant les matrices jacobiennes 


OF OF _ [Of 0f\f co -rsin8 
dr 060) \ôr'8y sing rcosû 


Application : expression du gradient en coordonnées polaires 


Dans un plan affine eucidien rapporté à un repère orthononné direct (0, 7,5), 
on considère un champ scalaire de classe C! défini sur un ouvert U : 


Msy)e SM) = f(x) ER 
En tout point de U,on a 
_9f -, df 3 
grad } (M) = as eni+ (eus 
Si (r, 0} est un système de coordonnées polaires du point M € U, c’est-à-dire si 
OÙ = rR (0), avec (9) = cos 0 74 sin0ÿ 
on travaillera souvent avec le repère local (M, (8), 5 (8)) avec 
(8) = a(e + 5 = —sin0#+ cos07 
On à alors 
gad }(M)= PL (av) (008 8 sin 05) + SL (ru) (in0 à 4 60605) 
soit 
re SD PP HER of 
grad } (M) = [2 (y) 0050 + 2 (a ssine] a+ [ ain 09 (2, + cos 69 


Compte tenu des calculs effectués plus tôt, on aura, si M n’est pas l’origine du 
repère { c’est-à-dire si r # 0 } 


grad M) 


Le terme en — non défini à l’origine montre que, comme nous le verrons ultérieu- 


rement, le passage en coordonnées polaires nest pas un bon” changement de 
variables an voisinage de O. 
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18-2.3.4 Intérêt de la notation différentielle 


Dans le calcul précédent, nous avons pris le soin de noter différemment les fonc- 
tions f et F. C'est conforme à la définition d’une fonction en Mathématiques. 
L'usage, en Physique notamment, est cependant de noter 


FM) = fau) = F(r,0) 


lorsque M est le point de coordonnées cartésiennes (x, y) et de coordonnées po- 

laires (r,8). La notation différentielle est alors un moyen commode de traduire 

*mécaniquement” le théorème de composition de la section précédente : 
Lorsqu'on écrit 


= 47 + Of 
df = ES Ed 


si f est effectivement fonction des variables x et y, cela doit être compris au sens 
défini juste après le théorème 18-1.14. Par contre, si x et y sont considérées 


comme fonction de r et Ÿ 


z=rcosô cs dx = cos 0.dr — r sin 8.d8 
y =rsin0 dy = sin 0.dr + r cos 0.40 


en remplaçant formellement dr et dy dans l’expression de df, on obtient 


df = (& cos 8 + SLsin0) dr + (Drcox 0 PEraine) de 


qui est bien l'expression de la différentielle de f considérée à présent comme 
fonction de r et 8. 

Ce calcul formel est justifié par la formule donnant la matrice jacobienne d’une 
composée : lorsqu'on fait un changement de variables, remplacer dans l'égalité 


formellement dr; par son expression à l’aide des nouvelles variables ’indépendan- 
tes”, revient exactement à faire le calcul du produit de deux matrices jacobiennes. 
C'est le cas notamment lorsque les x; deviennent fonctions (C!) d’une variable t, 
te ri(t), où 


df = Y ErrE = De (m6), 2 (#))2t (0) dt 
= 


redonne la formule de dérivation d’une fonction composée. 
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18-2.3.5 Exercice d'application 

EXERCICE 18-2.12 Soit U un ouvert de R? contenant un pavé compact 
K = [ab] x {e, d] 

et 


F=USR (sy) f(x) 


ere ; D te BP | 
une application continue possédant une dérivée partielle DZ continue sur U. Soit 7 un 


intervalle de R, u : 1 — [a,b] et v : / — [c, d) deux applications de classe C!. On définit 
F:1R par 


49 
F(= ‘h S(eu(t))de 
Ë 
Montrer que F est de classe C! et calculer sa dérivée. 


Indication : On définit ® sur un pavé ouvert contenant A et inclus dans U 
par 


au = f reves 


Cette application possède en tout point de son ouvert de définition des dérivées 
partielles 


0 où vof 
au CV) = SUV) aus f au Vds 


ces fonctions étant continues {cela doit être prouvé avec précision pour av) On 


en déduira facilement 
u(e) 3 
ver P{D= COROPOEAONI 2 Coté 


On obtient ainsi une généralisation du théorème de dérivation sous le signe inté- 
grale. Par exemple, ce théorème pourrait s’appliquer pour dériver une fonction 
de la forme 


4 
F(+) -f sin(t— s)w(s)ds 
0 
avec &: R— R coutiuue. Mais sur un exemple aussi simple, l'avantage resterait 
à qui connaîtrait ses formules de trigonométrie et penserait à écrire 


4 


4 
F(t) = sit f cos s.@ (s) ds — cost | sins. (s)ds 
Q 0 
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18-24  Différentielle d’une réciproque 


Soient [7 et V des ouverts (non vides) respectifs des espaces normés E, et F,, et 
f un homéomorphisme de U vers V. On démontre (et la démonstration n’est pas 
simple pour un résultat qu'on peut considérer comme ”intuitif”) que pour qu’un 
tel homéomorphisme existe, il est nécessaire que l’on ait n — p. Si on suppose f 
différentiable en un point a et que l’on souhaite la différentiabilité de f-* en f (a), 
cette condition sur les dimensions est alors simple à obtenir, puisque le théorème 
qui suit montre qu’alors df, doit être un isomorphisme entre les espaces E, et F,. 
Ce résultat généralise le théorème 8-4.12 correspondant au cas r = p=1. 


THÉORÈME 18-2.13 Soit f : U —> V un homéomorphisme d’un ouvert de 
E, vers un ouvert de F,. On suppose f différentiable en un point a € U. 
Pour que f”! soit différentiable en b = / (4), il faut et à suffit que df, soit 
un isomorphisme entre E, et F,. et on à alors 
dé" = (de) " 
Démonstration : Supposons f-! différentiable en b. Comme 


fo f =idu et fo f”! = idy 


on obtient, par application du théorème de différentiation d’une com- 
posée 


dfy o dfa = ide, et dfe o dfj! = idp, 
ce qui montre bien que df, est un isomorphisme de E, vers F, (donc 
n=p)et dt = (df)". 

Supposons réciproquement { = df, bijective, et notons {= 1! 
ainsi que g = f"}. Comme V est un ouvert, il existe un réel a > 0 tel 
que 

kEF, et Jkl<a=æb+kev 
Pour un tel k, il existe un unique vecteur A (k) € E, tel que 
a+h(k) EU et f(a+h(k}) =b+k 
(puisque f est supposée bijective de U vers V). On a alors 
h(k)= gb +k)— 9 (6) 
et la continuité de g en b entraîne que 


di A (= 0e, 


Comme f est différentiable en a, on peut écrire 


k=b+k—b= f(a+h(k))— fa) = 2h (k)) + IR (HE (A ()) 
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où l'on sait que 


die e(k(E)) = 0, 


Comme { est bijective, on en déduit 
g(b+k)—9()= AK) = PR) — 14 (HIT (4 (H)) 


égalité qui nous donnera bien un développement limité de g au voi- 
sinage de 6 si l'on montre que ||A (k)|| x A O{IIAI). Ceci est consé- 
1 


quence de l'égalité précédente, puisqu'il existe un réel 8 > 0 tel que 
IA < 8 EG GS 7 
l'inégalité triangualire donnant alors 
, 1 
De < 8 118 M < TEEN + 114 OI 
qui implique enfin | (k)]| < 211. Æ 
COROLLAIRE 18-2.14 Avec les hypothèses du théorème précédent, une 
fois fixées des bases de E, et F,, on a 
27) = 14) (a 


COROLLAIRE 18-2.15 Si f : U -> V est un homéomorphisme® de classe C! 
dont la différentielle est inversible en tout point de L/, alors f-! est de classe 
C' de V vers U. 


Démonstration : Le théorème précédent entraîne la différentiabi- 
lité de f-! en tout point de V. De plus, l'application 


V = MR):68 J (171) (b) 


est continue comme composée de f-! : V + U, de l'application de U 
dans G£, (R) définie par a ++ J(f) (a) et de l'application M ++ M1 
de GL,(R) dans lui-même, M 


EXEMPLE 18-2.16 Iteprenons l'exemple du passage en coordonnées polaires. 
Nous avons vu à la section 9-6.2.3 que l'application 


:]J0,+o0[x]—7,7[- R?—R° x {0} 
(r,8) + (x,y} = (r cos 0, r sin 8) 


est un homéomorphisme entre deux ouverts de R?. On a d’ailleurs dans ce cas 
une expression de D"! : 


&l{zr,y) Va? + y?,2 arctan —— 
z+ MAT + gi 


SNous verrons ultérieurement (théorème d’inversion globale) que cette hypothèse peut être 
considérablement affaiblie. 
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L'application ® est évidemment de classe C!, sa matrice jacobienne (on travaille 
évidemment dans la base canonique de R?) étant 


cos® —rsin® 
sind rcosô 


J(@) (0) = ( 
Le déterminant de cette matrice vaut 
detJ(®)(r,8)=r 
et nc s’annule en aucun point de l'ouvert de définition de ®. Il en résulte que 
®! est différentiable en tout point de R?— R- x {0} (elle est en fait de classe 
€’), et que la jacobienne de cette application en (z,y) = (r cos@,r sin 6) est tout 
simplement l’inversc de la matrice précédente : 


; l'f rcosô rsin£ 
J(& DO EE ( sing cos@ ) 


Si, comme le veut l'usage, nous notons (r,y) + (r(x,y),80(x,y)) l'application 
&-!, remarquons que cette égalité matricielle permet d'évaluer les dérivées par- 
tielles des fonctions (x,y)  r(x,u) et (x,y) ++ 8(x,y) sans qu’il soit nécessaire 
de connaître les formules explicites définissant ces fonctions : on a, avec la pre- 
mière ligne de cette matrice, 


êr ôr _. 
Da = cosé et = sin 
et de même avec la seconde ligne 
06 _ sing , 08 _cosÿ 
&æ 7 dy r 


ce qui peut s'écrire aussi 


Et de + DL PR En 


d=- 
a?+y 


ri 
Comme inverser une matrice revient à résoudre un système linéaire, les calculs 


précédents peuvent se mener de manière formelle. C’est encore un des avantages 
de la notation diflérentielle : 


{ dx = cos6.dr — r sin 8.40 { dé — cos Did + sin 0dÿ 


dy = sin 8.dr + r cos 0.dB do = 00 po 
F r 


REMARQUE 18-2.17 Le calcul précédent montre bien que, dans le symbole 2 
qui représente la dérivéc partielle d'une fonction par rapport à une variable, il 
serait ridicule de séparer ôr et Ôx, et de traiter formellement cette dérivée partielle 
comme un quotient! En effet, lorsqu'on considère l'application &-1, 


dr; t pas l'inverse di 2e 
= n’est pas l'inverse de — 
œ""P r 


Affirmer le contraire, c'est finalement penser que, pour inverser une matrice, on 
remplace chaque coefficient par son inverse 
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EXERCICE 18-2.18 Si a est un réel fixé, trouver toutes les fonctions f de classe C! de 
J0,+co[x]0,+00[-+ R vérifiant 


Vz>0y>0 ol La + 9 (5 - af (ay) = (2? +v?) 


18-2.5 Fonctions de classe C* 


18-2.5.1 Dérivée partielle d'ordre supérieur à 1. Théorème de 
Schwarz 


DÉFINITION 18-2.19 Soit f définie sur un ouvert U de E, à valeurs dans F,. 


SB = (eigie, est une base firée de E,, on suppose que la fonction Dif = a 
ms 


existe au voisinage d’un point a € U. Si cette fonction possède en a une dérivée 
partielle par rapport à la je variable, on dit que f possède une dérivée partielle 
d'ordre 2 par rapport à la i°7° puis la j°"° variable, que l’on note 


Djf (a) = D; (Dif) (a) = en (e) 


Lorsque i = j, on notera aussi 


Daf(a) = 8 PL (a) 


On définira de même des dérivées partielles d'ordre 3, 4 etc. Avec un espace 
à n dimensions où une base est fixée, on peut envisager a priori en un point a 
donné, lorsqu'elles existent, n dérivées partielles d'ordre 1, n? dérivées partielles 
d'ordre 2, n° dérivées partielles d'ordre 3 etc. Le théorème qui suit permet 


souvent de permuter l'ordre des dérivations, et donc par exemple de n'envisager 


n(n+1) 


en un point a que le calcul de dérivées partielles d'ordre 2. 


THÉORÈME 18-2.20 Soit / : U —+F, admettant au voisinage d'un point & 
des dérivées partielles secondes D; f et D;:f. Si ces dérivées partielles sont 
continues en a, alors 


Dif(a)= D;f(a) 


Démonstration : En travaillant composante par composante dans 
une base de F,, on peut supposer f à valeurs réelles. De plus, en 
considérant la fonction (définie au voisinage de l’origine dans R?) 


(zsy}rs f(a+ ze + ye;) 


on se ramène à travailler avec une fonction définie au voisinage de 
l’origine dans R? (que nous noterons encore /). Il existe un réel à > 0 
tel que les dérivées partielles Dif, Dif, Daif et Durf existent sur 
{0, a] x {0, a]. Pour 0 < h < @ et 0 < k& < a, définissons 


A(R,k}= [F(h,&)— f(h,0)] — [7 (0,k) — f (0,0) 
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Cette quantité est accroissement sur le segment [0, h} de la fonction 
dérivable 


et)= f (LE) 1(60) 
avec, par définition de la dérivée partielle 
g'()= Dif (LE) — Dif (2,0) 


D'après le théorème des accroissements finis, il existe un réel de [0, 1] 
dépendant de À et k et que nous noterons 81 (h, k} tel que 


A(h,k) = kg’ (8: (h,k)h) = [DIF (h61,k) — Dif (R6,0)] 


La quantité entre crochets est accroissement sur {0, &] de la fonction 
dérivable (+) = Dif (h@:,t}, avec, par définition de la dérivéc par- 
tielle d’ordre 2, #'(t) = Dnf (h@1t). Ici encore, par application de 
la formule des accroissements finis, il existe 82 (h, k) € [0,1] vérifiant 


AR, E) = hk Da f (R61, k62) 
Mais en écrivant 
A(R&) = [f(h,&) = f (0,#)] — [F (h,0) — f (0,0)] 


on permute les rôles joués par les deux variables, et on obtiendrait de 
même l'existence de deux réels 8, (h,k) et 9, (h,k) € [0,1] tels que 


A(,E) = RkDiof (h8,,k61) 
Comme Di2f et Da1f sont supposées être continues en (0,0), on en 
déduit aisément 
.  Alhh 
im SG) 2 D7(0,0) = Duf (0,0) 0 
18-2.5.2 Fonctions de classe C* 


DÉFINITION 18-2.21 Soit f :U — F,. On dit que f est une fonction de classe 
C* dans l’ouvert U si et seulement s'il existe un base B de Æ, dans laquelle la 
fonction f possède en lout point de U des dérivées partielles d'ordre inférieur 
ou égal à k par rapport à toutes les variables (n dérivées d'ordre 1,n°? dérivées 
d'ordre 2,..., ntdérivées d'ordre k), ces dérivées parlielles étant toutes continues 
sur U, 


Montrons d’abord, par récurrence sur k, que cette propriété est intrinsèque, 
c'est-à-dire que si elle est vérifiée par une fonction dans une base de E,,, elle l’est 
dans toutes les bases de E,. Notons, pour une fonction g : U > F,, la propriété 


P(g,&k, B) : la fonction g vérifie la définition précédente au rang & dans la base B 
et montrons, par récurrence sur k, la propriété 


PU): Vo:UF,,  [(ABbae P(sk,B)):(VB'base P(g,k,8')] 
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Pour k = 1, cela a déjà été vu. Supposons k > 2 et la propriété P (k — 1) vérifiée. 
Donnons nous une fonction f vérifiant P (f,k,B). Soit B’ une autre base de E,. 
Notons D; f et D'f les dérivées partielles de f dans B et B' (elles existent, puisque 
f est au moins C!). Par hypothèse, on à 


Vi=l..n P(Di/k-1,8) 
et donc, par hypothèse de récurrence 
Vi=liun P(Dif,k-1,8) 


Si on a B = (eihigien et B'=(dhice avec = DÙ 


51 


VaeU  Déf(a)= dfa(et) = YU adf, (e;) = D ai;D;f (a) 


Fi 1 
ce qui montre que les fonctions D!f sont combinaisons linéaires des D;f. Comme 
il est clair que 
{g: UF, | P(a,k-— 1,B')} est un sous-espace vectoriel de C! (U,F,) 
on obtient 
Vi=l.n P(Dif,k-1,B) 


ce qui traduit exactement P(f,k,B'). 
C* (U,F,) désignera l’ensemble des applications de classe C* de U dans F,, et 
comme d'habitude 


C(UF,)= (YC*(U,F,) 
kEN 
Comme les calculs de dérivées partielles font intervenir, à chaque étape de 


dérivation, des calculs sur des fonctions d’une variable réclle (application partielle 
de la fonction étudiée), on a évidemment 


PROPOSITION 18-2.22 C*{U,F,) est un sous-espace vectoriel de C°{U,F,). 
De même, grâce à la formule de Leibniz, C* (U,K) est une sous-algèbre de 
C®(U,K) (avec K = R ou C). Il en est de même de C®{U,K). 


Plus généralement, si 4 : U —+Ret f : U — F, sont deux applications de 
classe C*, le produit wf est aussi de classe C*. 


PROPOSITION 18-2.23 En fixant une base Bi = (u;),.;<,de F, et en consi- 
dérant les applications composantes de f : U ->F, 


» 
1=Y hu 


on a évidemment : / est de classe C* sur U si et seulement si toutes les f; 
le sont. 
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PROPOSITION 18-2.24 Toute application polynomiale R" -; R est dans 
C®(R",R) 


Par applications successives du théorème de Schwarz, les dérivées partielles 
d'ordre & k d’une fonction de classe C* sur un ouvert U peuvent être évaluées 
après permutation de l'ordre de dérivation : si à = (œm,...,a,) € N° est un 
multi-indice de longueur 


Lo <k 
i=1 


nous noterons 
Phi Of: à 
Êz® rt. Oro" 


une dérivée partielle de f obtenue par @1 dérivations par rapport à la première 
variable, a dérivations par rapport à la seconde etc. 


PROPOSITION 18-2.25 Si { est un ouvert de E, et V un ouvert de F,, et 
FE CFU,E,), y € C*(V,G) avec f (U) C V, alors go f € C* (U,G,). 


Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur k. 
Pour k = 1, c'est simplement le corallaire 18-2.11. Supposons k > 2 
et le résultat établi pour les fonctions de classe C1. Soient deux 
fonctions f € C*(U,F,) et g € C*(V,G). Fixons des bases B = 
(eigien + Bi = (uiigies de En et F, et caractérisons f par ses 
applications composantes 


p 
EST 
En 
avec f; € C*(U,R). On a alors, par application du théorème de 
dérivation d’une fonction composée 


VaEU Vj=l,.….;n D; (go f){a) = ŸÙ Dig(f(a))-D;f(a) 


Pour 1 < i < p, l'application (Pig) o f est de classe C#-! d’après 
l'hypothèse de récurrence. Comme D;f; possède la même propriété, 
le produit (D;f;)((D;g) o f} est également de classe C*-!, et par li- 
néarité, on obtient 

Vj=l...,n Di(gof)eC*'(U,G,) 


ce qui montre bien que go f € C*(U,G;). M 


1 as je 
Comme l'application z ++ — est C* de R° dans lui-même, on en déduit 
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COROLLAIRE 18-2.26 Si f € C*{U,R) ne s'annule pas sur U, alors 
1 
nu 


En particulier, toute fraction rationnelle de n variables réelles est de classe 
C® sur son ouvert de définition. 


EC*(U,R) 


EXERCICE 18-2.27 Montrer que l'application M + M! est de classe C® de GL (R) 
dans lui-même. 


18-3 Applications des différentielles 


18-3.1 Inégalité des accroissements finis 


18-3.11 Théorème des accroissements finis 


THÉORÈME 18-3.1 Soit U un ouvert de E, et f EC! (U, F,). Si a et b sont 
deux points de U tels que le segment [«,b] soit inclus dans U alors 


IG) — f (a) < ( sup Wa) Ib «ll 
East] 


Démonstration : Dans l’inégalité à montrer, |[df|} représente évi- 
demment la norme de l'application linéaire continue df, € L(E,,F,) 
{norme subordonnée aux normes choisies sur E, et F,, qui inter- 
viennent également dans l'inégalité). Remarquons que, comme l’ap- 
plication x + df, est continue sur le compact [a,b], M = sup ||df.|| 

ele] 
existe bien. Comme souvent, pour démontrer des résultats sur les 
fonctions de plusieurs variables, on se ramène à travailler en dimen- 
sion 1. Ici, utilisant l’hypothèse [a, b] € U, posons, pour t € [0,1], 
p()=f(a+t(b-—a)) 


Cette fonction est de classe C! sur [0,1], et vérifie 
VtE(01] l'(— dee-0 6 — all 
< Idfes-oll lé all < A1b- el 
L'inégalité des accroissements finis donne alors 
(0) - (0) < M 16 — al} 
ce qui est exactement l'inégalité à démontrer. 1 


REMARQUE 18-3.2 Lorsqu'on travaille dans une base B—(e), <<, de E,, et 
donc avec les dérivées partielles correspondantes, on obtient, pour b = a + h avec 
n 


h= D hie:, et toujours sous l'hypothèse [a, a + 4] C U 


g'(t)= EL (a +th) 
+=1 * 
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et done, si on connaît des constantes (Mi), telles que 


of 


dx < Mi sur [a,a+h] 


l'inégalité des accroissements finis donnera dans ce cas 


ILf(a+h)— S(a)] < D Mihil 


#1 


REMARQUE 18-3.3 Dans le cas d’une fonction réelle, l'égalité des accroisse- 
ments finis appliquée à & donnera 


30€ JL F(a+ hi) — (a) = dou (h) = DEA DL (a+ 0h) 


1 


18-3.1.2 Applications 


THÉORÈME 18-3.4 Soit U un ouvert convexe de E,. Si & est un réel positif 
et f:U —F, est une fonction de classe C!, 


f est k-Gpschitzienne sur L & Vr EU Idf.ll<k 


Démonstration : Si |Idf.|| < k en tout point de U, comme U est 
convexe on a 


VabeuU [actu 
et le théorème précédent donne bien 
VabeU If(6)- f(a)ll <klb- ell 


Réciproquemeut, si f est k-lipschizienne, pour a € U,r € E, et 
ER assez petit 


fHette)= He] cr 
; < 


En faisant tendre { vers 0, on obtient 
VaeU VzeE, (df(z)l <Kllll 
ce qui donne bien |df,|| < k pour tout a dans U. 


THÉORÈME 18-3.5 Si U est un ouvert connexe de E, et f : U — F, est de 
classe C! 


J est constante sur U & Vr EU df. =04e,r,) 
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Démonstration : En travaillant dans une base de E,, on aura 
évidemment 


VreU dfi = 0er) & Vi=1l...,n VreUv 2 G)= 0, 
Cette condition est évidemment nécessaire pour que f soit constante 
dans U. Réciproquement, si elle est vérifiée, en appliquant le théorème 
précédeut avec & = 0 on s'aperçoit que f est constante dans toute 
boule ouverte incluse dans U (puisqu’une telle boule est convexe). f 
est donc localernent constante sur l'ouvert connexe U. Elle est donc 
bien constante sur U (si U n’était pas connexe, f serait constante sur 
chaque composante connexe de U). 


REMARQUE 18-3.6 Prenons une fonction de deux variables réelles 
Gy)e F(z,y) 


définie sur un ouvert U de R?, admettant en tout point de U une dérivée partielle 
par rapport à la première variable et vérifiant 


ôF 
3 =0suU 


L'usage est de dire alors 
*F' ne dépend que de y” 
et d'écrire 
Fay) = (y) 


Ce genre de raisonnement a besoin d’être précisé : que signifie ” F ne dépend que 
de y” ? Quelle propriété doit vérifier la ”fonction” 4 ? 
Soit V la projection de U sur l'axe des y 


V={yeRlIreR (zy}eU} 


Il est facile de voir que V est un ouvert de R. C'est bien évidemment sur cet ouvert 
que sera définie, si elle existe, la fonction 4. Cette dernière existera certainement 
si l'ouvert U est tel que? 


VyEV U,={reRl(r,y) € U} est un intervalle (ouvert) de R 
En effet, si c’est le cas, pour y € V 
Fey): UF 


est une fonction dérivable sur un intervalle de R, avec une dérivée identiquement 
nulle. Cette fonction est donc constante sur cet intervalle,, et on peut noter y (y) 
la valeur de cette fonction. On définit alors une fonction $ : V — F, telle que 


V(&YHEU F(sy)=v(v) 


TU, est la “coupe” de l’ouvert U en y. C’est un ouvert de R. Lorsque U est un pavé ouvert 
la.6{xle, df, on à U, =Ja, él pour y € V =le, di. 
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La régularité de F est alors celle de w : si F est C* sur U, il en est de même de 
g sur V. 

Par contre, si U ne possède pas la propriété évoquée plus haut, le raisonnement 
précédent n’est valable que localement (par exemple dans tout pavé ouvert inclus 
dans U/}. Prendre par exernple 


U=]-2,-1{x]-1,1[0]-2,2[ x ]-1,0[U]1,2{ x ]-1,1[ 
(faire un dessin!) et F : U — R définic par 


F{ayv)=gsir>0ety>0 F(x,y) = sinon 


F EC'{U,R)et vérifie 0e = 0. Localement, cette fonction ne dépend que de y, 
z 
mais c’est faux globalement, puisque le signe de x intervient dans sa définition. 


18-3.2 Développement limité d'ordre 2 pour une 
fonction numérique de classe C? 


Dans cette section, nous ne considérerons, pour simplifier, que des fonctions à 
valeurs réelles. On pourrait généraliser certains résultats pour des fonctions à 
valeurs dans un espace de dimension finie, le plus simple étant alors de travailler 
avec les fonctions composantes dans une base de l’espace d'arrivée. 


18-3.2.1 Notion de développement limité d'ordre 2 
DÉFINITION 18-3.7 Soit f : U -+ R et a un point de U. On dit que f admet un 


développement limité d'ordre 2 en a si et seulement s'il existe une forme linéaire 
LEE et une forme quadratique ® € Q(E,) telles que l'on ait 


FlaHh)= fl) +R) + BR) + TAN E(R) avec lim 64) =0 


Dans une base donnée de E,,, !(h) s'exprime comme polynôme homogène de 
degré 1 des coordonnées de k, alors que &{h) est polynôme homogène de degré 
2. 

Qui peut le plus peut le moins : si un tel développement existe, f est différen- 
tiable en a et 1 = df,. En effet, ® étant continue sur E, est bornée sur la sphère 
unité et, par homogénéité, il existe une constante M > 0 telle que 


VREE, IS(G)< MIRI 


et par conséquent ® (4) + |A|?e(k) Ar o(IlD. 
PROPOSITION 18-3.8 Si f : U > R possède un développement Kmité 
d'ordre 2 en a € U/, ce développement limité est unique. 


Démonstration : Comme pour l’unicité de la différentielle, on étu- 
die f au voisinage de a dans la direction d’un vecteur € E, arbi- 
traire : 


Sat te) = fa) + tdfe (x) +88 (x) + 6 elfe (ex) 
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qui donne un développement limité d’une fonction numérique définie 
au voisinage de 0. Pour r € E,, ®(x) est donc unique, ce qui prouve 
lunicité de ®. Æ 


On pourrait généraliser et introduire la notion de développement limité d’ordre 
supérieur. Par exemple, à l'ordre 3, on demanderait l’existence d'une fonction 
P3 des coordonnées de À dans une base de E, polynomiale homogène de degré 3 
telle que 

fla+h)= f(a)+1(h)+8(k)+ Ps(h)+ IA e(h) 
Ces définitions sont cohérentes : par exemple un DL d'ordre 3 est plus précis 
qu’un DL d'ordre 2. En effet, un polynôme homogène de degré & 
F:R°R 
est borné sur la sphère unité de (R*, || |.) (par continuité et compacité) et vérifie 


donc une inégalité du type 


VreR" IP(e)< M all et done P(h) = 0 (A) 


Pour l'essentiel, nous nous limiterons dans la suite aux développements limités 
d'ordre 2. 


18-3.2.2 Formule de Taylor-Young 


THÉORÈME 18-3.9 Soit f : U - R de classe C2. f possède en tout point 
a de U un développement limité d'ordre 2. En travaillant dans une base 


B= (ciigien avec kÀ = D hic, ce développement est donné par la formule 


= 


de Taylor-Young : 


è 
Seth = Jet Eng to D bn z (a+ e(1HF) 
i=1 Chr 
1Sien 
Démonstration : Il existe un réel a > 0 tel que 
ll<asatkeu 
L'idée est encore ici, pour ||k|| & a, de considérer la fonction 
eU= Ta+ 1h) 


pour { € {0,1]. 4 est de classe C? comme composée de fonctions de 
classe C?. On a 
"of 
‘à = — 
vte [0,1] HER ler 


8Les formules de changement de base montrent alors que, dans toute base de Es, Ps(k) 
s'exprime comme polynôme homogène de degré 3 des coordonnées de A. 
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et, en appliquant à nouveau la formule de dérivation d’une fonction 
composée 


Vtel0,1] £"()= DE (ErÈr Lu) 


On écrit la formule de Taylor avec reste intégrale pour & sur [0, 1] sous 
la forme 


La+h) = p(D = (0) + 04 f'a-0et T 


= (0) + (0) + 29" (0) + RCA) 


avec 
. 
RQ = f a-06"0-4" né 
2 
= En fa of a+ (a) dt 


Igign 
gen 


Compte tenu des valeurs des valeurs de 4(0), #/ (0) et w” (0), la for- 
mule sera démontrée si nous prouvons que R(h) 1 ° 0 (IlAI?). Ceci 
En 


se ramène à prouver que, pour à et j quelconques 


ëf 
dr07; «| = 


1 


s @f 


ce qui est conséquence simple du théorème de continuité d’une inté- 
grale dépendant d’un paramètre. Æ 


Par application du théorème de Schwarz, les termes rectangles peuvent être 
regroupés. Par exemple, pour une fonction de classe C? sur R2, nous aurons 


Fo + han + 8) = (mue) + AGE (eu) + ESE (ru) + 


5 (rs (rois) + 24 ÈS E (ao) + FÈ PL ) + (+ F)e(Re) 


avec lim €e(h,k) = 0. 
(A,k)-+(0,0) 


La matrice (dans la base B) de la forme quadratique qui apparaît dans le 
développement limité de f en a est la matrice symétrique 


21710) 


1gign 
1<ign 
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DÉFINITION 18-3.10 Si f est une fonction numérique de classe C? sur un ou- 
vert U de E,, ramené à une base B, on appelle matrice Hessienne de f en a (en 
précisant dans la base B” si besoin est) la matrice symétique d'ordre n 


&? 
#9 = (2 (a) 
Üxiôr; . 
15e 
En notant X la colonne des coordonnées de hk dans B, le développement limité 
de f en a s'écrit alors 


Fla+h) = f(@)+ L(a)X 4 3 X IH (D (a) X +0 (IX IF) 


où L(a) est la matrice (dans B) de la différentielle de f en « : 
LORS e -e28 
ta= (QE ta... PL) 


Effct d’un changement de base : 


Si P est matrice de passage de la base B à une autre base B, de E,, et si on 
note H'(f)(«) la matrice Hessienne de f dans B:, comme ces deux matrices 
représentent la même forme quadratique dans des bases distinctes, on a 


H'(f)(a) = *PIH (f){a) P 
conformément à ce qui a été vu dans le chapitre sur les formes quadratiques. 


EXERCICE 18-3.11 Enoncer et démontrer un résultat sur le développement limité à 
l’ordre & d’une fonction de classe C* avec k > 2. 


18-3.2.3 Application à la recherche d’extrema d'une fonction 
numérique 
DÉFINITION 18-3.12 Soi! À une partie d'un espace normé et f : À + R une 


fonciion numérique. Si to € À, on dit que [ présente un maximum local er 20 
si l’on peut trouver un voisinage V de xo tel que 


VzEVOA f(z)< f(x) 


Par abus de langage, on dira aussi que ro est un marimum local de f. On dit 
que ce mazimum est stricl si on peut trouver un tel V vérifiant 


VzEeVNA-{xo} f(x) < f(x) 


Enfin, on parlera de marimum absolu ou global si ces inégalités sont valables res- 
pectivement sur À et A—{x0}. En changeant le sens des inégalilés, on définirait 
de même un minimum (local, strict, global). Un extremum de f est un maximum 
où un minimum. 

SCette notion n'a évidemment d'intérêt que si zo n'est pas un point isolé de À, c’est à dire 
si tout voisinage de z9 rencontre À — {ro}. 
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Rappelons que la compacité est un argument souvent utilisé pour justifier 
l'existence d’un extremum global. Une fonction numérique continue sur un 
compact est bornée et atteint ses bornes. 

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle, le calcul différentiel 
donne des conditions nécessaires pour qu’un point #0 corresponde à un extremum 
local d’une fonction f : 


THÉORÈME 18-3.13 Soient / : À + R et r0 € À. Si À est un voisinage de 
zo, si / présente un extremum local en x et est différentiable en r9 alors 
dfs, = 0e. En travaillant dans une base de E,, on a en particulier 


Vief{l...n} BL (eo) = 0 


Démonstration : La fonction d'une variable réelle définie au voi- 
sinage de 0 par gt) = f (ro + th) (où h est un vecteur arbitraire de 
E,) est dérivable en 0, où elle présente un extremum local. On a donc 
g'(0) = 0, ce qui donne 


VREE, dfn(h)=0 5 


Notons bien l’hypothèse importante : À est un voisinage de 9. Par exemple 
dans R° euclidien canonique, la fonction f définie par f(x,y,2) = æ + 2y + 3z 
est de classe C®. Sa restriction à la sphère unité S atteint un maximum et un 
minimum global (par compacité) mais la différentielle de f ne s’annule en aucun 
point de S. 


DÉFINITION 18-3.14 Si f est une fonction numérique de classe C! sur un ou- 
vert U de E,, un point ro € U est point critique de f si et seulement si la 
différentielle de f est nulle en x0. 


Les extrema locaux éventuels de f sont alors à rechercher parmi les points 
critiques de f. Remarquons que la condition df., = 0e, n’est pas suffisante pour 
assurer que ro soit extremum local de f. Ceci est déjà bien connu en dimension 
1, avec l'exemple r — r° en 0. 

Le théorème qui précède pourra être appliqué de la manière suivante : 


COROLLAIRE 18-3.15 Si Æ est un compact de E, et f : À —> R une 
fonction continue. Si f est de classe C! sur À, intérieur de A (ce qui 
est certainement le cas si f est prolongeable en une fonction C! sur un 
ouvert contenant Æ), les points de A où f atteint ses extrema globaux sont 
à rechercher parmi les points critiques de f le et parmi les points-frontière 
de K. 


Dans la suite, nous supposerons f définie sur un ouvert Ü et de classe C2. 
L'utilisation d'un développement limité au voisinage d’un point critique donnera 
une condition nécessaire et une condition suffisante d’existence d’un extremum 
local : 
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PROPOSITION 18-3.16 Soit f : U —; R de classe C?, et y € U. Six 
est un maximum local de f, la forme quadratique associée à la matrice 
Hessienne de f en z5 est négative. Si x5 est minimum local de f, cette 
forme quadratique est positive. 


Démonstration : Supposons que to soit un maximum de f et no- 
tons la forme quadratique associée à H (f)(xa). On a donc 


Feo +4) = Ja) + 39 (h) + IAE (h) 


avec im €(h) = 0, puisque ro maximum est nécessairement point 


aitique de f. Supposons que ® ne soit pas négative. Il existe alors 
2€E, avec 8 (x) > 0. On a alors, pour t réel tendant vers 0, 


L (co + te) = f{xo) + La(e) +o(#) 


et donc 
2 
Fo + te) (20), FEU) > 0 


ce qui est contradictoire avec le fait que z0 soit un maximum local de 
f. Le cas ro minimum s’étudie de façon analogue. 


Il résulte de cette étude qu’un point critique #0 d’une fonction f de classe C? 
pour lequel la matrice symétrique H (f) (xo) n’est ni positive ni négative ne peut 
être extremum local de f. 


PROPOSITION 18-3.17 Soit r9 un point critique d’une fonction f : U — R 
de classe C?. Si la forme quadratique associée à la matrice Hessienne de 
[ en xo est définie négative, alors 25 est un maximum local de f. Si cette 
forme quadratique est définie positive, x, est un minimum local de f. 


Démonstration : Supposons cette forme quadratique ® définie po- 
sitive. On a 


Lo +) = J (ao) + 380) + HAN € (4) 


avec im €(h) = 0. Comme & est une forme quadratique définie 
HÜEn 


positive, sa racine carrée définit une norme sur E,, qui est équivalente 
à |[|fl. I existe donc une constante M > 0 avec 


VzEE, (x) > M? 


et en conséquence 


Leo + 0) (> (+ et) Im 
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Comme € tend vers 0 à l’origine, on peut trouver un réel à > 0 tel 
que 


s|[& 


Hall Sa = ro+heU et le(h)l< 
On a alors, pour 0 < [}h|| < « 


Fa0+ 4) — f(r0) > DUMP > 0 


ce qui prouve bien que æo est un minimum local de f. Le cas où 
est définie négative est analogue. 


Les deux propositions précédentes montrent que dans le cas où æç est point 
critique de f avec H (f}(zv) inversible (ce qui veut dire que ® est non dégénérée, 
on dit aussi que zo est point critique non dégénéré), on a trois possibilités : si ® 
2 pour signature (n,0), r9 est un minimum local; si la signature de & est (0,n), 
on a un maximum local. Enfin, si la signature est (p, q) avec p+q = n et pq # 0, 
æo n’est pas un extrernum local. En particulier, dans le cas de la dimension 2 : 


COROLLAIRE 18-3.18 Soit f de classe C? sur un ouvert U de R?°, à valeurs 
réelles. Si mo = (0,0) € U, notons 


gs & 
HUDGmo)= | DE 05 mo) = (7° #) 
dxôy 0 


(notations dites de Monge). 
Si mo est un point critique de f, alors 


Tolo — 4 > 0 — my est un extremum local de f 
roto — 58 < 0 = mo n'est pas un extremum local de f 
roto—s$ 0 nécessite une étude particulière. 


Démonstration : La signature de $ est donnée par le signe des 
valeurs propres de la matrice H(f)(mo). Le produit de ces valeurs 
propres est det H (f}(mo) = rolo—sè. Si cette quantité est strictement 
positive, les deux valeurs propres sont de même signe, et ® est définie. 
Le point mo est en conséquence un extremum local de / (un maximum 
si ® est négative, donc si ra < 0, un minimum si ro > 0). Lorsque 
roto—s8 < 0, la signature de d est (1,1), et mo n'est pas un extremum 
local de f. Lorsque roto— 58 = 0, la signature de ® est (1,0) on (0,1), 
et on ne peut conclure sans une étude plus approfondie de f. M 


EXEMPLE 18-3.19 Etudier le point critique (0,0) pour les fonctions définies 
sur R? par 


Say) = 27 — A2y + dy? + 2° + pf et gr, y) = 2? — dry + y? + at + gt 


(on remarquera qu'ici, le calcul des dérivées partielles est inutile : f et g sont 
déjà écrites comme combinaisons linéaires de polynômes homogènes). 
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EXERCICE 18-3.20 Les fonctions définies sur R? et R° par 
Liu) = 2e +yef et g{r,y,2) = (x + 22) (441) 
possèdent-elles des extrema locaux ? 


EXERCICE 18-3.21 Montrer que, lorsqu'on la restreint à une droite quelconque pas- 
sant par l'origine, la fonction définie sur R? par f (x, y) = y? — 3x?y + 2x présente un 
minimum en (0,0). Ce point est-il minimum local de f? 

18-3.2.4 Position d'une surface par rapport à son plan tangent 


Soit f de classe C? définie sur un ouvert U de R? et (S) la surface d’équation 
2 = {(&,y) dans un espace affine de dimension 3 ramené à un repère (05, EL 


(voir la section 18-2.3.2). Soit Mo (ro, vo, zo = f (t0,%)}) un point de (S). En 
notant 


po = a Gow) et go = SL zou) 
on sait que le plan To tangent à (S) en Mo a pour équation 
(Z— 20) = po(X — 50) + go (Y — vo) 
Si M(x,y,2) est un point quelconque de l’espace, le signe de la quantité 
A=(2—20)— {po(x — 20) + (y — w)] 


permet de placer M par rapport à T9 (”au-dessus” de T si À > 0, "en-dessous" 
si À < 0). Nous étudions ici la position d’un point de (5) ”voisin” de Mo, de 
coordonnées d 


M (xo + h,yo + k, f (xo + k,yo + K)) 
donc le signe de 
ECR,K) = F (20 + h, yo + E) — f (co, vo) — pol — qok 


Comme f est supposée C2, on a, avec les notations de la section précédente 
E(h,k) = 5 (Br + 2hk6o + Ko) + (R? + 7) e(h,k) 


et, comme pour les extrema de fonctions de deux variables (l'étude est analogue), 
on aura 


PROPOSITION 18-3.22 Si roto — 58 > (, la surface (S) reste, au voisinage 
de Mo, dans un des demi-espaces déKmités par 7. Le point M est dit 
elliptique, ou d'aspect ”’ballon”. 

Si roto — sê < 0, la surface (S) traverse au voisinage de M, le plan To : si 
le point mo (ro, vo) est “légèrement” déplacé dans U dans la direction d’un 
vecteur (40, k) avec ® (ho, ky) > 0 selon 


mu (y) = mo + t (ho, ko) 
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le point correspondant sur (S) est situé au dessus du plan tangent. Îl est 
situé en dessous si ® (ho, ko) < 0. Le point M, est alors appelé ”point-selle" 
ou "point-col” de (5). On dit que M, est un point hyperboliquel°. 

Si roto—s4 = 0, une étude particulière est nécessaire pour placer la surface 
par rapport à son plan tangent. 


EXERCICE 18-3.23 Montrer que la surface (hyperboloïde à deux nappes) d’équation 
cartésienne, dans un repère (or 8) , 


tp a 


ne contient aucun segment de droite (non réduit à un point). 


18-3.3 Notion de C'-difféomorphisme (4 > 1) 


Nous précisons ici les résultats de la section 18-2.4. 


18-3.3.1 Définition 


DÉFINITION 18-3.24 Soient U et V deux ouverts de deux espaces normés E, 
et F, de mème dimension n (en général, ce sera E, = F, = R', ce qu’on peut 
loujours supposer en fixant des bases) et k un entier > 1. Une application f : 
U + V est un C*-difféomorphisme de U dans V si el seulement si f est bijeclive 
et si f et f7! sont toutes deux de classe C*. 


Dans le cas E, = F, = R”, une telle application peut être considérée comme 
un changement de variable de classe C* : 


LU DV (ane sma)et ns fiat sen). Un = fase. 22) 


le changement de variable réciproque étant également CF. Un tel changement de 
variable réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels 


CH(V,G)-+C'(L,G) De Y=bof 


On peut ainsi transporter une équation dans C*(V,G,) en une équation dans 
C*(E,G,), et transporter ensuite les solutions par Ÿ ++ ® = Yo f1. 
Le corollaire 18-2.15 peut s'écrire, dans le cas des fonctions C* 


Si f : U — V est un homéomorphisme de classe C* dont la 
différentielle est inversible en tout point de U, alors f est un C*- 
difféomorphisme de U dans V.” 

‘On peut montrer (à l'aide du théorème des fonctions implicites) que, au voisinage de Mo, 
l'intersection (5) N'To est réunion des supports de deux arcs paramétrés C? sécants en Mo dont 
les tangentes en ce point sont dirigécs par les vecteurs 

G = hit+ ki + (pohi + gob)E et Dr = haï+ k274 (poha + gok2) À 


où (h1,41) el (h2, &z) sout deux vecteurs indépendants qui annulent la forme quadratique ®, 
de signature (1,1). Ces arcs paramétrés découpent sur (5) des "secteurs angulaires” situés 
alternativement de part et d'autre du plan tangent 5. 


842 Chapitre 18 : Calcul différentiel en dimension finie 


La démonstration est la même, et fait intervenir le caractère C® de l’ap- 
plication M ++ M-! de GL, (R) dans lui-même. Par exemple, le passage en 
coordonnées polaires ® étudié à l'exemple 18-2.16 est un C®-difféomorphisme, 

Le théorème d'inversion globale qui suit montre que, dans l'énoncé qui précède, 
la continuité de f-! est en fait conséquence des autres hypothèses faites sur f. 
Ce résultat est, bien entendu, à rapprocher du théorème 8-1.9 et des énoncés de 
la section 8-4.22. 


18-3.3.2 Théorème d'inversion globale 


THÉORÈME 18-3.25 Soit f : U + F, de classe C* une application linjective | 
définie sur un ouvert U de E,. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
ï) V = f(U) est un ouvert de F, et f est un C*-difféomorphisme de U 
vers V. 
ü) En tout point a de [, la différentielle df, est un isomorphisme de E, 
vers F.. 


ILest clair que i) æ ii). L'implication réciproque est conséquence du théorème 
local qui suit. Remarquons que, par rapport à l'énoncé de la section précédente, le 
fait que V ouvert et f-1 soit continue de V dans { est à présent conséquence 
de Pinversibilité de df, en tout point de U. 

Ce théorème est remarquable, puisqu'il assure la différentiabilité de f-! sans 
qu’il soit nécessaire de définir cette application par des formules explicites. L'exer- 
cice qui suit en est un bon exemple d'application : 


EXERCICE 18-3.26 On munit l’espace vectoriel E = S, (R) des matrices carrées sy- 
métriques réelles d’une norme quelconque. Montrer que l'ensemble U = S5+ (R) des 
matrices définies positives est un ouvert de E. Montrer que l'application de U dans 
lui-même qui, à une matrice M associe son unique racine carrée symétrique positive 
est un C®-difféomorphisme de U dans lui-même. 


18-3.3.3 Complément : théorème d'inversion locale 


Un énoncé que l’on démontre en général avant le théorème global est le suivant : 


THÉORÈME 18-3.27 Soit f : U — F, une application de classe C* définie 
sur un ouvert U de E,. On suppose qu'en un point a € L, la différentielle 
df, est un isomorphisme. Il existe alors un voisinage ouvert W de a, inclus 
dans U et un voisinage W' ouvert de f (a) dans F, tels que f(W) = W'et 


flw:WW 
soit un C*-difféomorphisme. 


On dit alors que f définit un C*-difléomorphisme local en a. Cette fonction 
définit alors, au voisinage de a, un ”bon” changement de variables de classe C#. 

Prenons l’exernple du passage en coordonnées sphériques. On considère l’ap- 
plication f, évidemment de classe C®, définie par 


LR RS (r6,6)r (x,y,2) = (rcosOcosg,rsinO cos@,rsinç) 


18-3 Applications des différentielles 843 


(l'espace d'arrivée est muni de sa structure euclidienne canonique). 
La matrice jacobienne de f s'écrit 


cos@cosg —rsinfcosw —rcosôsing 
J(f)(r,0,v)= | sinôcosy rcosfcosg —rsinôsins 
sing û Tcosp 


avec det J(f)(r,8,ç) = r?cosw. Choisissons un triplet (ro, 00,0) € R*, avec 
ro >0etE€ ] 52 Le point correspondant MG(xo, vo, 20) est alors situé 
hors de l'axe Oz!!. Comme r cos # 0, le théorème d’inversion locale s'applique 
en (ro, 60, a), et on peut trouver un voisinage ouvert W* de Mo dans R°, et une 
application €® 


BEWR Mn) (r(muz) Oeuz) vas) 


telle que pour tout M{7,y,z) € W',(r{x,u,z},0(x,y,2),(x,y,z)) soit un sys- 
1ème de coordonnées sphériques de M, avec & (0, vo, zo) = (ro, 00,2). Ici encore, 
il n’est nul besoin de connaître explicitement de ”formules” définissant ® pour cal- 
culer la matrice jacobienne J ($) (to, vo 20). 11 suffit d'inverser J (f) (ro 00, Yo). 

Par contre, au voisinage d’un triplet (ro, 40,49) tel que le point Mg soit sur 
l’axe Oz, définir un système de coordonnécs polaires C® 


(rGasysz), (eu) (eus 2)) 


du point M (x,y,2) n’est pas possible : le projeté orthogonal mo de Mo sur rOy 
est situé à l'origine, et f n'est pas localement injective : tout point (ro, a,ÿ0) a 
pour image Mo. Il n’est pas possible de définir 0 comme fonction C® de M au 
voisinage de Mo. 


Démonstration : En fixant des bases au départ et à l’arrivée, on 
peut supposer E, = F, = R". On peut aussi se ramener au cas où 
a = f{a) = 0, en remplaçant la fonction f par l'application (définie 
au voisinage de 0) z ++ p(z) = f(a+ x) — f (a), qui vérifie 


do = dfa € GL(R”) 
Enfin, en considérant l'application (d4}"" 04, on supposera que f 
vérific 
a=f{a)=0 et df, = idRn 


URéciproquement, tout point Mo (zo, vo, 20) situé hors de O: admet un système de coor- 
données sphériques (ro, 00, pu) avec ro > 0 et 9 € J-55 : on choisit 


puis 
20 


PQ = ASE — 
Vré + +8 


et 8a tel que (rncosÿg, Po) soit un système de coordonnées polaires du point mo projeté 
orthogonal de Mo sur le plan #Oy. On peut imposer par exemple 6 €] — r, #]. 
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La méthode suivie est celle du point fixe : si y € R" est ”proche de 
0”, on cherche à résoudre l’équation f(x) = y, avec z ”proche de 0”. 
On écrit cette équation sous la forme 


h,(æ)=x 


où la fonction h, est définie sur L/ par h, (x) 
avec 


y+r—f(z) = y+g(x) 


giUR" ze g(z)=2- f(x) 
On étudie donc les propriétés de la fonction g au voisinage de 0 : 


On a g(0) = 0 et dgo = ide — dfo = Ocçrr). Comme g est de classe C', on 
peut trouver un réel r > 0 tel que 


la r + 2 EU et Ida < à 


(la norme est celle des endomorphismes continus de R"). La boule fermée 
B(0,r] étant convexe, l'inégalité des accroissements finis donne 


1 
VreU Il<r=lo(= let) -2@< ll < 3 


el par conséquent 


9(B(0,r]) € 8 (0,=] 


En manipulant les inégalités strictes, on à une inclusion analogue pour les 
boules ouvertes. 


A l’aide du théorème du point fixe, nous montrons à présent que tout point 
HEB (c. | possède un unique antécédent #9 par f dans la boule ouverte 


B{(0,r{, ce qui revient à résoudre l'équation 
hylr)=æ 
avec la fonction k,, introduite plus haut : 


Si Ilvoll < 5 nous avons, pour [|x|| < r, 


Also CM = 11go + 9) < Uvoll + Ile (H < 


wi 


et par conséquent 
ho (B(0,r]) € B(0,r] 


Cette boule fermée est une partie complète de R°, stable par k,,, application 
contractante sur cette boule, puisque, par inégalité des accroissements finis 


2,2" € B(0,r] = [Jäx (e) — ho (M = [lg (e) — 9 (a < 3le — rl 
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La fonction ky possède donc un unique point fixe z0 dans B(0,r], avec 
20 = yo + g (0), ce qui entraîne 


F 
Iroll < Tell +3 <7 
Nous avons donc bien prouvé : 


vueë(o=| A2€B(0rl f(z)=v 


«‘Noûs trouvons à présent un voisinage ouvert Wde 0 sur lequel f induit une 
bijection sur W*= B (0,5[. 11 suffit de prendre 


Ww=f" (5 (CE) nB(0,rl 


C’est un voisinage ouvert de 0 (car f est continue), répondant évidemment 
à la question : $ = flw:W—W'=8B (e. 5 est une bijection (continue). 


Montrons que g est bicontinue : soient y et y € W, = = (y) et 
a'=p"'(y). On az,z' € B{0rf, avec 


z—z'=g(s)-g()+f(x)- fa) =a(r)-g(r)+v-v 


Comme g est ipschitzienne sur B(0,r{, on obtient, par inégalité triangu- 


laire 


ce qui donne finalement 


VuyeW [eue] <2 y} 


La continuité de 7! est ainsi prouvée. 


Enfin, si on a pris la peine de choisir r suffisamment petit, on est assuré 
{par continuité) que 


VzEeW  det(dp,) #0 


Le corollaire 18-2.15 nous montre alors que #7! est de classe C!. On montre 
aisément (par récurreuce sur &) qu’elle est C* si f l'est aussi. 1 


EXERCICE 18-3.28 Avec le théorème d'inversion locale, démontrer le théorème d’in- 
version globale. Montrer également qu'une application C! d'uu ouvert U de R° dans 
R°” dont la différentielle est en tout point inversible transforme tout ouvert de { en un 
ouvert de R*. 
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18-3.4 Théorème des fonctions implicites 


18-3.4.1 Rappel : résolution d’un système linéaire 


L'idée générale du calcul différentiel est l'approximation locale d’une fonction non 
linéaire k ++ f(a+h)— f{a) par une fonction linéaire k -> df,(h). Commen- 
çons donc par rappeler le résultat concernant la résolution d’un système linéaire 
d'équations (voir le théorème 4-5.1) : 

Nous représentons ici les vecteurs de RP, Rf et R°#3 indifféremment sous forme 
de vecteurs lignes ou colonnes. On considère une matrice M € M,,+4(R), que 
l’on écrit par blocs 


M=(A1B) 


avec À € M,,(R) et B € M,(R), et un vecteur € € R?. On définit avec ces 
données une application f de R?** vers R° par 


X 


CET UE TE 


) —C=AX+BY-C 
les vecteurs X et Y étant respectivement des vecteurs colonnes de R? et RS, 
et l’espace R?+3 étant évidemment identifié à R? x R?. On cherche à résoudre 
l'équation f (X,Y) = 0, ce qui s’écrit, avec des notations évidentes 


aan + EE mapp + Mapa 0 + Miptaÿe = C1 
min + + ip + Mi À MipgYg = Gi 


Meati + E Mopp + Mapa À + Monelo © 


£] 


Il s'agit de résoudre un système linéaire à p + q inconnues 
(ane En Th = Vis pt © We) 


comportant g équations. On suppose que ce système est de rang q, et plus pré- 
cisément que les inconnues (1,... ,y,) peuvent être utilisées comme inconnues 
principales (cf. section 4-5.2), ce qui veut dire que 


Thp#i 7 Mipte 
det B = : : 0 c'est-à-dire B est inversible. 
Mopti " Mapte 


On sait alors que, pour toutes valeurs des inconnues secondaires X € R?, le 
système possède une solution (X,Y)} donnée par 


f(AY)=08 AX+BY=C&Y = BT'C-B'AX 


YŸ étant obtenu en résolvant un système de Cramer. 

Remarquons que, puisque f est affine de R°t* dans RS, la matrice M est 
matrice jacobienne (constante) de f, et le bloc B pourra être interprété, confor- 
imément à la définition de la section suivante, comme matrice d’une différentielle 
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partielle (par rapport à la variable Y). On a donc, dans le cas d'un système li- 
néaire du type précédent, Ÿ comme fonction ”explicite” de X. Remarquons éga- 
lement que, dans ce cas, la correspondance X ++ Ÿ est affine, et que N = —B71A 
en est la matrice jacobienne. 

Dans le cas d’une équation non linéaire, le théorème qui suit donnera une 
condition suffisante pour que, localement, la relation f(X,Y) = 0 définisse Y 
comme fonction ”implicite” de X. 


18-3.4.2 Théorème des fonctions implicites 


DÉFINITION 18-3.29 Soit f une application de classe C! d’un ouvert U de 
RP & R? x R° à valeurs dans R°” (ou à valeurs dans un espace normé de 
dimension m ; on se ramène à R”par le choix d’une base) : 


Frey) fes) = (fie, y), , fn (2,9)) 
Soit (a,b) € U. On appelle différentielle partielle de f en (a,6) par rapport à la 
deurième variable la différentielle en b de l'application (définie au voisinage de b) 
y f(a,y) 


On la note dafissy € L(R*,R"). On définirait de même la différentielle par 
rapport à la première variable dj f (a,b) € L(RF,R”) en différentiant en a l’ap- 
plication x ++ f (x,b). 


Comme f est différentiable en (a,b), on a, en munissant par exemple les 
espaces R7, R? et R°# des normes ||||,, : 


Fa+REEE) = F (0,6) + dfiasy (RE) + max (IR, Ill) e (R,&) 

avec jme (k,k) = 0, ce qui donne évidemment 

{ Fa b+E)= F(a,b) + fins) (0, K) + IIEI| € (0,4) 

J{a+h,6) = J(a,b) + dfiasy (h,0) + |Jklle (k,0) 
ce qui prouve l'existence des différentielles partielles, avec simplement 
def (K) = dftnsy(0,k) et di fic (h) = dftas) (R,0) 
ce qui donne aussi, par linéarité de dftes) 
dftase) (Re, K) = di fias) (Re) + de fie) (E) 


Matriciellement, lorsqu'on travaille dans les bases canoniques, on obtient une 
décomposition par blocs de la jacobienne de f en (a,b) : 


J(P)(ab)=(418B) 


avec 
y … 
En (a,b) Er (a,b) 
B= £ ; € Ma (R) 
9 fm 9 fm 
dn (a,b) D (a,b) 
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qui est la matrice canoniquement associée à da flan) € L(RS,R°). 
Ces notations étant acquises, énonçons le théorème des fonctions implicites : 


THÉORÈME 18-3.30 Soit U un ouvert de R° x R° et f une application de 
classe C* de U dans R° : 
PUS (ye fan) (fiv). fev) 
On suppose qu'il existe un point Mo = (a,b) € U tel que 
e f{ab)=0 
+ La difiérentielle partielle d; / (a,b) est un automorphisme de R°, ce qui 
se traduit par la non-nullité du jacobien partiel : 


ôf 9f 
Sn (0) Hé ue C0) 


êf, ok, 
at) SE) 


Il'existe alors un voisinage ouvert V de a dans R?, un voisinage ouvert W 
de b dans R° et une application ÿ : V — W de classe C* tels que 
eVxWcCU 
eVEYEVXW f(ay)=06y=vy(x) 
On à évidemment 4 (a) = b, et la différentielle de 4 en a vaut 


des = — [dafias] 7" 9 difias) 


Ce théorème est local : on n’a pas d’information a priori sur la taille des 
ouverts V et W. Ils peuvent être très ”petits”. 
Si on considère 


S = {(eu) € RP] S(e,u) = 0} 
et si les hypothèses du théorème des fonctions implicites sont vérifiées en un point 
Mo = (a,6) de S, l’ensemble S est, au voisinage de (a,b) (cela signifiant qu'on ne 
considère que la trace de S sur V x W}), le graphe d’une application $ : V —> W 
de classe C* : 
{(x,y) ERP IrEV,vEW et f(x,y)= 0} 
=SN(VxW)={(m6(x), :€v) 
On dit qu’au voisinage de (a,b), la relation f (x, y) = 0 définit y comine fonction 
implicite!? de r. En particulier 
VzeV 31lyeW f(x;y)=0 
Ti l’on préfère travailler avec des équations scalaires, le système de g équations scalaires 


fiers spin ve) = 0 


Jolies psthseee 49) = 0 
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Démonstration : Considérons l'application de U dans R?+ définie 
par 


D: (y) (a, fu) 


Cctte application est évidemment de classe C*, puisque ses compo- 
santes dans la base canonique de R?#9 le sont. Sa matrice jacobienne 
en (a,b) vaut 


J(@) (a. = 
1, 0 
CCR CO CCR C0 


E 8, 
êh, n … êh, 
D ee (at) 


a. ôfe . 
BP D ee tn 


et est inversible. D’après le théorème d’inversion locale (section 18- 
3.3.3), ® est un C*-difféomorphisme local en (a,b). Plus précisément, 
il existe un voisinage ouvert Vi de (a, b) dans U et un voisinage ouvert 
Wi de &(a,b) — (a,0) dans RPt? tel que Pl, : Vi -+ W soit un 
C*-difféomorphisme. Comme Vi est un voisinage de (a, b), il contient 
un sous-ensemble de la forme V x W, avec V € V(a) et W € V(b) 
ouverts. Comme #|y, est un homéomorphisme V, = D(V x W) est 
un ouvert de W, donc de RP+1 et 


dl: VX WU 


est un C* difféomorphisme. Si on note Ÿ = (&lyxw) * le difféomor- 
phisme réciproque, comme 


VEHNEVXW d(r,y)= (x, /(x,0) 
on a 
VzER" VIER (21)eVm=æ2eVet W(z,t)=(z,g(2t)) 
avec g de classe C* de V; dans W. On a, pour eVetyeW 
Fav)=0e P(z,y) = (2,0) & (rw) = V (2,0) = (x,9(z,0)) 
est équivalent, pour (21,...,2,) € V et (in... ,4) € W à 
= pile) 
MW = ts 1) 
Le système peut donc être localement résolu (pas explicitement en général) en (y:,.. ; ÿe) : 


ces g inconnues sont fonctions implicites des p autres. Les applications ;, composantes de ÿ, 
sont aussi de classe CK. 
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ce qui démontre l'existence de la fonction y de l’énoncé du théorème, 
avec 
g:V -W définie par @(x) = g(r,0) 
Comme 
VzEV f(mv(r)=0 
la différentielle de l’application V 3 x ++ f{x,@(x)}) est partout nulle. 
Si # est l'application : V — V x W définie par #(x) = (x,w(x)), on 
a évidemment 
VRER® dé, (h}=(h, de, (#)) 

Le théorème de différentiation d’une fonction composée donne alors 

VreV VRER? dfpeiry (À: de, (R)) = Re 
ce qui peut s’écrire aussi, avec les différentielles partielles 


VzEV VRER? di fige) (À) + deftosote)) (de: (R)) = Rs 
soit enfin 
Va EV di ficotan + da ftasets) © ds = 0 ec) 
En particulier pour + = a, on obtient di ftp) + di ft © dy, = 0, ce 
qui donne, puisque d2 ft») est un isomorphisme 
de = lien] "ed fcn 9 
REMARQUE 18-3.31 On a supposé que di f{as) est un automorphisme de R?, 
ce qui se traduit par 
det (d2ft)) # 0 


Par continuité de l'application V 3 æ ++ det (d2 fete), il existe un voisinage V’ 
de a inclus dans V sur lequel det (d;f4.(:) # 0. On a alors, d’après l'égalité 
ec) 
1 
VrEV' des = [defaut] © di forte) 

Nous verrons sur des exemples simples, en petites dimensions, que cette formule 
se retrouve par des calculs simples de dérivées partielles, le théorème des fonctions 
implicites assurant le caractère CÀ de @ et permettant ainsi le calcul de dérivées 
particiles de fonctions composées. 


REMARQUE 18-3.32 Le fait de travailler avec une équation dont le second 
membre est 0 n'est pas restrictif : si (ro, ÿo) est un point de U où la différentielle 
partielle par rapport à y est un automorphisme de R°, pour résoudre, au voisinage 
de ce point l'équation 
Le4) = f (ao ve) 
on appliquera tout simplement le théorème des fonctions implicites à la fonction 
g définie sur U par 
gGsv) = fav) — fo wo) 


qui a évidemment la même différentielle que f. 
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18-3.4.3 Exemples en petites dimensions 


Courbe” d’équation f (r,y) = 0 


Dans le plan rapporté à un repère (0, 1,7), on considère, f étant une applica- 
tion de classe C* d’un ouvert de R? dans R, l'ensemble 


L= {M (a,y)1f (ay) = 0} 


DÉFINITION 18-3.33 Un point Mo (to, yo) € Fest dit régulier si et seulement 
sè 


duo À 0 


c'est-à-dire si l'une au moins des dérivées partielles de f en Mo est non nulle 
à G 
(ao) Tao) (0.0) 


Supposons par exemple que 2 (&o vo) # 0. Le théorème des fonctions impli- 
y 


cites montre alors qu'il existe un voisinage ouvert Y xW de M tel que TN(V x W) 
soit le support d’un arc paramétré de classe C* 


CAUXW)= {M (mw(x)}, x € V} 


avec 4 fonction de classe C* de V dans W (en diminuant si besoin l’ensemble 
V, on peut supposer que Ÿ est un intervalle ouvert, par exemple de la forme 
Ia — €, to + ef). On obtient en fait la représentation graphique de la fonction y, 
dans le repère (0,3,7). Cet arc présente en Mo une tangente 75, d’équation 


Y — 0 = p'(xo)(X — z0) 


La dérivée de la fonction implicite s'obtient par la formule (***), qui se retrouve 
en dérivant la fonction constante x +} f(x,@(x)} soit 


Vrev mea) + D (ae(s))e/(e)=0 
r y 


donc 
of 
(to) = -2Z 
P'(ro) = —5f (ro vo) 
e7 
En chassant le dénominateur, on obtient l'équation de la tangente 7; en Mo 
à 
FL ).(X — 1) + GE UM). (V — wo) = 0 


On s'aperçoit que les deux variables x et y jouent des rôles tout à fait symétriques 
dans cette équation, et qu'on serait arrivé au même résultat si l'on avait supposé 
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D : 
2 (co, vo) # 0 (T scrait alors, au voisinage de Ms, paramétré par y). On à dans 
les deux cas 


MX Y) € + M € kerdfi 


La direction de la tangente est donc le noyau de la différentielle de f en Mo. Si 
Je plan est euclidien, cette différentielle s'écrit 


dfm = (ga }(M),e) 
et le vecteur grad } (Mo) est normal à l'en Mo : 


L 
T6 = Mot [art }(o)] 
EXERCICE 18-3.34 Montrer qu'il existe une unique fonction 6 : R+ > R vérifiant 
Ve>0 (pl +swt=e 


Montrer que 4 est C®. Etudier ses variations. En donner un développement limité 
d'ordre 3 en 0. Donner un équivalent simple de 4 (x) pour z > +00. 


Surface” d’équation f (x,y, 2) = 0 


Dans un espace affine de dimension 3 rapporté à un repère (05 ë), on 
considère à présent 
S = {M{zyz)| f(æuz) = 0} 
{ étant une fonction numérique de classe C* définie sur un ouvert de R$. Comme 


précédemment 


DÉFINITION 18-3.35 Un point Mo (zo, 0, 20) € S est dit régulier si et seule- 
ment si 
de #0 


c'est-à-dire si l’une au moins des dérivées particlles de f en My est non nulle 
(2 à à 
(SL ao 2), D (are 20), DE Gore e)) 4 (0.0) 


ê ñ.. ic 
Supposons par exemple que a (Mo) # 0. Le théorème des fonctions impli- 
z 
cites montre alors qu'il existe un voisinage ouvert V de (x0, yo) et un voisinage 
ouvert W de 20 tel que 


SNWxW)={M(muv(ru)), (y) eV} 
avec 4 fonction de classe C* de Y dans W. SN(Y x W) est en fait un morceau 
de surface” d'équation!® z = {x,y) dans le repère (0.558 . Conformément à 
T3On dira aussi le support d'une nappe paramétrée de classe C* 


Va (au Ms tp(s.u)) 


où {z, y) est le paramétre. 
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l'étude de la section 18-2.3.2, cette surface possède en Mo un plan tangent , 
d’équation 


(2-2) = 2 (to; vo) (X — ro) + 2 (zow)(Y — %) 


Ici encore les dérivées partielles de la fonction implicite & peuvent s’obtenir en 
dérivant partiellement la fonction constante (r,y) + f(x,y,4{x,y)} soit 


2 (euv(r,y)) + yet) D (2,4) =0 
vœuev 4 87 4 
% Gvvten) +2 eue) 27 (9) = 0 


soit 
of à # 
À Com) = 25 (M) et GE (rom) = — 24 (M) 
dz @z 


En chassant le dénominateur, on obtient l'équation du plan tangent 7 en Mo 
ôf ôf of 5 
Ge (Mo)-(X — 20) + dy (Mo).(Y — ve) + 37 (Mo). (Z — ze) = 0 


Les trois variables x, y el z jouent des rôles tout à fait symétriques dans cette 
équation. 


M{X,Y,2)e Te Mo € kerdfw 


Cette condition était prévisible : si 1 3 4 ++ M (1) est un arc paramétré de classe 
€! régulier tracé sur S, on a par définition de s 


VIEIL f(M(t)}=0 
ce qui donne par dérivation 


VIEIL dfug 


TS 


‘@)=0 


et si, pour { = Ü on à M(0) = Mo, on a bien M! (0) € kerdfw. 
Si l’espace est euclidien, le vecteur grad f (Mo) est normal à S en Mo : 


L 
To = Mo+ [grd } (0)] 
EXERCICE 18-3.36 Soit S l'ensemble des points de R vérifiant l’équation 
29 +9 + 20 — ryz 2 =0 


Prouver l'existence d’un plan tangent à $ en Mo (1,1,1). Donner l’équation de ce plan 
et déterminer la position de $ par rapport à ce plan tangent au voisinage de Mo. 
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Intersection de deux surfaces ”transverses” d'équations 


flauz)= 0e g(x,y,2) = 0 


Dans un espace affine de dimension 3 rapporté à un repère (of), on 
considère à présent 
Si = {M(euz)| F(eyz) =0} et S, = {M(zsu,z) | a(z,u,z) = 0} 


f et g étant deux fonctions numériques de classe C* définies sur un ouvert de R° et 
l’on étudie l'intersection S,N8,. On suppose que Le point Mo (za, %o, +) € SNS, 
est à la fois régulier pour S; et 5,. On suppose aussi que les deux plans 
tangents à S, ct S, en Mh sont distincts. Comme ces deux plans passent par Mo, 
cela revient à dire que les directions de ces plans sont distinctes, soit 


ker dfm, £ ker dom, © rang {dfw, dom} = 2 


Ceci revient à dire que 


20) PL) SL (M) 
rl Ge de, 0e #2 
3e (Mo) D ) 32 (Mo) 


donc qu’un déterminant d'ordre 2 extrait de cette matrice est non nul. 
Supposons par exemple 


ôf ôf 
qu 0) min 6 
m0) De (Me) 


Le théorème des fonctions implicites montre alors qu’il existe un voisinage ouvert 
Y de x9 et un voisinage ouvert W de (#0, 0) tel que 


(8508) (VX W) = {M (rs (x) ,#2(x)), # € V} 
avec @ = (1,2) fonction de classe C* de V dans W. L’intersection 
(SNS)n(v x W) 
est done le support d’un arc paramétré 7 de classe C* 
re Ms (z) (x) 


dans le repère (CE ë). Comme précédemment, on pourrait placer la tangente 
à cet arc en Mo en déterminant le vecteur dérivé 


BP (20) = 14 64 (0) + g4 (0) À 


les dérivées des fonctions 5, et 4 pouvant s’obtenir en résolvant le système 
d'équations obtenues en dérivant les fonctions constantes x ++ f(x,4 (x) ,42(x)) 
etrn f(r,vi(z),#2(x)). On peut aussi remarquer que, + étant un arc ré- 
gulier tracé sur $7 ct S,, sa tangente en Mo est dans le plan tangent à 5, 
en Mu et qu’il en est de même en travaillant avec $,. La tangente à l’arc 
y = $,n$, en Mo est donc l’intersection des plans tangents à S,; et 5, 
en Mo. 
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18-3.4.4 Extrema liés 


Soit U un ouvert de R'et f : U — R une application de classe C!. On sait qu’un 
extremum local éventuel de f est à chercher parmi ses points critiques. On cherche 
à résoudre ici un autre type de problème : on veut maximiser (ou minimiser) la 
fonction (z1,...,z,) + f(x1,... ,x,) sous la contrainte g(x1,... ,x,) = 0. Plus 
précisément, on se donne une autre fonction numérique g de classe C! sur U, on 
considère ”l’hypersurface” 


So = (eu... ,2) EU g(x1,... ,74) = 0} 


{que l’on suppose non vide!) et on cherche les extrema locaux de la restriction 
Îls, de J à S,. Comme $, n’est pas un ouvert de R”, ces extrema locaux ne sont 
pas nécessairement des points critiques de f. Nous allons voir que, moyennant 
une hypothèse supplémentaire sur $£,, le calcul différentiel permet d'obtenir une 
condition nécessaire pour qu’un point Mo € S, soil extremum local de f sur 
Sg- 

On suppose que tout point Ms € S, est régulier, c’est-à-dire 


VMoE Sy dom #0 


Cela signifie qu’une au moins des dérivées partielles de g est non nulle en Mo, 
et, comme nous l'avons fait pour les courbes de R? ou les surfaces de R°, nous 
supposons sans nuire à la généralité que 

Ôg. 


ge (Mo) # 0 


Le théorème des fonctions implicites permet alors de décrire S, au voisinage de 
Mo(zŸ,.…. ,x%) comme étant le graphe d'une fonction 4 de classe C! définie au 
voisinage du point mo de R°-1 de coordonnées (19, ,2°) 


(rase. san) ms = pri, tn) 


Si fls, est extrémale en Mo, la fonction À de classe C! définie sur un voisinage 
ouvert de m9 


Rien ana)et fau smnnp(rn.. ani) 


est extrémale en mo, ce qui entraîne que mo est point critique de À : 


0= F7 (me) = FE Wo)+ 3e il 


= (Mo) X 3x 2 (mo) 


Le théorème des fonctions implicites donne 


ôg 
& CA 
ge (re) = — 9e (Mo) 
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et on obtient donc 


51 ëg 
Vi=ln-] ÿ & (Mo) =0 
Êta On 


ces égalités montrant que les vecteurs lignes 


of of %  % 
(Eee 20) a) à (98. 28) cat 


sont colinéaires. On en déduit la 


PROPOSITION 18-3.37 Avec les hypothèses qui précèdent, si M, € $, est 
extremum local de f|s,, alors 


FER dfm = XdgM 
Un point Mo vérifiant cette condition (nécessaire) est fort logiquement appelé 


point critique de f|s, (le cas À = 0 correspondrait à un point critique de f situé 
sur 55). 


EXEMPLE 18-3.38 Déterminer les extrema de la fonction f (x,y,2) = x+y+2 
sur la sphère unité $ de R° euclidien canonique. On prend ici 


glagz)= + +21 


Comme grad g(x, v,2) = 2(x,y,2) ne s'annule en aucun point de $, on peut 
appliquer ce qui précède : si Mo (to, Yo, 20) est extremnm local de fls 


grad f{æ,u,z) = (1,1,1) est colinéaire à (2, y, 2) 


: 3 . ; 

ce qui donner =y=2= 49 {on cherche des points sur la sphère!). Il y a donc 
deux points critiques pour f|s. Comme souvent, c'est un argument de compacité 
qui assure que ces points critiques sont effectivement des extrema : la fonction 
numérique continue f atteint son maximum et son minimum sur le compact $ 


m1 (2) = V3 alors que min J = V3 


Rernarquons que le recours au calcul différentiel n’était pas indispensable ici : 
par inégalité de Schwarz 


Lf'(esu,2) < VV a + +2 


avec égalité si ct seulement si les vecteurs (1,1,1) et (x, y, 2) sont colinéaires. 
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EXEMPLE 18-3.39 Nous avons, au chapitre 14, montré qu’un endomorphisme 
auto-adjoint u d’un espace vectoriel euclidien E, était diagonalisable dans nne 
base orthonormale, le point crucial de la démonstration étant l'existence d’une 
valeur propre (réelle!) pour u. Nous avons donné une démonstration matricielle 
de ce résultat, en utilisant en fait la structure hermitienne canonique de C". 

Voici une démonstration basée sur un résultat d'optimisation : sur la sphère 
unité de E,, montrer que f : x ++ (u(x),æ) atteint son maximum en un point 
æo. Montrer que 


VREE, df, (A) = 2{u(x0).4) 


et en déduire qu’un point de la sphère où f atteint son maximum est un vecteur 
propre de u. 


EXERCICE 18-3.40 Dans le cas n = 2, eu travaillant avec les "lignes de niveau” de f 
définies pour & € R par 


= (M(sy) EUl Fa) =k} 
et avec la courbe 
V0 = Sa = {M (2,y) EU | g(r,y) = 0} 
donner une interprétation géométrique de la condition 
JACR dfm = Adgm 
nécessaire pour que Mo soit point critique de f|s,. Expliquer. 


EXERCICE 18-3.41 Cas de p contraintes ”indépendantes”. 

On se donne toujours f : U —R {v1,...,2n) ++ f(æ1,...,æh) ct p applications 
de classe C! (g')ic;e, de U dans R, avec p < n. On cherche cette fois à optimiser f 
sous les contraintes 


gere. sen) = 0 


gau..,2n) = 0 


On cherche donc les extrema locaux de fs inss.ns,. On suppose bien entendu 
Sn NS NS D, et on suppose de plus que tout point Mo € Si NS,2---N Sur 
est régulier, c'est-à-dire que 


rang (ah, PE 47) =p 


En utilisant le théorème des fonctions implicites, montrer qu'au voisinage de Mo, l'en- 
semble S1 NS: NS peut. être paramétré de manière C! à l'aide de n — p variables 
réelles. En déduire que l'ensemble des vecteurs dérivés en { = © pour les arcs C! 
tr3 M (t} tracés sur Si N Se - NN Sp vérifiant M (0) = Mo est un espace vectoriel de 
dimension n — p, qui n’est autre que 


p 
A rer dir, 


i=1 
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intersection de p hyperplans indépendants). Si Ao est un extremum local de la fonction 
fisuns,p-ns, montrer que, pour un tel arc paramétré, 


dfe (P (0)) = 0 
En déduire que 
La & 
(ker deb, © ker do 
ii 
et en déduire qu'il existe des réels (Ai), <<, (appelés ”multiplicateurs de Lagrange”) 
tels que 
5 PF 
dfés = Ÿ[ Mddin 
Et 


On obtient ainsi une condition nécessaire pour que M soit extremum de f sous les 
contraintes g; = 0. 


EXERCICE 18-3.42 (application de l'exercice précédent). Soit E,, un espace euclidien 
de dimension orienté. On définit l'application 


LE R (2...,2n) [m1 ,#n] (produit mixte des vecteurs z;} 
En utilisant le calcul différentiel, trouver le maximum de f sous les contraintes 
af = = (nl = 1 


Retrouver ce résultat par un raisonnement géométrique (voir exercice 14-4.2). En 
déduire l'inégalité dite d’Hadamard 
pour A= (a) € MAR) Jdet A < [T (£«) 
er 


et étudier le cas de l'égalité. 


18-3.5 Exercice : caractérisation des fonctions ho- 
mogènes 
DÉFINITION 18-3.43 Soit C un ouvert de R” stable par les homothéties de 
rapports strictement positifs (on dit que C est un cône ouvert). Si a € R, une 
application 
SECDR =... mn) fais... an) 


est dite {positivement} homogène de degré « si et seulement si 


VzeC Vi>0 fltr)= fltris.. tan) = #"f() 


18-4 Exercices 859 


Montrer qu’une application f : € + R de classe C! est positivement homogène 
de degré a si et seulement si elle vérifie l’identité d'Euler 


VaxEC df(z)=af(a) 


ce qui pent s'écrire également 
= 
Vie. ,ë) EC Dage Gu sa) = a fan. sn) 


Indication : Si f € C'(C,R) est positivement homogène, dériver la fonction 
RT3tr fém,...,trn) 

pour x = (z1,...,2,) fixé dans C. Réciproquement, si f vérifie l'identité d’Euler, 

considérer l'application g définie sur ]0, +oo[ par y (t) = 1" f(tan,… ,fæu), avec 

(m1, ,2) € C. 

18-4 Exercices 


EXERCICE 18-4.1 Etudier la différentiabilité de la fonction définie par 


_ 
f(&,y) = >» Cr nn {x et y réels strictement positifs) 


EXERCICE 18-4.2 Soit 4 une fonction de classe C? de R dans R, et l'espace vectoriel 
= C%([a, 6], R) normé par la norme de la convergence uniforme. On définit ® : E —>R 
par 


+ 
en [evo 
Etudier la différentiabilité de ®. 


EXERCICE 18-4.3 Soit N € {N, Ni, V2} une des normes usuelles sur R°. Etudier 
l'ensemble des points de R" où N est différentiable et expliciter 4N. 


EXERCICE 18-4.4 Exemples d'utilisation de changements de variables : 


1. Trouver f € C'{R, R) telle que #{r,y) = 1) soit harmonique dans R?. 
2. Même question avec F{x1,...,2n) — f(x? +-:.+x2) sur R". 

2 o? 
3. Résoudre —+ CR ca TT + “el = 22 + Dry + y? 


07? ‘Orôy y 


20f &f AU of 
é es x) 
4. Résoudre : 2/75 — 75 = 2e 19 


9f Le +W y 


à EP sur {r >0,y > 0} 


5. Résoudre : Lu 
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6. Trouver les fonctions f € C'{R? — {(0,0)}, C) telles que «2 = sl - = kf où 
z 


ke C est une constante arbitraire. 


EXERCICE 18-4.5 Soit N une norme sur R° telle que x +> N?(x) soit de classe C? sur 
R”. Montrer que W est une norme euclidienne. 


EXERCICE 18-4.6 Soit U un ouvert convexe de R" contenant 0 et f : U —+R de classe 
C® telle que f(0) = 0, toutes les dérivées partielles de f d'ordre inférieur ou égal à 
P- 1 étant nulles en 0. Montrer qu’il existe des applications u., € C®{U, R) telles que 


Vr EU f(r}= SI uofe)aft 20" 


lel=p 


oùz={z1,...,rn) et a = (ar,..., an) € N°. On note [al = a1+-..+@. 


EXERCICE 18-4.7 Soit f de classe C2 d’un ouvert U de R? dans R. On suppose que 
f présente un minimum local en (x0,1%0) € U. Montrer que Af{zo,%o) > 0. Soit 
D={(e,y) eR°|z2+%7 < 1} et f continue : D — R de classe C? sur l'intérieur de 
D et harmonique dans ce domaine. Montrer que, si f est nulle sur la frontière de D, 
alors f est identiquement nulle sur D. (On pourra considérer, pour € > 0, la fonction 
gta, y) = f(x, v) + (x? + y? — 1) et utiliser le résultat précédent). 


EXERCICE 18-4.8 Soit n € N. 
e Trouver g € C?(J0, rf, C) avec sin Es (ein 09 e)= = n?g(6). 
e Soit f € C'(Rx]0, r(, C) telle que 
VB el, rl f(e,6) est 27- périodique 


Ce +sin— B (ain oùl) - 0 en tout point (4,6) € Rx]O, x[ 
2 96°" 00 raies ÿ 


Montrer que, si on suppose f bornée, alors f est constante. 
EXERCICE 18-4.9 Soit f : R—> R de classe C! vérifiant Ke R ]f{#)| < k < 1. On 


définit F : R? — R? par F(e,2) = (x — f{u),u - f(x)}. Montrer que F est un C!- 
difféomorphisme de R? dans R°. 


EXERCICE 18-4.10 U un ouvert convexe d'un evn E et f : U — R convexe. On 
suppose que f est différentiable en un point a € U, où la différentielle df, est nulle. 
Montrer que f présente un minimum absolu en a. 


EXERCICE 18-4.11 Soit w:R — M,(C) de classe C* telle que, pour tout 4 € R w{t) 
ait n valeurs propres simples. Montrer que tout to € R possède un voisiuage sur lequel 
on peut définir une fonction t => (X1(£),..., Xn(t}) de classe C* définissant une base de 
vecteurs propres de w{t). (Considérer le polynôme caractéristique de 4(t} et appliquer 
le théorème des fonctions implicites). 


EXERCICE 18-4.12 Sur le cercle unité du plan euclidien rapporté à un repère ortho- 
normé on considère trois points 4, B et C. A quelle condition le périmètre du triangle 
ABC est-il maximum ? Même question avec quatre points. 
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EXERCICE 18-4.13 Dans un plan affine euclidien, on considère un triangle d'intérieur 
U et de côtés D1, D et Da. Pour M € U on pose 


(M) = d(M, Pi)d(M, D:)d{M, Ds) 


Montrer que dans un repère du plan f est polynomiale et atteint sur U un maximum. 
Montrer que ce maximum est unique et indiquer le point où il est atteint. 


EXERCICE 18-4.14 Si 4, B,C sont les sommets d’un triangle du plan euclidien P, 
pour M € P on pose 
g(M) = MA+MB + MC 


1. Montrer que f admet un minimum, mais qu’il ne peut être atteint en un point 
extérieur au triangle. 


: 3 22 
2. Montrer que, si les trois angles du triangle ont une mesure < +, il existe dans 
l'intérieur de U un unique point où ce minimum est atteint. 


: 2 : 
3. Si l’un des angles est de mesure > + vérifier que c’est au sommet de cet angle 
que le minimum est atteint. 


EXERCICE 18-4.15 Si les côtés d’un triangle ont pour longueur a,b et c et sa surface 
vaut $, montrer que 
N 


S< Lu+e +e) 


5 < A{uno 


avec égalité ssi le triangle est équilatéral. 


» 
EXERCICE 18-4.16 Les a; sont des réels > O avec D a; = 1. Montrer que 


Ain 


[lat - «) <e- 
i=i 


EXERCICE 18-4.17 Montrer que toute fonction de classe C® sur (R°+)? vérifiant 


of ef. 167f 
207 293 
z 3x? + Va +y Ed 


est somme de deux fonctions homogènes de degrés à préciser. 
EXERCICE 18-4.18 On note E l'ensemble des fonctions f vérifiant les conditions : 


G) est continue : [0,7] x (0, +oo[-—+R 
(üi} fest C? sur J0,n[x]0, +oof 

“es af of 
fi) _V {x,t} €]0, 7{x)0, +oof almt)= % 
(iv) Pourt>0 f(0,t)= f(rit)=0 

() Vzelx] lim (2,5 =0 


(at) 


1. Quels sont les éléments non nuls de E de la forine (æ,t) > g(x)h(t)? 
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2. Développer en série de Fourier la fonction 4 impaire, 2#-périodique qui coïncide 
avec ze fr — +) sur [0,7]. : 


3. En déduire une fonction f € E telle que Vx € [0, x] on ait f(x,0) = z(x - x). 
EXERCICE 18-4.19 Soit f de classe C! de R" dans lui même vérifiant 
VayeRr  [/(z)- (2 lle - ll 


Montrer que f est un C!-difféomorphisme de R” dans lui-même. 


EXERCICE 18-4.20 Montrer que pour |f| < E l'équation 


sin(tz) + cos(tz) = x 


admet une unique solution x = 4{t). Montrer que & est C® et en donner un dévelop 
pement limité à l'ordre 3 en 0. 


EXERCICE 18-4.21 Trouver les fonctions de classe €? de (R**)? dans R vérifiant 


(On pourra utiliser le changement de variables ry = u; È =). 


Chapitre 19 


Equations différentielles 


19-1 Equations linéaires 


19-1.1 Etude générale 
19-1.1.1 Définition 


Dans toute cette section, (IE, || |) est un espace normé complet. Ce sera souvent 
R ou € (les équations considérées seront alors dites "scalaires”}, ou un espace de 
dimension finie. 


DÉFINITION 19-1.1 On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre 
toute équation de la forme 


CE) #/(0 = a (0) +60) 
(qu’on notera souvent en abrégé x’ = ax +b) où 


a: 1+£&(E) tal) 
b: IE Le b(t) 


sont deux fonctions continues définies sur un intervalle de R {non réduit à un 
point), l’espace Le (E) étant muni de la norme! des endomorphismes continus sur 


E. 


1Ou de toute autre norme si E est de dimension finie. 
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DÉFINITION 19-1.2 Une solution de l'équation (E) est une application déri- 
vable y: 1  E vérifiant 


VEET y{t)= a(t)(u()) + b(E) 


Pour simplifier un peu les notations, on écrira dans ce qui suit a(t)y(t) le 
vecteur de E image de y{t) par l'endomorphisme a (t). 

Dans le cas (le plus fréquent pour nous) où l'espace E est de dimension p, et 
est rapporté à une base B = (e;), <<, l'endomorphisme a (f) peut être représenté 
par sa matrice À({) € M, (K) avec K = R ou € 

A()= (ai (higigr 
1$i< 
et là continuité de l'application t ++ a(t) € L.(E) = £(E) se traduit évidemment 
par la continuité des p? applications t+> a; (t) de 7 dans K De même, le vecteur 
b(t) est repéré par la colonne de ses coordonnées dans B 


bi (t) 
B{t)= ! € K 
bp) 
soit p applications continues 7 3 t-+b;(t) € K. L'équation (Æ) s'écrit alors, si 
aa (#) 
X(O= | : 
æp(t) 


cst la colonne des coordonnées (fonctions dérivables de la variable ) du vecteur 
’inconnu” x (t) dans B, 


X'(1)=A(X()+B(t) 
ai(t}=an(than(t) +. +e;(t)}z;(t) + +an(t) 2 (#) + ba (t) 


84 sf)=a(n(t)+.+as(f)a;(t) ++ (t)z (8) +bi(t) 


2,() = anft}e (t)+ ee + api (#) a CE) 4 ee + app (2) 2p (8) + bp (E) 


ce qui se présente donc comme un système de p équations différentielles scalaires 
du premier ordre, à p fonctions inconnues (tr>x;({));cc,. Le cas p = 1 est 
évidemment important, et l'équation s'écrit alors 


a(t)= a(t)z(t)+b(f) avec a,be C°(I,K) 


PROPOSITION 19-1.3 Toute fonction 7 > t > y(t) solution de (F) est dans 
C'(LE). 


Démonstration : Par hypothèse y est dérivable sur 7 et 


VEEI y'(0 = a(t}y(e) + b(t) 
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y/ est donc une fonction continue sur I (V’application # ++ a{t)y(t) est 
continue, comme composée de l’application / -+ L.(E) XE définie par 
tH (a(t},y(t)} et de l'application bilinéaire continue £, (E) xXE — E 
définie par (u,z)r-+uz=u(z)). 0 
De même, si a € CP (1, £.(E)) et b € CP(I,E), toute solution de (E) est de classe 
Crtl sur L. 


19-1.12 Théorème de Cauchy 


Par un procédé d’approximations successives, nous allons prouver l’existence et 
l’unicité d’une solution de (E) pour une ”condition initiale” donnée. Pour les 
besoins de la démonstration, nous allons d’abord transformer (E) en une équation 
intégrale? équivalente (essentiellement parce qu’une opération d'intégration sur 
un segment se comporte bien par rapport à la norme de la convergence uniforme, 
ce qui n’est pas le cas pour la dérivation). 


LEMME 19-14 On considère l'équation linéaire 
(E) z'=az+b 


sur un intervalle ! de R et soient (40, yo) € { x E. Une application y : / + E 
vérifiant y ({o) = y est solution de (E) si et seulement si y est continue sur 
Let si 


12 
(ED VIEL nt = + | latuoy(n + bu] du 


Démonstration : Si y est solution de (E) elle est de classe C! sur 
Let vérifie donc 


Vie vt=ut)= [ut du ['ieto(u) +601 du 


ce qui prouve la nécessité de (E1). Réciproquernent, si y € C°(1,E), 
l'application définie par u ++ a(u)y(u) + b(u) est continue sur Z, 
donc intégrable sur tout segment inclus dans 1. Si y vérifie (E;), 
on a évidemment y{to) = wo, et £ > y(t} est dans C'(J,E), comme 
intégrale d'une fonction continue dépendant d’une de ses bornes. On 
a alors 


VtEI y'(t)= a(t}y(t) +b(t) 
ce qui montre que y est solution de (E). M 


THÉORÈME 19-1.5 Si a € C°(1,£,(E)) et b € C°(1,E). pour tout couple 
(fo, yo) € 1 x E, l'équation différentielle 


(E) z'(t)=aft)z(t)+b(t) 
possède une seule solution y € C! (ZE) vérifiant la condition initiale 
y (to) = 40 


2On utilise donc le fait que (£, || {|) est complet. 
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Démonstration : On montre que l'équation (E;) possède une unique 
solution y € C°(1,E). Pour prouver l'existence, nous utilisons un pro- 
cédé itératif, en construisant une suite de fonctions continues sur 7, 
qui va converger uniformément sur tout segment inclus dans { vers une 
fonction solution de (E,). Pour cela, définissons la fonction z0 : + E 
par 


VIEI z2oft}=%0 


Cette fonction est évidemment continue sur /. Pour n € N, si on 
suppose connue la fonction z, € C°(1,E), définissons zay : { + E 
par 


VIET zut) =w+ / Latu) 2, (u) + b(u)] du 


{intégrale d’une fonction continue sur un segment). La fonction 2,41 
est alors évidemment continue (et même de classe C1) sur Z. On a ainsi 
défini, par récurrence, une suite de fonctions (z:),.n continues sur . 
Montrons que cette suite converge simplement sur ?, avec convergence 
uniforme sur tout segment inclus dans {. Pour cela, considérons la 
série télescopique associée, de terme général 


un (€) = 2n41 (t) — Zn (€) 


et montrons que cette série converge normalement sur tout segment 
inclus dans 7. Si K est un segment inclus dans /, considérons Ko le 
plus petit segment inclus dans { contenant à la fois K et £. Comme 
te a(t) est continue, cette fonction est bornée sur Ko (Le (IE) est 
muni de la norme des endomorphismes continus de (E, || ||}) et 


3M>0 VucKo lja(u)l < M 
Pourte],ona 
Wag1 (8) = 2n42 (4) — Zn (t) 

: ‘ 

= flatu)(anes (a) 28 (0) du = fa tua ça du 
t 
d’après la relation de récurrence définissant la suite (z,)},cK- La fonc- 
tion w étant continue sur Z, on peut également trouver un récl N > Q 
tel que 
Vue Ko Iwo(u)] AN 


On a alors 


VLE Ko lu (OI < 


+ 
[vecu Go du 


< 


[ 
[te eocunt du 


< MN to| 
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puisque le segment d'intégration est inclus dans Ko avec 
Vue Ko Ile(u)wo(u)ll < Ita (u)] Ieo (Il < MN 
On en déduit 


VEE Ko Ijoz(t}l < [/ Île (u)I lus (ur) du 


24 14 
PL tol 


s 2 


t 
Î MEN [u — to! du 


to 


et, par récurrence sur ñ, on obtient 


VIE Ko fe (O< NES < FM 


où L est la longueur du segment Ko. Cette inégalilé prouve la conver- 
gence normale sur K° (et donc sur Æ°) de la série de fonctions de terme 
général w, (t), donc la convergence uniforme de la suite de fonctions 
Zn, puisque 

n=t 

VII ft) = yo + un (t) 

4=0 

La fonction y définie sur Z par 
v(E)= lim 2 (0) 


est donc continue sur { (limite d’une suite de fonctions continues avec 
convergence uniforme locale). De plus, si K © J est un segment, 


l'inégalité 


VueK [la(u)z(u)—a(u)y(u)]] < lle (u)llIIzx (ue) — y(u)|l 
< sup le (u)]l x Ir — vx 


montre que la suite (az: + b),en converge uniformément sur K° vers 
la fonction (ay + b). Sit € K, en passant à la limite dans l'égalité 


t 
Vn EN zou (#) = vo + J° alu 2x (2) + bu) du 
t 
on obtient 
‘ 
VO = uw+ fl (un) + 6 du 

a 
ce qui montre que y vérifie (Er). L'unicité se prouve par une technique 
analogue : si y et z sont deux solutions de (E3), la fonction ô = y z 
vérifie 


vtel 50= [aus du 
to 
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Avec les mêmes notations que précédemment, si on note 
No = sup |lé(u) 
uEAo 


(qui existe puisque 6 est continue sur le segment Ko), on montre par 
récurrence que 


ol)" 


VnEN Vite ko |6(< NUE 


ce qui donne 6 {{) = Op pour tout t, et montre que y = z. 


REMARQUE 19-1.6 Si J est un sous-intervalle de 7 (non réduit à un point), 
le théorème de Cauchy montre qu’une fonction z de classe €! de J dans E qui 
vérifie (Æ) sur J, c'est à dire 
VteJ z'(t)=a(t)z(t)+b(t) 

se prolonge de manière unique en une solution y sur Z : il suffit en effet de 
fixer to € J et de prendre yo = z(to). le théorème précédent assure l’existence 
d’unc solution y sur / vérifiant cette condition initiale. Sa restriction à J est 
évidemment solution de (E) sur J, et vérifiant la même condition initiale que 
2 est égale à z (théorème de Cauchy appliqué à l’équation sur J). On à donc 
yls = z et y prolonge bien z. 


19-1.1.3 Equation homogène : espace des solutions 


Pourquoi l'équation (E) est-elle qualifiée de linéaire? C'est parce qu’on peut 
l’interpréter en termes de morphisme et d'espaces vectoriels : si les fonctions 
a e C°(I,L.(E)) et b € C° (1,1) sont données, l'application 


D:C'(LE)—C(LE) zm2z=(x) 
définie par 
VtEI zft)=2(t)—a(t}z(t) 
est évidemment linéaire, et résoudre (E}, c'est résoudre l’équation linéaire 
Sr)=6 

Le théorème de Cauchy montre en particulier la surjectivité de &. L'ensemble des 
solutions de (£) est donc un sous-espace affine de C! (/,E), dont la direction est 
le noyau de ®, c’est à dire l’ensemble des solutions de l” équation homogène 
associée à {E), dite aussi équation ”sans second membre” 

(En): d{r)=0 4 xt) = a(t)z(4) 
Si on connaît une solution z1 particulière” de (E), toute autre solution s’en 
déduira facilement si on connaît les solutions de (Ex), puisque 

+ solution de (E) + x € x1 + kerd 


On s'intéresse donc dans cette section à la structure de l’ensemble $x des solutions 
de (Ex). 
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THÉORÈME 19-1.7 L'ensemble des solutions de l'équation homogène est 
un sous-espace vectoriel de C!(7,E) isomorphe à E : si { est un point 
arbitrairement fixé dans /, la fonction d'évaluation en to 


Ph: SH—E x x(to) 


est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En particulier, si l'espace E est 
de dimension finie 


dimSy = dimE 


Démonstration : Le théorème de Cauchy appliqué à l'équation 
(En) montre que, pour tout ro € E, il existe un seul élément z de 
Sr vérifiant x (to) = 20. L'application ,, (évidemment linéaire) est 
done un isomorphisme de Sy = ker® dans E. 


REMARQUE 19-1.8 Cet isomorphisme est souvent un moyen commode de dé- 
crire l’évolution ?temporelle” d'une solution + ++ z{t) de (Ex) en ayant une 
vision "photographique instantanée” de la trajectoire (voire "stroboscopique” si 
des phénomènes périodiques sont en jeu) : si une solution de (Ex) passe à l'ins- 
tant to € 7 par la position xo, quelle sera sa position #1 à un instant {1 > to (ou 
quelle était sa position à cet instant si {1 < fo)? Le théorème précédent montre 
que la correspondance 


Rtoth)'E+E zmzm 


est d’abord parfaitement définieÿ, et est un isomorphisme d'espace vectoriel. Avec 
les notations précédentes 


Rwti) = Pa 96%! 


La définition même de cette correspondance (ou, de manière plus algébrique, 
l'égalité précédente) montre que, pour 4o, 1 et #2 € Î, 


Rltuto) = [RGot)]7! et R(tot:) = R(titr)o R(Éot:} 


Une conséquence fondamentale du théorème précédent est que l’indépendance 
d’une famille de solutions de (Ex) peut se lire à un instant to arbitraire : 


COROLLAIRE 19-1.9 Si z,,...,z, sont p solutions de l'équation (Ex), elles 
sont indépendantes dans l’espace Sy (ou, de manière équivalente, dans 
C! (1,E)) si et seulement s'il existe { dans J tel que 


(æi(to)hcics est une famille Kbre de E 


Si to existe tel que (zi(to)),<;<, soient indépendants, tous les points de / 
vérifient cette propriété. 


SEn d’autres termes, un système (mécanique par exemple) régi par une équation différentielle 
linéaire est déterministe : son état à l'instant to détermine entièrement son évolution ultérieure. 
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to 


Figure 19.1 — Evolution d’une solution de x’ = ax 


Démonstration : Si lo existe, l’indépendance des solutions (z;), <<, 
en découle immédiatement, puisqu’une relation de liaison entre elles 
donnerait 


» p 
VIET D Mri(t) = 0e = D imi(to) = 0e + Vi À =0 
isi ist 
Le corollaire trouve donc son intérêt dans l'implication réciproque : 
si (mhg est une famille libre, alors pour tout & de 7 la famille 
(Co Gide est libre, comme image d’une famille libre par un iso- 
morphisme d'espace vectoriel. I 
De même, si (z;),<, est une famille de solutions de (Ex) vérifiant à 
un instant {5 une relation de liaison 


Ds (to) = 0e 
EE à 


on aura, pour tout { dans 7 


Dit) = 0% 


2 
puisque la fonction # = Ÿ  Àx; est solution de (Ex) vérifiant la condition initiale 


jai 
æ (to) = 0 et est donc la solution identiquement nulle (unicité de la solution 
d’après le théorème de Cauchy). 
Ainsi, les fonctions x1 et 42 € C'(R, R?) définies par 
VIER mt}={(1,t) et æ2(t) = (2,2#) 
sont clairement indépendantes, mais ne peuvent être solutions d’une même équa- 


tion différentielle linéaire homogène, puisque les vecteurs ri (1) et x2 (1) sont 
liés. 
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19-1.1.4 Dimension finie : système fondamental de solutions 


Lorsque E = E, est de dimension finie n (ce que nous supposerons dans cette 
section), l’espace vectoriel Sy est également de dimension n. 


DÉFINITION 19-1.10 On appelle système fondamental de solutions de l’équa- 
tion homogène (Ex) toute base de l’espace vectoriel des solutions Sn. 


Si (zihige est un système fondamental de solutions, toute solution z € Sx 
s'écrit (de manière unique) comme combinaison linéaire de (z;),;<, : 


Fam eR VIET a(t}=Y(t) 
1 
Le corollaire 19-1.9 montre qu’une famille (x:},<;<, de solutions de (Ex) est 
un système fondamental de solutions si et seulement s’il existe to € 1 tel que 
Br = (ri(to)higie, est une base de E, 
Lorsque cette propriété est vérifiée, on a 


VIEIL Be (rithhiese, est une base de E, 


1gign 


et une fonction ? 5 t + rt) € Æ, est solution de (Ex) si et seulement si les 
cordonnées du vecteur (”variable”) x ({} sont constantes dans la base (”mobile”) 


Be. 


DÉFINITION 19-1.11 Soit B une base firée de E,. Si (riigign Sont n solutions 
de (En), on appelle wronskien de ces solutions dans la base B l'application 


W:1—K te W(t)=dety(zi(t),... tn (t)) 
On à alors deux possibilités qui s’excluent mutuellement : 


e Ilexiste {o € J avec W (io) # 0. Les (mi), <<, forment alors un système fon- 
damental de solutions de (Ey), et pour tout t € 1 le déterminant wronskien 
W (4) est non nul. 


 Ilexiste {9 € 1 avec W(to) = 0. Les vecteurs (x: (to)}.c;<, vérifient alors 
une relation de liaison non triviale, qui est aussi vérifiée pour tout £ par la 
famille (zi(t)}ies. On a doncVtef W(t)=0. 


PROPOSITION 19-1.12 (Formule de Liouville) Si (z;) 
de solutions de l'équation homogène 


(En) #(t)=a(t}z (0) 


et si W est leur wronskien dans une base de E,,, on a 


est une famille 


1gign 


Vttoel W(t)=W (to)exp (['waceta tu) 2) 
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Démonstration : Si (zihgie, est liée, la fonction W est identique- 
ment nulle, et l'égalité à démontrer est évidente. On suppose donc 
que (hic est un système fondamental de solutions, et donc 


VLET Bi=(rifthhige est une base de E, 
La fonction W définie par 
VLEI W(t)=dete(ai(t),... an (t)) 
est clairement de classe C! sur 1, de dérivée 


W(E) = ŸÙ detn (x (4), 2 (t),.. sœn (t)) = 


#1 
D detu (a (#),. sa (Has (E),. san (#)) 
i=1 
La formule de changement de bases pour les déterminants donne alors 
W'(4)= D dete, (rit)... ,a(t}æi(t),…. ,æn (#)) x dets (Be) 
i=1 


soit finalement 


W'(1 = DE (mi(t),.. a(t)æ(t),. 20) #0 


Si (au; (£)} est la matrice de a (t) dans la base B,, on à 


z (0 = DE )ær() 


ce qui donne facilement 
deg, (en (#)se. se (E) a (8) sn (E)) = ant) 
et finalement 


W'(t)= (E «) W{t)= (trace a(t)})W (4) 


i=1 


En dérivant la fonction 


te W(t)exp (- [ trace(a(u)) à) 


on vérifie aisément qu'elle est constante sur {, el comme elle vaut 
W (lo) en to, on obtient la formule de Liouville. 


REMARQUE 19-1.13 Avec l'interprétation géométrique du déterminant évo- 
quée dans le chapitre sur les espaces euclidiens, W (t) est considéré comme le 
volume de l’hyper-parallélépipède construit sur les vecteurs de B,, et on voit 
comment il évolue avec t. En particulier, si la trace de a est négative sur 7, ce 
volume est une fonction décroissante. On parlera de ”contraction des volumes” 
au long des trajectoires des solutions de (Ex). 
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19-1.15 Dimension 1 : équations scalaires 


On étudie ici le cas où l'espace E, est égal au corps K  L’équation (£} s'écrit 
alors 


(E):z'=ar+b avec a,beC°(I,K) 


Dans ce cas, il est possible d'expliciter les solutions de (Ex) et de (E) à l’aide 
d’intégrales : 


e Résolution de l’équation sans second membre : 


La méthode a été vue pour le calcul du wronskien dans la section précédente. Si 
z € C'(I,K) et fo € F, on considère la fonction y définie par 


1 
VLEI y(t}=z(thexp (-/ a(u) 7) 
to 
On a alors facilement 
z solution de (En) VHE1 y'(t)=0 


PROPOSITION 19-1.14 Si to est un point quelconque de !, les solutions de 
l'équation (Er) : z' = ax avec a € C°(I,K) sont de la forme 


z(t)= Cp flat a) 


avec C € K constante arbitraire, 


REMARQUE 19-1.15 On retrouve ainsi le fait que Sx est un K-ev de dimension 
1. Une utilisation précise du théorème de Cauchy permet d’ailleurs de justifier 
la méthode de ”séparation des variables” qu’on peut utiliser pour retrouver la 
formule précédente lorsque K = R. Sans justification, la suite d’équivalences 


Perses sue = fat due 210 = ztu)ern ( flat a) 


z æ (to) 


n’est pas correcte (on divise par une fonction qui peut s’annuler, on prend le 
logarithme d'une fonction dont on n'a pas contrôlé le signe) mais 2 l'avantage de 
donner un résultat correct. On pourra justifier cette démarche en faisant précéder 
le ”raisonnement” précédent par un argument du type : 

1) Une solution de {£x) qui s'annule en un point est la solution identiquement 
nulle, d’après le théorème de Cauchy. 

2} Si x est une solution non identiquement nulle, £r> HO) est strictement 


z (to) 
positive, d’après le théorème des valeurs intermédiaires. 


EXERCICE 19-1.16 Résoudre sur R l'équation différentielle 


(+ i)a/(t) = 2 (#) 
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+ Résolution de l’équation avec second membre : 


C’est la méthode de variation de la constante, dont nous verrons la généralisation 
dans la section qui suit. On utilise le même changement de fonction inconnue que 
pour l'équation homogène, en cherchant la solution de (E) sous la forme 


20 = C (eme ( flat) a) 


avec C € C'(1,K), puisque toute fonction + € C!(1,K) peut s’écrire sous cette 
forme, la fonction C'(t) étant simplement définie par 


C{t)=z(t)exp (- [<e a) 


En reportant cette expression de z dans l'équation (E), on obtient 


VIEI c'0=00e (- fat a) 


(] 


ce qui donne 


vVtel cw=cuos [ (tee (- flat &)) du 


et permet d'obtenir facilement : 


THÉORÈME 19-1.17 Soient J un intervalle de R, a,b € C°(1,K) et un 
couple (to,x0) € 1 x K. L’unique solution de 


(E) 2'=az+b 


vérifiant la condition initiale z ({o) = 0 est donnée par 


1 
z(t)= (x+ Î u)e-#du) et 
40 


où À :7— K est donnée par 


4 
A(t)= Î a(v) du 
to 
REMARQUE 19-118 Cas des équations ”non résolues en z’({}” : 
Si on étudie une équation de la forme 


VIET œtt)z(t)+b(t)x(t}+ a (t) =0 


où &, b1 et © sont trois fonctions continues d’un intervalle 7 dans K, les résultats 
qui précèdent s’appliqueront en restriction à tout sous-intervalle J C { sur 
lequel la fonction a, ne s’annule pas. ln effet, sur un tel J, l'équation peut 
s'écrire 


VtEJ 2(t)=a(t)}r(t}+b(t) 
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où a et b sont les fonctions (continues sur J) définies par 


bé) __at) 
abs et O=-7 


Le théorème de Cauchy montre alors que, sur cet intervalle, l’ensemble des solu- 
tions de l'équation est un espace vectoriel de dimension 1. Ce résultat peut être 
en défaut sur l'intervalle I. Par exemple, les solutions sur J0, +co[ de l’équation 


ta'(t)+z(t)=1 


sont les fonctions pour lesquelles la dérivée de £ ++ tx (L) est constante égale à 1. 
On a donc 


z solution sur ]0,+co{& 1€ constante Vi>0 tr(t)=1+C 
soit 


vi>0 r@=1+2 
On retrouve bien la structure d'espace affine de dimension 1. Sur un intervalle 
F contenant 0, le raisonnement précédent peut être reproduit, mais on a alors 
nécessairement C = 0, ce qui montre que l’équation n'a qu’une solution sur Z, et 
la conclusion du théorème de Cauchy n'est pas valable sur 7 si l’on choisit une 
condition initiale (tu, zo) avec to € Let ro # 1. 

De mène, on peut vérifier que l’équation 


tr'(t)—z(t)=0 
possède une infinité de solutions sur R qui s’annulent toutes en 0. 
EXERCICE 19-1.19 Résoudre dans ]-1, 1{, dans ]-00, —1[ et }1,+cc{ l'équation 
(8) (t)-tz(t)=1 
Les solutions dans ]-1, 1[ sont de la forme 


arcsin { + C1 


20 = 


et dans ]1,-+oo{ ou }-co, —1[ vérifient 


inft+ VE] + ca 
RUE — 


où C1 et C2 sont des constantes. Montrer que cette équation possède une nique 
solution de classe C} sur ]-1, +oo[. 


EXERCICE 19-1.20 Nous avons vu (exemple 11-3.56) comment on pouvait parfois 
obtenir le développement en série entière d’une fonction en utilisant une équation diffé- 
rentielle linéaire. À l'inverse, il est parfois possible de sommer certaines séries entières 
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par la même méthode : 
On considère la série entière 


Sa men EL a2n+t 


n=0 
Montrer que 


änpi _ n+1 
ün  2n+1 


et en déduire le rayon de convergence R de cette série entière. L'égalité précédente 
pouvant s'écrire 


oo 
VeeR fl<R= Ÿ[(n+t)as -{n+1)e])z 
= 


trouver une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiée sur ]—R, R[ par la 
somme de cette série. En déduire que 


4e 1 2 . 

ne 2aH — a 

bles TL Tnt pue 
REMARQUE 19-1.21 On évite parfois le recours à la méthode de variation des 


constantes, lorsqu'on trouve une solution évidente” de l'équation avec second 
membre. Par exemple, la constante 1 étant solution de 


(Œ):ta+r=l 
les solutions de (E) dans un intervalle ne contenant pas 0 sont de la forme 
e(t}=1+Get 


avec C constante arbitraire. 


19-1.1.6 Dimension finie : méthode de variation des constantes 


Lorsque l'espace E, est de dimension nr > 1, il n’existe pas de ’formule” générali- 
sant la proposition 19-1.14 permettant d'exprimer les solutions de (Ex) à l’aide 
d’intégrales qui feraient intervenir la fonction a € C°(1,£(E;)). La démonstra- 
tion du théorème de Cauchy donne un procédé d’approximation de ces solutions, 
mais ne donne pas ces dernières explicitement. 

Nous nous intéresserons donc ici à la généralisation de la méthode développée 
à la section précédente, en supposant connu un système fondamental de 
solutions de (Ex). Si (x; higign est une base de l’espace $7 des solutions de 
(Zn), toute solution de cette équation sans second membre” s'écrit 


D» Cixi avec (Cihigien € K" (constantes) 


Pour certaines équations, nous verrons des méthodes particulières d'obtention d’un tel 
système : notamment l’utilisation de séries entières et, pour les équations "à coefficients 
constants”, la notion d’exponentielle d’une matrice. 
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Toute fonction r € C!(7,E,) peut s'écrire de manière unique sous la forme 
n 
vie 2()=-Y Ga) (+) 
ii 


où (Ci (t}higien est simplement la famille des coordonnées du vecteur x (4) dans la 
base (”variable”) B, = (zi(t))c;es On définit ainsi a fonctions C; = 7 — K qui 
sont de classe C! : ceci peut se prouver en utilisant les formules de changement de 
bases. En eflet, si B = (e:), Ge, est une base fixe de E,, la fonction x € C'(LE,) 
peut se décomposer 


VIE z(t)=$ Xlt)e avec À €C'(1,K) 
é=] 


Sitel,si X(t) e G£, (K} est la matrice de passage de B à B,, ses coefficients 
sont fonctions de classe C! de la variable t. L'égalité 


Gt) A (1) 
= IX) 
(210) À () 


montre qu'il en est de même des fonctions (Ci)icigs… On peut donc dériver 
l'équation (+), et on obtient : 


vie 2(0= DICO s(0) + C0 2 (0) 


La fonction z est donc solution de (E) si et seulement si 
DUICE(E) 2 (8) + Ci(E) at (0) = 2'{t) 
i=l 


= a(t}r(t)+b(t) = a(t) ( C;() ET) +b(t) 


ii 


Comme z; est solution de (Ex), on a x! {t} = at) r;(t), ce qui simplifie légalité 
précédente en 


DCAOETOEUC) 
i=i 
système d'équations d'inconnues (C{(t}} gen; dont la solution est unique 
Vi C{(t)= aift) "coordonnée de b(t) dans B, 


Si À; est une primitive de la fonction (continue) a; sur f, on aura 


VIEIL Cift}= Alt)+ aveckek 
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et donc 


Vie MENT 20 + Aa (0 
i=1 


i=t 


ce qui est conforme à la structure d’espace affine de l’ensemble des solutions de 
(E). 


EXEMPLE 19-1.22 Résoudre’ le système d'équations scalaires réelles 


2 (D = (De (O + (2 D étaa (0) + 7 


a ()= (1e tei(t)+(1-t)z2(0) + ï 


(Æ): 


dans un intervalle 7 ne contenant ni Q ni 1. 
On travaille donc ici dans E; = R? rapporté à sa base canonique, avec le 


vecteur ’inconnu” 
- {at 
ro (8) 


On remarque que, en posant z (t} = etr2 (t), le système homogène associé à (Ex) 
équivaut à 


1(C)=(t-lar(t)+(2-t)z(t) 
(En { FO = SUR 


ce qui montre que la différence x, — z est constante, et si À est sa valeur, la 
première équation donne 


m(t)=mt)+A(t-2) 


Les solutions de cette équation s’obtiennent comme on l’a vu à la section précé- 
dente, ou en remarquant simplement que {+ X{1—t) est solution particulière 
de l'équation avec second membre. On à donc 


a (= A - 0 + ue 


ce qui donne z2{{) = e"tz(t) = e"t{ai(t)— À) = —Ate-t+ y, soit 


ne #1 € 
xw=-x( ee }æu( < ) 
On obtient le système fondamental de solutions 
‘ 


x@=(171) et x@=(1) 


SI1 s’agit évidemment d’un exemple "construit sur mesure”, pour lequel] on peut trouver un 
système fondamental de solutions de l’équation sans second membre. 
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On vérifie la formule de Liouville sur cet exemple : le wronskien de ces deux 
solutions dans la base canonique vaut 

t—1 et 
tert 1 


Il est constant puisque la matrice du système 


- L—1  (2-tjet 
AO (qe 1-4 
est de trace nulle. 


Les solutions de (E) pourront donc être cherchées sous la forme 
X(t)= Gt) At) + Colt) X2(t) avec Cret C2 EC! (LR) 


On obtient 


Ci CE) Xi (8) + CS (E) A2 (#) = B (1) = 


système d’inconnues Ci (£) et C; (£) qu’on peut résoudre par exemple en utilisant 
les déterminants 


5 € 1 1 = 
(++) et C,(D = - 


ce qui permet ensuite d'obtenir Ci (4) et C2 (+) 


Citt)=-Inlt(t—1)+a et Cit)=-2e "+8 
où « ct #f sont deux constantes.On obtient finalement 
a (= (= t}inlt(t-1)]-2+a(t-1)+ 8e 
zo(t) = te tInft(t-1)|-2e + aie {+8 
EXERCICE 19-1.23 Résoudre le système différentiel 


2 

Ai en 

a (t)=mit)+ir(t)+ter 
Pour résoudre l'équation homogène, on pourra remarquer que la matrice du système 
t —-1 
AU= ( 1. ) 

est une matrice de similitude directe, donc d'une transformation géométrique qui s’ex- 
prime simplement lorsqu'on passe en afixe complexe. On pourra donc poser 


208) = 2 () + ia (1) 
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19-1.2 Cas des équations à coefficients constants 


On étudie ici le cas particulier où l'application { ++ a(t) est constante : l’endo- 
morphisme a € £. (E) est indépendant de t et, dans le cas de la dimension finie, 
sa matrice À € M, (K) représentative dans une base de E, a tous ses coefficients 
constants. 


19-1.2.1 Résolution de l'équation homogène 


Rappelons le résultat obtenu à la section 9-6.3.3 


PROPOSITION 19-1.24 Si a € £.(E), les solutions (définies sur R) de 
l'équation différentielle homogène 


(En) z'=ar 
sont de la forme 
æ(t) = exp (ta) z 


où z€E est un vecteu: 
vérifiant la condition il 


bitraire. En particulier, l'unique solution de (£x) 
ale x (fo) = zo est donnée par 


z(t) = exp((£ — to) a) x0 


Rappelons que ce résultat a été obtenu par ”variation de la constante”, en 
montrant simplement qu’une fonction z € C!(IR,E) est solution de (Ey) si et 
seulement si la fonction t ++ y(t) = exp(-ta) x(t} est constante. La formule 
précédente montre aussi que, dans le cas particulier où E, = K° avec a identifié à 
sa matrice À dans la base canonique, les vecteurs colonnes de la matrice exp ({A) 
définissent n fonctions de R dans K” qui forment un système fondamental de 
solutions de (Ex). 


REMARQUE 19-1.25 Dans ce cas, pour to et 1 € R, les automorphismes 
(tort) gpnpers de E définis à la remarque 19-18 sont simplement donnés 
par 


Ro; t1) = exp{(ti — fa) a) 
et la propriété de composition de ces automorphismes s'écrit 
VS,LER exp((i+s)a)=— exp(ta)cxp (sa) 


De même, en dimension finie, la formule de Liouville (cf. proposition 19-1.12) 
peut alors se formuler, pour une base Bo = (ei), <<, quelconque de E, 


VIER dets, (exp(la) e,... ,exp(ta) e,) = det(exp{ta)) = e' “+ 


COROËLAIRE 19-1.26 Si x, est un vecteur propre de a pour une valeur 
propre }, la solution de (E7;) vérifiant la condition initiale z (to) = 20 est 
donnée par 


z(t)= ete, 
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Démonstration : On peut utiliser la formule de la proposition 
précédente ou, plus simplement, voir que la fonction r définie par 
z(#) = eM-0)r0 vérifie x (to) = 70 et 


z'(t)= de) 79 = a (eXt-%)xo) 
puisque zo est vecteur propre de & pour la valeur propre À. Æ 


Nous supposerons dans la suite de cette section que l’espace E = E, est de 
dimension finief. 


COROËELAIRE 19-1.27 Si F est un sous-espace vectoriel de E, stable par a, 
pour toute solution z de (£4) on a 


JLER :(H)CFSVIER (EF 
Démonstration : Si z(to) = 70 EF,ona 
VIER r(t}= exp((t— fo) a) zo 


et F étant stable par l'endomorphisme u = (t— to) a l'est aussi par 
exp{u). On peut aussi éviter le recours à l'expression exacte de la 
solution, en utilisant le théorème de Cauchy : si b € L(F) est l’endo- 
morphisme induit par a sur F, l'équation 


# = by 


possède une unique solution y € C! (R,F) vérifiant y (to) = zo. C’est 
clairement une solution de (Ex} vérifiant la même condition initiale 
que z, et elle est donc égale à +. I 


En d’autres termes, une solution de (Ex) qui prend une valeur dans l’espace 
F a sa trajectoire totalement incluse dans F. La donnée d’une condition initiale 
correspondant à un vecteur propre de a est évidemment un cas particulier de ce 
résultat (avec F droite vectorielle). 


COROLLAIRE 19-1.28 Si « € £(E;) est diagonalisable, et si Guiigien est 
une base de vecteurs propres pour les valeurs propres (};),.., (non néces- 
sairement distinctes deux à deux), la famille de fonctions (i) définies 
par 


agign 


ai(t) = etui 
forme un système fondamental de solutions de l'équation 


(Eu) 2'=0 


SCertains résultats subsistent en dimension infinie, notamment le corollaire 19-1.27 si on 
suppose le sous-espace F fermé. 
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Démonstration : C’est une famille de r solutions telle que la famille 
(mi (0)higien = (uihigien est une base de E,. Si un vecteur 20 € E, se 
décompose dans la base (u;),<;<, sous la forme 


n 
> Gti 
it 


la solution x vérifiant la condition initiale x (0) = xo sera alors donnée 
par 


To 


a 
VIER z(t)= ae tu 


1 


19-1.2.2 Etude en dimension 2 


Nous allons illustrer les résultats précédents dans le cas d’un espace vectoriel 
réel E; de dimension 2. On considère un endomorphisme a de E; et l'équation 
(En) : 7 = a%. Si on travaille dans une base Bo = (é1, €) quelconque de Ez, où 
a est représenté par une matrice À € M(R), (Eu) se traduira par le système 


oruraxte(49)-(:2)(18) 


Nous supposons a %# O4.) La discussion va se mener en étudiant d’abord 
le cas où a est diagonalisable (c’est à dire À est R-diagonalisable), puis le cas 
où À possède deux valeurs propres complexes conjuguées (distinctes!) et enfin 
le cas où « est trigonalisable (une valeur propre réelle double, a n'étant pas une 
homothétie). 


1. Cas où a est diagonalisable. 


Si (&, 2} est une base de vecteur propres de a pour les valeurs propres 
(sa), le cas À = À? = À 3 0 correspond au cas très particulier où a est 
une homothétie. Les solutions de (Ex) sont alors toutes de la forme 


ë(t) = "% 


et les trajectoires sont alors des demi-droites issues de l’origine (figure 19.2), 
(sauf pour la solution identiquement nulle dont la trajectoire est réduite à 
un point, correspondant à la condition initiale Z = 0e,). On dit que Pori- 
ginc est un point d'équilibre’ pour l'équation 7’ = a£. Pour ! + +0, toutes 
les solutions tendent vers Og, si À < 0, l'équilibre est alors dit (asymptoti- 
quemnent) stable. Lorsque À > 0 l'équilibre est instable, toutes les solutions 
{non nulles) vérifiant 


im IE = +00 


> pour toutes les équations différentielles linéaires homogènes. 
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Figure 19.2 — Cas où a est une homothétie À] = À2 > 0 


Nous considérons donc à présent le cas À 3 À, et nous pouvons supposer 
qu’au moins une des valeurs propres de a est strictement positive : en effet, 
siée Z(t) est une solution de # = aë, la fonction £ + 7(—t) est solution 
de # = (—-a)#. Les trajectoires sont les mêmes, seul le sens de parcours 
est inversé. On supposera donc À; > À avec À > 0. Les solutions de (Ex) 
sont toutes de la forme 


Mtz 


E(t) = ce ti + et 


Dans le plan rapporté à un repère (O, di, 2), le point M (t) vérifiant l'éga- 
lité OM (+) = Æ(t) a donc pour coordonnées 
(at) = ae 
VHC CS 


Les axes de coordonnées se décomposent en général en deux demi-droites 
ouvertes et en l’origine, qui correspondent à des trajectoires particulièresf. 
L’allure des autres trajectoires (pour lesquelles «1 et a2 5 0) dépend alors 
du signe de À: 


e SiA2>0,ona 
Jin (8) = +oo et im 22() = æ+oo avec malt) =, o{zi(t)) 


Les trajectoires présentent des branches infinies avec direction asymp- 
totique égale à vect(ü). Par contre 


Jim #1 @)= Jim æ2(t) =0 avec it) 5°? (t)) 


8Ces trajectoires correspondent aux solutions 
te(ten,0) et ++ (0, ke?) 


Dans le cas particulier où Àz = 0, tous les points de l'axe des ordonnées sont points d'équilibre 
{solutions correspondant à une condition initiale dans le noyau de l'endomorphisme a). 
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Donc, pour £ —+ —0o, le point M (+) tend vers l’origine, et la trajectoire 
ainsi prolongée possède une tangente dirigée par le vecteur & (figure 


19.3). 


Figure 19.3 - Cas où a est diagonalisable À1 > A2 > 0 


e Si A2 = 0, les trajectoires sont des derni-droites parallèles au vecteur 


& (figure 19.4). 


Figure 19.4 — Cas où a est diagonalisable À, > À2 = 0 
» Si <0,ona 


Jin a (t)= to et Jim 22 (+) =0 


Jim ai ()=0 et Jim 2 (t} = +oo 


et les trajectoires présentent deux asymptotes correspondant aux axes 
de coordonnées (figure 19.5). 
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Figure 19.5 — Cas où a est diagonalisable À > 0 > A2 


2. Cas où la matrice À possède deux valeurs propres conjuguées. 
Onak =a+ifet À = a — if avec (e,8) € RxR'. Si X; € C est 
vecteur propre de À pour À, son conjugué X, est vecteur propre pour À. 
Les fonctions 


prit ehNX et gites ee 


forment donc un système fondamental de solutions complexes du système 
différentiel X' = AX. Le système qui s’en déduit par combinaisons linéaires 


4, = 2e Fe LU Re(eeBx) ot gi = PIRE à 05 Im (CPE x) 


est donc clairement un système fondamental de solutions réelles du même 
système. En séparant X; en parties réelle et imaginaire 
Xe" + 
on aura donc le système fondamental 
En "(cos Bt Vi —sinftN) et tr e° (sin ft Yi + cos Bt Yi) 


Si Bo = (&1, 2) est la base de F2 où a est représenté par la matrice À, et si 
% et 22 sont les vecteurs (indépendants) représentés dans cette base par 
les colonnes }, et 2, les solutions de 2” — aï s’écriront alors sous la forme 


E(t)= e%(X cos Bt + ps BE) di + e% (—X sin BL + y cos Pt) D2 


SOn vérifie facilement que si, dans €", un vecteur et son conjugué sont Cindépendants, la 
partie réelle et La partic imaginaire de l'un de ces vecteurs sont indépendantes dans R”. 
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où À et # sont deux constantes réelles, ou encore, par transformation d’ex- 
pressions trigonométriques 


(1) = Me°* [cos (B(1 — &)) à — sin (BL — 6) &] 
avec M ct $ constantes. L'allure des trajectoires dépend alors de a : 


+ Si a < 0, on obtient des spirales s'enroulant autour de l’origine, qui 
est un point d'équilibre asymptotiquement stable. 


e Si a > 0, on obtient un résultat analogue, avec les trajectoires parcou- 
rues en sens inverse, l'origine est à présent instable (figure 19.6). 


Figure 19.6 — Cas où a est C-diagonalisable À = a + if avec a > 0 


e Si a = 0, les trajectoires sont des ellipses centrées en O. L'origine 
est alors un point d'équilibre stable en ce sens qu'une condition ini- 
tiale ”petite” va donner une trajectoire complètement incluse dans un 
voisinage de © fixé arbitrairement. Il ne s’agit plus ici de stabilité 
asymptotique (figure 19.7). 


3. Cas où a possède une valeur propre double. 


On suppose ici que a n’est pas une homothétie. Il existe alors une base 
(di, ü2) de E où la matrice de a s'écrit 


À 1 
#=(3 ;) 


et si X (t) = zi (0) est la colonne des coordonnées de 7 (1) dans cette 
za (t) 


base, le système (y) est équivalent à 


{ 24 (0 = Xe (#) + 22 (0) 
an (t) = Xi (t) 
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Figure 19.7 - Cas où a est C-diagonalisable À = +if 
La seconde équation donne alors x2{t) = Ce" avec C € R constante. En 
reportant dans la première équation, on obtient 
a (0) = An(t) +Ce* 


dont les solutions s’obtiennent en cherchant une solution particulière de la 
forme t{ ++ ptet, ce qui donne 


21 (8) = M Qu + ut) = Aus (4) + Ce = Apte" + Cet 


ce qui donne y = C. On obtient finalement la solution générale en ajoutant 
à cette solution particulière une fonction {++ Be" avec B constante. On 


arrive à 
nm) \ et text 
(sets +€ e* 
ce qui permet d'écrire les solutions sous la forme 
F(t)=(B+Cthe"ü + Ce" 


Pour € = 0, on retrouve évidemment les trajectoires correspondant à une 
condition initiale colinéaire à &, vecteur propre de a. 
L’allure des courbes intégrales dépend de la position de À par rapport à 0 : 
e Si À > 0 (le cas À < 0 s’étudie de façon analogue en renversant le 
temps), les trajectoires pour lesquelles C # 0 vérifient 


a (0) 2 
æ2(t) 


+oo 


Jim a (t)=æ4ooet lim æ2(t)=too avec lim 
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ce qui correspond à une branche infinie avec direction asymptotique 
égale à vec (&). On a également 


ai) 

zo(t) 

Les courbes intégrales se prolongent donc jusqu’à l’origine, avec une 
tangente dirigée par d (figure 19.8). 


Jim (t)=0et Jim æ2 (D =0 avec m 


li 
1400 


Figure 19.8 — Cas où a possède une valeur propre double À > 0 


e Si À = 0, les trajectoires sont des droites dirigées par le vecteur & 


(figure 19.9). 


19-1.2.3 Résolution pratique 


On suppose dans cette section que E, = K”, situation à laquelle on peut toujours 
se ramener en travaillant dans une base de E,. L’équation (Æx) s'écrit alors 


X'= AX 
avec À € M, (K). L'expression théorique des solutions 
X (4) = exp (tA) Xu 


montre qu’en général, les calculs explicites des solutions seront pénibles. Deux 
cas plus simples sont à retenir : 


+ Si A est diagonalisable et si on connaît une base de vecteurs propres 
(ihigien pour les valeurs propres (Xi), cie les solutions de (Ex) seront de 


la forme 
X(t)= Doi 


it 


4X, 


où les (aihigien sont des constante. Remarquons que; lorsque K = R et que 
la matrice À est C-diagonalisable, on peut obtenir un système fondamental 
de solutions réelles de (£#) comme nous l’avons fait dans le cas n = 2, en 
séparant les parties réelles et imaginaires des solutions complexes. 
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Figure 19.9 — Cas où a possède une valeur propre double À = 0 


e Si À n’a qu’une seule valeur propre À, on sait qu’on peut alors écrire 
VLER tA= AU, +IN 


avec N nilpotente, ce qui donnera 
met je 
exp(t4) = eexp(tN) = e ( D) 


Les solutions sont de la forme 


mi x 
_ M Lx 
X(t)=e Ë a" x) 
k=0 
vecteur colonne dont les coordonnées sont des fonctions de la forme 


tn e"Q (1), avec Q € K,-1 [X). 


e Dans le cas général, on peut bien sûr calculer cxp (tA) (en ntilisant la 
réduction dans les sous-espaces caractéristiques, voir la section 9-6.3.2). 
On peut aussi utiliser la méthode des ”coefficients indéterminés”, basée sur 
les remarques suivantes : 

On considère le système dans C”, puisque d’un système fondamental de so- 
lutions complexes on peut déduire, si À € M, (R), un système fondamental 
réel. L'espace C° est donc somme directe des sous-espaces caractéristiques 


de À 


P 
© = Per(A— Xl)" 


1 
si(Aihicie, sont les valeurs propres de À, de multiplicités respectives (ni), <<. 
Si une condition initiale X9 € C" se décompose en 
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dans cette somme directe, on aura pour la solution correspondante 


? 
X (4) = exp(t4) Xo = D exp(t4)K (x) 
ii 
Lorsque Y; parcourt le sous-espace caractéristique associé à À;, les solu- 
tions { — exp({£A) Y; décrivent un espace vectoriel de dimension n;, et ces 
solntions sont de la forme 


te (20 +121 + + ENT Zs 1) 


(les Z; sont dans le sous-espace caractéristique associé à la valeur propre À), 
d’après l’étude effectuée dans la cas d’un endomorphisme n’ayant qu’une 
seule valeur propre et la proposition 19-1.27. Il existe donc un sous-espace 
Si de Sx, de dimension n;, composé de fonctions de la forme précédente. 
On peut trouver ces solutions en résolvant un système linéaire dont les 
inconnues sont les composantes des Secteurs (Z;) La somme directe 


A 1Si<n-1* 
des (Shhigies est égale à Sn, d'après (x). 


EXEMPLE 19-1.29 Trouver un système fondamental de solutions de 

0 22 

X'=| -122/)x 

-113 

On vérifie le polynôme caractéristique de la matrice À de ce système vaut 
xa(X)=(1—X)(2- XŸ° 
2 

Un vecteur propre pour la valeur propre 1 est le vecteur | 0 |, ce qui donne 


1 
déjà la solution 


On cherche ensuite des solutions de la forme 


at+b 
X{(t)=e# | @t+b 


ast +bs 
ct, par identification de coefficients, on tombe sur les systèmes 
&=a+e ai + 2h = 2b2 + 2bs 
2a3=-@+2a2+2as et 2 + 22 = —bi + 2b2 + 2bs 
2a3 = —@ + a2+ 3as aa + 2b3 = —bi + b2+ 3bs 


Le premier système donne 


JUER (a,a,a3) =p(2,1,1) 
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et en reportant dans le second, on obtient 
AvER (b,02,03) = (—u + 2v,v,v) 

ce qui donne finalement le système fondamental de solutions (Xi), ces avec 
2 2—1 


2 
Xi(tj=e | 0 |, X2(4) = e* t et Xa(t)=e* | 1 
1 t 1 


Ce calcul montre en particulier que le vecteur de composantes (2,1, 1) est vecteur 
propre de À pour la valeur propre 2, et que le vecteur (1,0,0) est aussi dans le 
sous-espace caractéristique correspondant, 


REMARQUE 19-1.30 Si on dispose d'une matrice de passage P trigonalisant la 
matrice À, c'est à dire telle que 


A= PTP" 


avec T triangulaire supérieure, on peut aussi résoudre le système X’ — AX par 
changement de fonction inconnue : si Y = P-!X, on à 


V'= POX'= TPUIX = TV 


système qu'on peut résoudre en intégrant r équations différentielles scalaires : si 


LL 
la dernière équation du système Y’ = T'Y détermine y, (c’est une fonction expo- 
nentielle). En reportant dans l'équation qui précède, on obtient y,_1 en résolvant 


une équation linéaire avec second membre, et ainsi de suite. On revient ensuite 
à X par X = PY (et on n’a pas besoin de calculer P-1). 


EXERCICE 19-1.31 Montrer que toutes les solutions du système X’= AX vérifient 
ci, X (0 =0 


si et seulement si toutes les valeurs propres de À ont une partie réelle strictement 
négative. À quelle condition les solutions sont-elles toutes bornées sur ]0, +00[? 
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19-1.2.4 Equation avec second membre 


Dans le cas d’un système à coefficients constants, la méthode de variation des 
constantes donne une expression intégrale simple (en théorie) des solutions de 
l’équation avec second membre 


(E):2 =ar+b 
où be C°(L,E,). On cherche la solution vérifiant la condition initiale 
& (tu) = Zo 
On fait alors changement de fonction inconnue 
y (0) = ee (0) 


ce qui revient à ”poser” z (1) = e“y(t). En reportant cette expression dans (E), 
on obtient 


= eb() 


ce qui donne 


ver ue vt)+ [etude 


: 
ao+ Î UE) 
t 


t 
VLEI xft}=eltrlg + Î ele (u) du 


to 


et donc 


VIEI r(t}=e" 


soit également 


Cette formule est essentiellement théorique. Si on dispose d’une solution parti- 
culière de l’équation avec second membre, on utilisera plutôt la structure d’espace 
affine de l’ensemble des solutions. Ce sera notamment le cas pour un système écrit 
matriciellement 


(8): X'{D = AX (+ BCD 
lorsque le second membre esL de la forme 
B(E)= e“P(t) 
où u € K et P(t) est un vecteur colonne dont les composantes sont des fonctions 


polynômes. On démontre en effet que, si tous les polynômes composant P sont 
de degré £ p, (E) possède une solution particulière de la forme 


X(#) = c#Q(#) 


où les composantes de Q (t) sont des fonctions polynômes de degré < p+m, avec 
m égal à la multiplicité de y comme valeur propre de À (m = 0 si y n’est pas 
valeur propre de À). 
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EXEMPLE 19-1.32 Déterminer les solutions réelles du système 
a'(t)= 22 (t) + 6y(t) — 2z(t} 
y) = x (1) +8y(t)— 2 (t) — 2 
28) = 2 (8) +3y(t) + 2(0 — Ssint 


Les valeurs propres de la matrice 


—2 6 —2 
A= | -—-1 3 —1 
-1 8 1 
ce 
sont (et 1 + ï, associées aux vecteurs propres . On obtient 


à 
donc un système fondamental de solutions : si Z(t) = eli+i a i } on peut 
1 


prendre 


3 —2sint 
Mt)= 1 ),X(@)=Rez(t)=e | -sint 
0 cos { 


2cost 
et Xs(t)=ImZ(t)=e | cost 


sint 


On cherche ensuite une solution particulière pour les seconds membres B (t) et 


Ba(t) avec 
0 0 
Bit) = | -2 | et Bt) = 0 
0 —5sin£ 


et on additionnera ces deux solutions (principe de ”superposition des solutions”, 
qui ne fait que traduire la linéarité du système étudié}. Pour B1, on cherche cette 


solution sous la forme 
at?+b 
At)= | et2+v 
art + b" 
puisque 0 est valeur propre simple de A. On trouve 
6e? + 6t 
Zt)= | 2 +3t 
—3t—3 


Pour Le second membre B}, puisque la matrice À est réelle, on cherchera plutôt 
0 
une solution particulière pour le second membre | 0 |, et on en retiendra 
—5eit 
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la partie imaginaire. Cette solution est donc cherchée sous le forme 


Za(t) = ImZ(t) avec Z(t) = e* 8 ) 
+ 


puisque 1 n’est pas valeur propre de À. On résout 
ia = —-2a +68 -2% 


iB=-a+38—7 
=-a+3p+y-s 


ce qui donne a =2+41,8=142,7=3+iet 


_{2+4 4cost + 2sint 
Ztt}=imét | 143% | = {| siné+2cost 
3+i 3sint + cost 


et on obtient finalement 


y(t) = À — pet sint + vet cos t + 24? + 31 + 2cost + sint 


æ(t) = 3À — 2petsint + 2vet cost + 64? + 61 + 4 cos { + 2sint 
2(t) = petsint + vefsint — 3t—3+ cost + 3sint 


avec (À,u,v) € R arbitraire. 


19-125 Remarque 
Pour un système homogène général 

(E): X'(t)= A(t)X(#) 
à coefficients non constants, il n'existe pas d'expression simple donnent un sys- 
tème fondamental de solutions. En particulier, il ne faut pas croire que, pour 
Xo € €”, la fonction t ++ exp [au à) Xo soit solution de (E). Ceci est 


k 

dû au fait qu'en général, pour B € C! (1, M (C}) la dérivée de t ++ exp(B(t)) 
n'est pas\® B'(t)exp(B(t)). 

Par exemple avec n = 2 et 


nous avons 


10La démonstration faite dans le cas n = 1 n'est plus valable, notamment parce qu’en général 


exp(B(4+ à) # exp (8 (14 À) — B(4)) x exp B(e) 
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On vérifie facilement que 
B?(1)=É%L 
ce qui donne 


VneN B”(t)=t"h et B#(t)=#"B(t) 


ct donc 
te BG EX + jm 
exp(B(t)}= = B+ B{t) 
& > (2n)! >» (2n +1)! 


En particulier, pour t > @ 


exp(B(0) = ch (8) a +13 sh (#) B(D = ( ca (8) ns ] 


On vérifie aisément que 


X (+) = exp (B(t)) ( : ) : (50 ) 


n’est pas solution de X’(t) = A(t) X (t) sur l'intervalle }0, +oo[. 
On peut cependant trouver la solution de ce système pour la condition initiale 


so (4) 


en utilisant un développement en série entière. Si X (1) = ( 


X'(E)= AE) X (4) s'écrit 


z(#) 


40) ) le système 


y) =z() 


Pour une solution donnée, la fonction £ +} y{f) est classe C?, puisque sa dérivée 
est de classe C' (on montrerait d’ailleurs par une récurrence simple que x et y 
sont de classe C®), avec y" {1} = z'(t), soit 


(E2) : y" (0 = 2ty(t) 


{ 2'() = 2y (0) 


On cherche donc une solution de cette équation (du second ordre) qui vérifie 
y(0) = 0 et y/(0) = z(0) = 1 sous forme d'une série entière (cf. section 11- 
3.3.5), en raisonnant par analyse et synthèse, 

Analyse : si la somme d’une série entière 


+00 
f{)= Sat" 
n=0 
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de rayon de convergence R > 0 vérifie l'équation (Æ2) dans l'intervalle ]-R, A, 
on à 


+00 ie 
GJEVLE)-RR( Sn +2}(n + 1)anat" 22 5 astttt 
n=Û n=0 


ce qui donne, par unicité du développement en série entière 


(es): [ 2=0 
Vn>1 (n+2}{(n +1) ange = 2anr 


Comme on cherche une solution avec (0) = 0 et y/(0) = 1, on rajoute les 
conditions &ç = Ô et ai = 1. La relation de récurrence précédente montre alors 
que, pour tout n > 0, a3n = asn42 = 0, alors que 


2 6(n+1) 


Vn>1 L ne 
PAT HT Ton 1) (on +2) 07 © (n + 1) (8n £ 2) (On +3) 


Ain-2 


ce qui donne finalement 


6"t'(n+1}} _6"#(n+1)! 
Gn+3) 7 (3n+3) 


anti — 
et donc 
+ 
CRUE: Dans 


HOLD) (ën +3)! 


n=0 


Synthèse : la série entière précédente a un rayon de convergence infini et sa 
somme est solution sur R de (Æ2) : en effet, la suite de ses coefficients (a,),en 
vérifie la relation (x+), ce qui donne (règle de D'Alembert) R = +0 et la relation 
(+). Si on pose 


ni pr | 
we nt r(t)=y(t)= Re 


n=0 


on vérifie ainsi que X (t) = ( ) est solution du système pour la condition 


sw-(:) 


19-1.3 Equations scalaires d'ordre 2 


L'exemple qui précède montre qu’une équation différentielle (linéaire) du second 
ordre peut être reliée à un système différentiel du premier ordre. Cette situation 
est générale, et nous verrons dans cette section comment la théorie des équations 
linéaires étudiée précédemment englobe celle des équations d’ordre plus élevé. 
Nous étudions d’abord le cas des équations scalaires du second ordre. 


initiale 
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DÉFINITION 19-1.33 On appelle équation différentielle linéaire scalaire du se- 
cond ordre toute équation de la forme 


(E) : a" (#)+ a(#) 2° (#) + b(t) (8) = c(t) 


où 1 un intervalle de R et a,b,c € C°(1,K). Une solution de (E) est une fonction 
f:1- K deux fois dérivable" vérifiant 


VLEL f'{t)+a(e) f'()+b(t) f(t) = ce) 
L'équation homogène associée à (E) est l'équation 


(En): 2° (t)+ a(t) a'{t) +6(t) z(t) =0 


19-1.3.1 Système du premier ordre équivalent 


PROPOSITION 19-1.34 Une fonction de classe €? x : I — K est solution 
de (E) si et seulement si la fonction (de classe C!) X : ! —> K? définie par 


X(t) = ( As ) est solution du système 


Ge): X'() = AG)X(E) + BE) 
où À :1-—+ M2(K) et B : 1 — K? sont définies par 


A(t)= ( () a ) et B(t)= ( 0 ) 


Réciproquement, si X : / — K? est une fonction de classe C! solution de 


(Ze) avec 
VIe I X(D= ( nn ) 


la fonction x, : ? —> K est de classe C? et est solution de (E') sur 7 (et z, est 
égale à la dérivée de z,). Le système (Zr) est donc appelé système linéaire 
du premier ordre équivalent à l'équation (E). 


Démonstration : Si x € C? (I, K) est solution de {E), on a 
z#)\_f 0 1 z(t) 0 
ver (20)-(40 0)(56)+ (cu 
et donc X est solution de (2). Réciproquement, si 
et 1 
x= (5 ) EC'(LK) 
est solution de (ZE), on à 


20 = 22(t) 
és rabbin 


MEn fait de classe C? 
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donc z4 € C! (1, K), ce qui prouve + € C?(1,K) et 
VLtEI xf(t)+a(t}r2(t) +b(t}(t) = e(t) 
et z est bien solution de (E) sur Z. 


La proposition qui précède montre simplement que l'application linéaire @ : 


C2 (L,K) + C'(1,K2) définie par 


: ne æ 
prenxe(:) 


induit une bijection entre l’ensemble des solutions de (E) et l'ensemble des solu- 
tions de (Er). Le théorème de Cauchy appliqué à (Z£) donne donc : 


THÉORÈME 19-135 Si 4 € J et (ro,#) € K?, l'équation 
(E):2"(#)+a(t) 2° (t) + 6(t) z(t) = ct) 
où a,b et c € C°(J,K) possède une unique sotution, définie sur /, vérifiant 


la condition initiale 


a (to) = 


{ 2 (do) = %0 


19-1.3.2 Solutions de l'équation homogène 


Le système du premier ordre équivalent à (£y) est lui-même homogène. L’en- 
semble de ses solutions est un K-espace vectoriel de dimension 2. On en déduit : 


PROPOSITION 19-1.36 L'ensemble Sx,, des solutions de (Ex) est un K-ev 
de dimension 2. Si to € Z est fixé, l'application 


& (to) 
Sen —+ K (50) 
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 
DÉFINITION 19-137 Un système fondamental de solutions de (Ex) est une 
base de l'espace Se. 


Peux solutions 2, et z2 de (Eyr) forment un système fondamental de solutions 
si et seulement si on peut trouver un point {a € { tel que les vecteurs de K? 
correspondant aux ”conditions initiales” 


_ { (to) _ { æa(to) 

Xi (fo) = ( 2! (ts) et X2 (to) = z (to) 

soient indépendants. Lorsque cette propriété est vérifiée en #0, elle l’est en tout 
point {€ I. 


DÉFINITION 19-1.38 Si 1 et x sont deux fonclions de C'(1,K), on appelle 
wronskien de ces deux fonctions l'application 


ai(t) æ(t) 


LAURE EEE PO ET ETC ETC ET 0) 
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PROPOSITION 19-1.39 Si x, et x: sont dans Sr, on a deux possibilités 
qui s’excluent mutuellement : 


e soit la fonction W.,., est identiquement nulle sur 7, et (x,,72) est une 
famille liée. 
e soit la fonction W..,., ne s'annule pas sur /, et (z1,72) est un système 
fondamental de solutions de (Ex). 
Toute solution x € Zr,, s'écrit alors 
2= Me + dou 
où h et À; € K sont deux constantes arbitraires. 


La formule de Liouville (qu'on pourrait obtenir en appliquant le proposition 
19-1.12 aux solutions X, et X2 de Dr, correspondant à z1 et z2) a ici une 
démonstration très simple : si r, et z2 sont deux solutions de (Ex), on a pour 
toutte] 


Wie (= œit)e5(t) — 2f (t)æa(t) 
= a (t)[-a(t) 22 (4) — b(E) 22 (0) — 2 (t) fa () 25 (€) — (4) ai (2)] 


ce qui donne immédiatement Vi € 1 W,.,(t) = -a(t) We, (t) et donc, pour 
to € T arbitraire 


VNLEL Wosses (t) = Won (to) e 


On remarquera qu’en particulier, lorsque la fonction a est identiquement nulle, le 
wronskien de deux solutions de (Ex) est constant. 


REMARQUE 19-1.40 Pour une équation de la forme 
a(t) 2" (4) +80) 2° (0 +7 (0 (8) = 8€ 


où à,8,7 ct 6 € C°(1,K), les résultats qui précèdent s'appliquent sur tout sous- 
intervalle J C J sur lequel la fonction a ne s’annule pas (voir remarque 19-1.18). 


Il n'y a pas de méthode générale pour expliciter un système fondamental de 
solutions de (£y). À part le cas des équations à coefficients constants (voir section 
19-1.3.5), on pourra cependant résoudre explicitement certaines équations en 
utilisant les remarques qui suivent : 


REMARQUE 19-1.41 Si on connaît une solution particulière de (£;;) qui 
ne s’annule pas sur / : 

Si u est cette solution, on cherchera les solutions de (Ex) en faisant le chan- 
gement de fonction inconnue 
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ce qui revient à considérer la fonction z = =, parfaitement définie et de classe C2 
si + l’est, puisque le dénominateur ne s'annule pas. On a alors 

a'=uztus et x" = u"z + Qu'7 + uz" 
En reportant dans (Ex), on obtient 

u2" + (Qu + au) 2 + (u" + au’ + bu) z = 0 


et le terme en z s'annule, puisque u est solution de (Æy). La fonction z est donc 
solution de 


uz" + (20 + au) = 0 


qui est une équation linéaire dn premier ordre vérifiée par la fonction z’. On peut 
donc expliciter z/ par la méthode vue à la section 19-1.1.5, et en déduire z par 
intégration. 


EXERCICE 19-1.42 Trouver un système fondamental de solutions sur ]0, +-co[ de l'équa- 
tion 
Bz"{t)— ta" (t)+ œ(t) =0 
en remarquant que u (t) = 1 est une solution particulière. (Réponse : z4 (t) = u(t) =t 
etzs(t)=te"t). 
REMARQUE 19-143 Equations de la forme 
a(t}2"(#) + B(E) (0) z'(#)+ (8) &(t) = 0 


où «,8 et y sont des fonctions polynômes (ou parfois des fonctions 
développables en série entière dans un intervalle ]-R, R[ où l’on cherche 
à résoudre l’équation). On peut parfois trouver des solutions sous forme de séries 
entières 


+00 
z(t)= 5 Ca 
r=0 


en raisonnant par analyse / synthèse, comme nous l’avons fait à la section 19- 
12.5 pour l'équation 


d'y (= 0 


EXERCICE 19-1.44 Trouver un système fondamental de solutions sur ]0, +oo[ de l'équa- 
tion 


ta" (te) — 2" (4) + 49 x (t) = 0 


Expliciter ces solutions à l'aide des fonctions "usuelles”. Montrer que l’ensemble S 
des fonctions de classe €? solutions de cette équation sur R est un espace vectoriel de 
dimension 2, mais que l'application 


SR? 23 (x(0},z’(0)} 


n'est pas un isomorphisme d’espaces vectoriels. 
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EXERCICE 19-1.45 Résoudre l'équation 
2-0 20-0140) 2 (6) +5 (E) = 0 


En cherchant une solution sous forme de série entière, on trouvera une fraction ration- 
nelle solution dans ]—1,1[, mais aussi dans }-0o, 1[ ou ]1, +oo[. On utilisera ensuite la 
méthode décrite à la remarque 19-141. Montrer que sur ]-co, 1{ et sur ]0, +ool, l'en- 
semble des fonctions de classe C? vérifiant cette équation sur ]—-0o, 1[ (ou sur ]0, +cof) 
èst un espace de dimension 1. (Réponse : sur ]-co,1[, c'est l'espace engendré par 


n ñ 
26 — Zisur 10, +cof, on trouvera la fonction z ++ ï 2 convenablement prolongée 


EXERCICE 19-1.46 Soit 4: ]-R, R[ — K la somme d’une série entière. Montrer que 
toutes les solutions dans ]-R, R[ de l'équation différentielle 


z"{t}-g{t}z(t)=0 
sont développables en série entière. 


REMARQUE 19-147 Utilisation d’un changement de variable. 


Pour certaines équations (construites sur mesure), on peut parfois chercher 
des solutions sous la forme 


2(t}=z(e(t)) 


où $ : 1 + J = @(I) est une fonction de classe €? et z : J —> K est la nouvelle 
fonction inconnue supposée elle-aussi de classe C2. IA faut alors choisir & pour 
que l'équation vérifiée par z soit ”simple”. Par exemple, pour l'équation 


ta"(t)— 2 (t) +48 x (t) = 0 
vue à l’exercice 19-1.44, en posant z(t) = z(w({t)), on a 
(0 = (0 (64) et 2" (0 = [OP 20) +0 (0) 7’ (p(E)) 
ce qui donne, en reportant dans l'équation 
LRO 200 (+ (te (E) — (09) 2e) + AE eo (0)) = 0 

En prenant (1) = #2, on retombe sur une équation à coefficients constants. 
EXERCICE 19-1.48 Utiliser cette méthode pour résoudre 

QG+8) 2" (4) +ta (4) - ET) 


{on pourrait ici aussi rechercher des solutions sous forme de séries entières). 
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19-1.3.3 Méthode de variation des constantes 

On suppose connu un système fondamental (x), , de solutions de 
(En): 2" (2) +a(t) 2° (#) + 6€) (1) = 0 

ct on cherche à résoudre 
CE): 2" (e) + a (8) a (4) + b(t) (8) = (1) 


On applique la méthode de variations des constantes au système du premier ordre 
z(t) 
z'(t) 


équivalent Êg, c'est à dire que l’on cherche le vecteur X (+) = ( sous la 


(C)-s0(26)-20(20) 


où C3 et C2 sont deux fonctions inconnues de classe C! sur 7. En reportant dans 
le système Z£ (cf proposition 19-1.34), on obtient 


ao(28)a0(20)-20- (4) 


ce qui permet de déterminer C{ et C} en résolvant un système de Cramer, puisque 
lc déterminant 


forme 


EOETIE 
DU 2 | Mae (0 


ne s’annule jamais. On en déduit les fonctions C1 et C2, puis 
z(t) = Ci(t) ar (t) + Ca(E) z2(#) 

EXERCICE 19-1.49 (suite de l'exercice 19-1.42) Résoudre dans l'intervalle ]0, +o0[ 
Ba" (+= ta (0 +2 (0) = sin (? 


Attention! Le second membre vaut 


cé = sv () 


225 (ex (7) + sin (O)EUTTS 


où À et y: sont deux constantes réelles. 


Réponse : 


Bien entendu, il est parfois possible d'éviter la méthode de variation des 
constantes, en cherchant par d’autres méthodes une solution particulière de l'équa- 
tion avec second membre, et en utilisant la structure d'espace affine de l’ensemble 
des solutions. Voir à cet effet l'exercice 19-1.54. 
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19-1.3.4 Remarque 


Nous nous sommes limités au cas des équations scalaires d’ordre 2. Dans le cas 
d’une équation linéaire scalaire d’ordre n 


CE) 2 200) (4) + an (te) 200 (4) +20 ans (t) 2" (#) + an (t)æ (#) = e(t) 


avec a; E C°(1,K) pour i=1,... ,n et c € C (I, K), on obtiendrait de même un 
système du premier ordre équivalent 


X'(t)= A()X (4) + B(t) 


avec 


Li] 1 0 ee 0 
0 * 0 à 
A()= : Fe Huy 0 
0 ee 0 0 1 
—an(t) —anr(t) + at) -m(t) 
2() : 
X (= î et B(t) = ‘ 
Fra e(D 


La théorie se développe de la même façon : l’ensemble des solutions de l'équation 
sans second membreest un espace vectoriel de dimension n. Un système (Gigi 
de solutions de cette équation est une base de cet espace (un système fondamental 
de solutions) si et seulement si 
gift) + zn(t) 
VtEI Wit)= i ; ; #0 
ni met 
a ee ao (0) 


On a d’ailleurs, pour to € 1 arbitraire 


Û 
-[ a (u) du 
VLEI Wi)=Witse 
Si on connaît un tel système fondamental, une solution de (E,) pourra s'écrire 


COEDTTO ETC) 


En 


où les fonctions (C:)icies de classe C! vérifient 


ETO) ENT) : 
Ci(t) à + +0, (t) ë = + 
m0 (8) ax () ct) 


A est à noter que, dans ce cas, une "condition initiale” correspond au choix de 
lo € T'et (a, ,as_1) € K°, et on a existence et unicité d’une solution vérifiant 


Vie {0,...,n—1} 2) (lo) = a 
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19-1.3.5 Equations à coefficients constants 


Nous étudions ici les équations de la forme 
CE) 2 200 (4) + a at (4) + an a (t)+anz(t}= c(t) 


où (aihigien € K' ete € C°(Z,K). Nous cherchons dans ce cas d'abord à expliciter 
une base du K-ev de dimension n constitué des solutions de l’équation sans second 
membre. Nous nous limiterons au cas où K = €. Lorsque les (a;),.<;<, sont réels, 
on obtiendra facilement un système fondamental de solutions réelles à l’aide des 
parties réelles et imaginaires des solutions complexes. On notera l’analogie avec 
l'étude de la section 5-7. 

On pourrait bien sûr étudier le système linéaire du premier ordre équivalent 
à l'équation 


En) 2209 (9) Her) + an 2 (t) + an x (8) < 0 


La matrice À de ce système 


0 1 0 -. 0 
0 1 û 
A= "., o |<Ma(C) 
0 0 © 1! 
An —@n-1 ‘A2 —A1 


est à coefficients constants, et on peut écrire les solutions de (Ex) en utilisant 
la matrice exp(£4). Il est plus simple ici d'utiliser le théorème de décomposi- 
tion des noyaux : on remarque d’abord que toutes les solutions de (Ey) sont 
dans C® (R,C). Si on note D l’endomorphisme de C® (R,C) correspondant à la 
dérivation, 


D:izmz 
on voit que l'équation (Ex) peut s’écrire 
[2° +e D" ++ an 1 D + anldcemo] (x) = 0e. 
et donc 
P(D) (a) = 0cRo 
L'espace Sr, des solutions est donc simplement 
SBy = ker P(D) 


Pour obtenir une décomposition de ce noyau, on factorise le polynôme P en 
facteurs irréductibles dans C[X] 


» 
P(X)= XX" +a xt 4e tan = [T(X ri)" 
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où les (ri)gie, sont les racines distinctes de l’équation caractéristique 
P{r)=r art ++ = 0 
de multiplicités respectives (n,). Ces racines correspondent aux nombres com- 
plexes r tels que t + e“* soit solution de (Ex), puisque, pour z(t} = e”! on a 
évidemment 
1P(D)()]( = P(r) e 

Comme pour i £ jona(X—r;)"A(X —r;}® = 1, le théorème de décomposition 
des noyaux donne 

Le ë 

Sy = ker P(D}= her (D - ni Fdeeçeo)* 

Bt 
Chacun des sous-espaces ker (D — r; Ideyg.g)" est de dimension n;, puisque 
c’est l’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire d'ordre n;, sans 
second membre {et à coefficients constants). Il suffit d'en trouver n; éléments 


indépendants pour en avoir une base. Par recollement, on obtiendra ensuite une 
base de 8g,,. Si n; = 1, on a évidemment 


ker (D — ri Idcœær,o) = vect (tr e'it) 
Dans le cas où n; > 1, on remarque que, pour Q € C[X] et x : R —+ € définie 


par 


on a 
at) rx (st) = Q'(t) ent 
ce qui donne en itérant 
[(D — ri: fdéoo)"] (e) (0) = Q (6) cri 
et donc cette fonction est nulle si Q est de degré inférieur ou égal à n; — 1. 
On en déduit facilement que la famille de fonctions (1 ++ te") cest une 
base de ker (D — r; Idexmo)". Les solutions de (Ex) sont donc exactement les 


combinaisons linéaires des fonctions 


(Er er }ngagn, 1 


LOS 


Résumons l'étude qui précède : 
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PROPOSITION 19-1.50 Les solutions de l'équation à coefficients constants 
{où les (aihicic, Sont des complexes) 


20 al) + ax = 0 
sont les fonctions qui peuvent s'écrire 
» 
2 (= D Q:(0 e* 
el 


avec Qi € Cu, [X], où les (ri),cie, sont les racines distinctes de l'équation 
caractéristique 


tar +. +an = 0 
et les (n:),<i<, sont leurs multiplicités. 
En particulier pour l'équation différentielle 
2" + ax" + br = 0 
du second ordre à coefficients constants, on obtient : 


+ Si l’équation caractéristique a deux racines distinctes rr et r2, les 
solutions sont de la forme 


z(t)=het+uent avec Ày EC 


e Si l’équation caractéristique a une racine double r, = r2 = r, les 
solutions sont 


z(t)=(At+n) et 


Lorsque a et b € R avec a? — 4b < 0, les racines r1 et r2 sont complexes 
conjuguées 


rm=at+tiw et r=a—iw avec (a,w) ER xR 
un système fondamental de solutions réelles sera donné par 
m(t}= Re(et) =c*cosut et z2(t) = Im (et) = e%sinot 
Pour résoudre ensuite l'équation avec second membre 
20 (0) 4 an 200-0) (1) 4e + au a (0) + an 2 (E) = et) 


on pourra utiliser la méthode de variation des constantes décrite dans les sections 


19-1.3.3 et 19-1.3.4 : 


EXERCICE 19-1.51 Résoudre sur ]0,+oof 


t-1 


a" (+) + 32" (t) +2 (t) = n 
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Lorsque le second membre est de la forme 
e(t)= e"“Q(t) 


où Q est un polynôme, on préfère souvent chercher une solution particulière par 
une méthode de coefficients indéterminés, en utilisant la proposition : 


PROPOSITION 19-1.52 Si Q € K[X] est un polynôme de degré m et y € K 
l'équation à coefficients constants 


a (4) + a 200 (4) + tan ia(t)+as (0) = e“Q(t) 
(avec{a;), <<. € K°) possède une solution particulière de la forme 
æ(t)=e"#R(t) 


où R € K|X] est un polynôme de degré m si j: n’est pas racine de l'équation 
caractéristique et de degré m + q si x est racine d'ordre q de cette équation. 


Démonstration : (Indication) : en utilisant la factorisation du 
polynôme 


P 
PAX)= X + X"t ++ a = [T(X 7)" 
f=l 


montrer que, pour R € K[X] et pour x définie par (t) = c#tR(t), la 
fonction y= P(D}(x) est de la forme 


y{e) = et Pi (4) 


où Ri est un polynôme de K{X]. Montrer que, si le degré de R est 
inférieur à m + g, alors le degré de An est inférieur à m. Montrer que 
la correspondance R ++ Ri définit un morphisme de K,,;, [X} dans 
K,, [X]. Quel est son noyau? Conclure. M 


EXERCICE 19-1.53 Trouver les solutions réelles de 
2 (t)—2(t) = et cos (t) 


On cherchera une solution pour le second membre c (t) = e(#}, dont on conservera la 
partie réelle. Réponse : 


æ(t) = Xet + pe” À cos (%) + ve" sin (5 ) + 5 (3cost — 2sint) 


avec À Het € R. 


EXERCICE 19-1.54 Un utilisant la remarque 19-147, résoudre 


ta (t) — 2! (6) + 4x (1) = 88e 
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EXERCICE 19-1,55 Résoudre dans ]0, +co[ l'équation 
a (0) + 222" (6) — Dex! (te) + 22 (t) = Let 


Il s’agit d’une équation dont les coefficients sont des monômes en t de degrés ”échelon- 
nés”. On peut donc chercher des fonctions solutions de l’équation homogène de la forme 
t {® et on tombe sur une équation du troisième degré en a. Une autre présentation 
du même calcul consiste à faire un changement de variable en cherchant x solution de 
l'équation homogène sous la forme 


z(t)=z{n(t)) 
avec z € CS (R,O. 


19-2 Equations non linéaires 


19-2.1 Equations autonomes 
19-2.1.1 Définitions 


Pour simplifier, nous nous placerons sur l’espace vectoriel R?, muni d’une norme 
quelconque. On appelle équation différentielle autonome du premier ordre toute 
équation!? de la forme 


(CE) z'(#) = f(x (0) 
où f est une application de classe C! d’un ouvert {{ de R? dans R?. 


DÉFINITION 19-2.1 Si 7 est un intervalle de R non réduit à un point, une 
T-solution de (E) est une application dérivable!® 


z:1-u 
vérifiant 
VtEI z(t}= f(z(t) 


L'équation (£) est dite ’autonome” car le second membre ne dépend pas du 
temps, contrairement à ce qui se passe pour une équation de la forme 


20 = f(tx(#) 


Il en résulte évidemment qu'une translation sur le temps conserve les solutions 
de (E). Plus précisément : 
120n la notera souvent simplement z' = f(x} 
13 Avec les hypothèses faites sur f, elle est en fait de classe C2. On notera qu’il est important 
d’avoir 
Vie z:ft)jeu 


pour que cette équation ait un sens. 
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PROPOSITION 19-2.2 Si 7 est un intervalle de R et z est une /-solution 
de (E), alors pour tout {4 € R la fonction y définie par 


yitotlU trry(t)=2(t-t0) 
est une (t, + /)-solution de (E). 


Bien sûr, l'équation {E) formaliseen fait un système de p équations "scalaires” 


AO ICE 0 EEE 70) 


CARO ACNOESSEE 70) 
où les (fihigier sont p applications de classe C' de {{ dans R, et où 


a(t)= (mi (t),... 2 (#) 
est la fonction inconnue. 


DÉFINITION 19-2.3 Une courbe intégrale de l'équation (E) est un arc paramé- 
tré (dont le support est inclus dans U) 


Tothzr(t)eu. 


où + est une [-solution de (E). Le support d’une telle courbe intégrale est aussi 
appelé trajectoire d’une solution de (E). 


On peut interpréter l'équation (E) et ses courbes intégrales avec le vocabulaire 
des champs de vecteurs : l'application 


JiUSR ze f(x) 


peut être considérée comme la donnée d’un champ de vecteurs (stationnaire, c’est- 
à-dire indépendant de t) dans {. Une courbe intégrale est un arc de classe C! 
tracé dans A, t +3 z(t) paramétré par t € £. Si ze est un point du support de 
cet arc où le champ ne s’annule pas (f (xo) # 0), cet arc est régulier pour toute 
valeur du paramètre ts € 1 telle que (fn) = x, et la tangente à l’arc pour cette 
valeur du paramètre est dirigée par le vecteur z'{t5) = f(z0). Une trajectoire 
d'une solution de (E) est donc une ligne de champ de f. Nous verrons aussi 
ultérieurement qu'avec l’hypothèse ” f € C! (4,R?)”, toute trajectoire contenant 
un point ro où f s’annule se réduit au point 29. On donne alors la définition : 


DÉFINITION 19-24 Un point ro € U est un équilibre pour l'équation différen- 
téelle x! = f(x) si et seulement si f (xo) = 0. A est alors clair que la fonction 
constante égale à xy est une R-solution de cette équation. 


Comme dans le cas des équations linéaires, une équation autonome du second 
ordre 


CE): 2" (#) = g (a (t), x (#)) 
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{où g est une application de classe C! d'un ouvert Z{ de R? x R? dans RF) peut 
se ramener à une équation du premier ordre équivalente!* : il suffit de considérer 
l'équation 


Ge): 7 (4) = f(2() 
où f est l'application de 4 dans R° x R? définie par 


V{znx) EU Five) = (x, g(x1,22)) 


évidemment de classe C' si g l’est. On vérifie alors aisément que, si Z est un 
intervalle de R, une application de classe C1 


21 RPXR? trs z(t) = (ar(t),z2(t)) 


est une J-solution de (Ëg,) si et seulement si z1 € C?(J,R?) est J-solution!$ 
de (E2), avec 4 = 22 : l'espace ”naturel” pour décrire les solutions de (E2) 
n'est pas un ouvert de R?, mais l'ouvert Z{ de R. Nous verrons qu'avec les 
hypothèses faites sur g, c’est la donnée d’une condition initiale (z (0), x’ (to}) € U 
qui caractérise entièrement une solution + de (E2). C’est donc la trajectoire de 
te (z(t),z’(4)) qu'il faut suivre. On dit que l’espace "des phases” est l'ouvert 
U (de dimension 2p). 

Nous nous limiterons dans ce qui suit aux énoncés concernant les équations 
du premier ordre, ce qui n’est donc pas une restriction théorique. 


19-2.1.2 Restriction d’une solution, recollement, solution maxi- 
male 


On considère l’équation (E) : z' = f {x}, avec f € C' (4,R?). Si J est un intervalle 
de R et  : J —+ 4 est une J-solution de (E), pour tout sous-intervalle J C 
non réduit à un point, la restriction y = x{y est évidemment une J-solution de 
(E). Toute L-solution z, avec L intervalle vérifiant J C Let z]y = y sera une 
solution prolongeant y. La fonction + dont nous sommes partis est évidemment 
un exemple d’un tel prolongement. 


Et la méthode se généralise évidemment aux équations autonomes d'ordre p > 1 : pour 
l'équation 


af (az 2-0) 


l'espace dans lequel on travaillera sera de dimension np, avec la fonction inconnue 


Xe (ar. ati) 


15Cest à dire une application de classe €? vérifiant 


VLEI (a), 4 ())EU et 2 (t)= 9220) ,22 (2) 
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DÉFINITION 19-2.5 Soient {1 et {à deux intervalles de R. Si les fonctions x; 
et 2 sont respectivement une l-solution el une L-solution de (E), on dit que 
ces deux solutions se recollent si el seulement si 


hOB#® et silnne = 2lnne 
On peut alors construire une (/, U B)-solution x de (Æ) (qu'on appellera re- 


collement de z1 et 2) en posant 


ait) si tel 
VtEHUR 10=(10 en 


Cette fonction est en effet définie sans ambiguïté. Elle est évidemment de classe 
€! sur ? = A U f et solution de z' = f (x) sur cet intervalle si Z N £ est infini 
(faire un dessin). Dans le cas où {= (a, 6] et 12 = [8,7), avec a: (8) = z2(8), 
la fonction x est dérivable à gauche en 8 avec 


2,8) = 21 (8) = fm (8)) = 1 (& (8) 
et on a un résultat identique à droite. La fonction + est donc bien J-solution de 
(E). 
DÉFINITION 19-2.6 Une J-solution & de (E) est dite solution mazimale si x 


est restriction d'aucune solution de (Ë) autre qu’elle même. 
Li 


I s’agit donc d’une solution qu'on ne peut prolonger en une solution sur un 
intervalle contenant strictement { : si 1 C J et y est une J-solution vérifiant 
ylr = x, on a nécessairement I = J. 


EXEMPLE 19-2.7 Nous avons vu (conséquence du théorème de Cauchy) que 
pour une équation linéaire!5 


z'(t) = a(t}z(t) +6(4) 


avec a € CO (I, L(R?)) et b € CU (I, R?), toute solution définie sur un intervalle 
J C I se prolongeait en une unique solution maximale définie sur J. Par contre, 
pour l'équation scalaire non linéaire 


2! 


on vérifie facilement que 


zic, [DR z(t)=- 


est solution maximale, puisque cette solution ne peut évidemment se prolonger à 
un intervalle contenant 1. On voit donc que la situation est plus complexe dans 
le cas des équations non linéaires : il y a ici explosion en { = 1 pour une solution 
vérifiant la condition initiale x (0) = 1. 


16Non autonome, Mais nous verrons (cf. section 19-2,2) que les définitions 

que nous donnons ici se généralisent aux équations non-autonomes. Si on veut, on peut ici ne 
considérer que les équations à coefficients constants 
za'=ax 


dont les solutions maximales sont définies sur R. 
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REMARQUE 19-2.8 Pour une équation autonome, la proposition 19-2.2 montre 
évidemment que, si > z(t) est une J-solution maximale de z’ = f(x), l’appli- 
cation {++ x (t — 10) est également une solution maximale, définie sur to + 1. 


19-2.1.3 Cas des équations scalaires 


Commençons par étudier le cas de la dimension 1. On dispose dans ce cas parti- 
culier d'outils efficaces pour décrire les solutions : l’utilisation de la monotonie et 
l'existence de primitives pour une fonction continue sur un intervalle. Considérons 
donc une équation de la forme 


= f(s) 


où f est une application de classe C! définie sur un intervalle ouvert U à valeurs 
réelles. Supposons d’abord que nous disposons de deux solutions z et z définies 
sur deux intervalles /, et /; contenant un point { tel que 


ai (fo) = #2 (4) = 70 EU 


et montrons que x, et #2 se raccordent. Par une translation sur le temps, on 
peut toujours supposer que # = 0. Les solutions se raccordent évidemment si 
Ji = (a,0] et 72 = (0,8). On suppose donc qu'il existe £ > 0 où les solutions z1 
et z2 sont définies et montrons que +1 et +2 coïncident sur [0,{] (l'étude serait 
analogue à gauche de 0). Comme x1 et 32 sont continues sur le segment [0,4], il 
existe un segment K © U tel que 


Vs€(0,f] ms) eta(s) € K 


Comme f est supposée de classe C!, la dérivée f' est bornée sur K, et on peut 
trouver une constante M > 0 tellle que |f] & M sur K. Par inégalité des 
accroissements finis, la fonction y = æ? — 21 vérifie 
y(0)=0 et Vse[0,i] 
(SN = fes) — 2 (5) = 1f (2 (8)) — f (m1 (5) < M lv (9) 


On a alors 
Vueld Wtu=bt-v@< [We ds< M ['iwtoids 


et on vérifie (par récurrence sur n) comme à la fin de la démonstration du théo- 
rème 19-1.5 que 


LUS sup {y (s)| 


Vue [0,t u)| < 
“ed WI Ty sup 


ce qui montre, en faisant tendre n vers +00, que y est identiquement nulle sur 
{0, 4] : les solutions z1 et 7 se raccordent. 

Considérons maintenant a priori une solution de l'équation définie sur un 
intervalle J contenant 0, et vérifiant + (0) = ro € U. 
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« Si f (xo) = 0, cette solution se raccorde avec la R-solution évidente constante 
égale à so (le point zu est un équilibre) et donc 


VtEI z(t)=% 


Si f (xo) # 0, la fonction t ++ f(x(t)) ne peut s’annuler sur / (puisque s’il 
existait {0 € { avec f (x (to)) = 0, x serait constante égale à x (to) sur 1, ce 
qui est contradictoire avec x (0) = x0). 


On peut supposer f (ro) > 0 (le cas f(zo) < 0 s’étudierait de manière 
analogue). On à, par le théorème des valeurs intermédiaires, 


VIE a'(t}=f((t))>0 


æ est strictement croissante sur J et vérifie 


“@ _, 
GE) 


Soit V le sous-intervalle de Ü contenant to 


Œ) vter 


V=Jexl 


avec 1 = sup{u € U | u < ro et f (u) = 0} si cet ensemble est non vide, 
æ = infÜ sinon et de même æ, = inf {u E U | u > xo et f{u) = 0} ou 
z2 = supÜ. V est clairement le plus grand sous-intervalle de U contenant 
æo sur lequel f ne s'annule pas. Le théorème des valeurs intermédiaires nous 
inontre que 


VLET z(teV 


Compte tenu de (x), il est naturel de considérer la primitive F de : sur 
l'intervalle V qui vérifie F (x0} = 0 
* di 
Vuev FU=f 


20 Ÿ (2) 


F est un C!-difféomorphisme entre V et l'intervalle ouvert 0 = F(V). On 
a, en posant G({) = F{z(t}}, 


VIEIL C'(h=læViel F(a(t))-F(x(0)=F(ztt))=t 
ce qui donne 
ICHAVIET z(t)}=FT'(4) 
On vérific enfin que l'application 


y: lo —+ V définie par y(t) = F7! (4) 


est /-solution de l'équation, qui vérifie y (0) = z0. Nous avons done montré 
que toute solution qui vérifie x (0) = æo est restriction de y, qui est donc 
solution maximale. En résumé : 
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PROPOSITION 19-2.9 L'équation x’ = f(x) avec f de classe C! sur un 
intervalle ouvert U de R possède, pour tout x, € U, une unique solution 
maximale, définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et vérifiant la condi- 
tion initiale x (0) = ro. Toute solution vérifiant cette condition initiale est 
restriction de cette solution maximale, 


Il est intéressant de comprendre pourquoi la solution y définie précédemment 
est maximale, en regardant pourquoi elle ne peut être prolongée sur un intervalle 
plus grand que Z6. En nous plaçant ici encore dans le cas où f(ro) > 0, nous 
avons 


h=ltl avec h= lim F(x) etti= lim F(2) 
TD E<r2 


ce qui donne, puisque y{t) = F'(1), 


n= Emu(s) eta2= Jim y (8) 
EA PA 
Deux cas sont alors envisageables pour le comportement de y pour t —+ t; : 
e Soit x2 = supU et donc y ne peut se prolonger au delà de #2 (si #2 est fini) 


qu’en sortant de U. On peut aussi avoir #; = +00. 


e Soit r2 € U est le premier équilibre strictement supérieur à zo. On a donc 
J(x2) = 0. Pour x € [x0, z2[, nous avons 


® du 


2 FU) 


(re) 


1 
puisque f est dérivable en z2. On en déduit la non-intégrabilité de — sur 


J 


F(z)= 


avec f>0et 


[£o, ral et donc 


&= lim F(x)= +00 
EE 
On comprend bien pourquoi y est une solution maximale : elle tend vers la 
position d'équilibre r2, mais ne l’atteint qu'au bout d’un temps infini. 


Sur la figure 19.10, on observe ces comportements pour trois courbes intégrales 
de l'équation x’ = 1— x? pour laquelle les équilibres sont 1 = —1 et x: = 1. Pour 
une condition initiale x9 €] —1,1{, la solution vérifiant (0) = x est strictement 
croissante, ct tend vers +1 en +oo. Pour ro < —1, la solution est décroissante, 
tend vers —1 en —o et explose en un temps fini vers —-co. On peut obtenir le 
comportement pour ro > 1 en renversant le cours du temps et en considérant 
te —r(-t). 
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Figure 19.10 — Champ de vecteurs et trajectoires pour x! = 1 — x? 


REMARQUE 19-2.10 Les raisonnements qui précèdent sont la justification pré- 
cise du calcul formel, basé sur la séparation des variables 


dx dr dx 
=f(re as [ =t-to 
a 987 TG) 
écriture à proscrire car par trop imprécise ! 


REMARQUE 19-2.11 Dans le raisonnement qui précède, on a utilisé la caractère 
lipschitzien (local) de f pour montrer que toute solntion de x’ = f(x) était 
restriction d'une unique solution maximale, Si on suppose que f est seulement 
continue sur l'intervalle ouvert L/, on peut montrer que, pour une condition initiale 
quelconque z (9) = xo € V, il existe un intervalle ouvert contenant 0 sur lequel 
l'équation possède une solution vérifiant cette condition. Mais il n’y a plus en 
général unicité de cette solution. De même, si toute solution peut se prolonger 
en une solution maximale, il n’y à pas toujours unicité de ce prolongement : 
C’est le cas, par exemple, pour l'équation différentielle 


(E)iat = — (at) 
La fonction f : R — IR définie par 


2) 


n’est pas lipschitzienne au voisinage de 0. On ne peut donc pas appliquer le 
théorème précédent. On peut mêrne dire que, pour une condition initiale donnée 
z (0) = z0 > 0, on trouvera plusieurs solutions maximales : 
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Soit Z un intervalle de R. Remarquons tout d’abord qu'une J-solution z de 
(E) est décroissante (car r’(1) & 0). S'il existe deux valeurs ti < t2 dans 7 
avec x (4) = x (f2) = 0, nous aurons x identiquement nulle sur [t,42]. Si nous 
cherchons des solutions qui ne s’annulent pas sur un intervalle J, uous pourrons 
appliquer les méthodes que nous venons de voir, puisque f est de classe C! sur 
U = ]J0,+oo| ou j-00,0[. En particulier, si + est une Z-solution avec 0 intérieur à 
Let x (0) = xo > 0, nous aurons par décroissance de 


VIEINR- z(t}>0 


et donc 
2 

t<0—= fe as) 

k zi(s) 


où to = Jr > 0. Cette expression donne en fait une solution x de (E) dans l’in- 
tervalle J = ]-00, fo], strictement positive et vérifiant x (0) = x0. La proposition 
19-2.9 montre (puisque f est de classe C! sur U = ]0,+oo[) que toute solution 
y de (E) ne s’annulant pas et vérifiant y(0) = 0 est restriction!” de x. Ilen 
résulte facilement qu'une solution y de (E) vérifiant la même condition initiale 
se recolle!$ avec x. 

Que se passe-t-il si nous voulons prolonger x au-delà de #5? Nous pouvons 
raccorder x avec la solution identiquernent nulle sur [to,-+oo[. Ou, si 4 > do, 
prolonger par 


dt fe (ei) = 29 2 


CEE 
VLElto,t4i] xr(t)=0 et Vi>ti r(t)= 
ou encore prendre 


3 
VIER 6-60 


Nous obtenons ainsi plusieurs solutions maximales (en fait définies sur R) vé- 
tifiant (0) = x0. De plus, sit + y(t) est 1-solution de (E), il est clair que 
l'application t ++ y(t) est (—I}-solution. On peut ainsi voir que toutes les so- 
lutions maximales vérifiant la condition x (0) = x0 sont d’une des formes décrites 
plus haut (exercice). 


17Puisque z est clairement solution maximale de 


æ'= f(x) avec z>0 


18Parce que si y est K-solution vérifiant y (0) = #0, y ne peut s'annuler sur KN]-00,{0[. On 
arriverait en cflet à une contradiction en considérant le plus petit séro > 0 de y 
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19-2.1.4 Existence et unicité locale d’une solution 


Nous étudions à présent le cas général, avec f € C! (U,1R?) et {{ ouvert de RP. 
Nous allons, pour approcher des solutions de 


(E):a" = f(x) 


utiliser le schéma d’Euler, basé sur la remarque suivante : si 9 € U et si 7 
est un intervalle ouvert contenant 0, une J-solution de (E) vérifiant z (0) = zo 
vérifiera, pour 4 petit” 


z(t)& x (0) +13’ (0) = ro + tf (xo) 


Si k > 0 est choisi assez petit, on approchera donc la solution sur [0,] par cette 
expression, en aboutissant en 


ai = 60 + hf (#0) 2(k) 
On poursuit ensuite de la même façon sur [k,2h] par 


zfh+t)&z(h)+tf(x(h)) mi +tf(m) 


ce qui amène à 
z(2h)& 2 = +hf(m) 

On construit donc de proche en proche une suite de points (x4),_0 ,7.. avec 
Ge) akm = 24 + hf (œx) 


permettant d'envisager une ligne polygonale continue dans 4, représentant une 
fonction affine par morceaux y vérifiant 


t—kh 
Vtelkh,(k+1)4] ant) = + ñ (cet — 2) 


On opérera bien sûr de la même façon à gauche de , en posant 
Za=to—hf(so) et se rer — hf(zks) pour k = —2,-3,... 

et en définissant y; par interpolation. Il y a évidemment une difficulté pour 

itérer suflisamment le procédé : pour construire zx41 à partir de z4 à l’aide de 

la formule (x), il faut disposer de f (xx) et donc savoir que z4 € L. Ceci va nous 


amener, dans un premier temps, à ne pas être trop ambitieux sur la longueur de 
l'intervalle contenant 0 où nous chercherons une solution approchée de (E) : 


LEMME 19-2.12 Soit j : { + R° de classe C! et x € LU. M existe un T > 0 
tel que, pour tout n € N°, la suite (r;) du schéma d'Euler associé au pas 


T 
h= m3 soit définie pour tout £ compris entre —n et n. Cette suite permet 
alors de définir une fonction continue affine par morceaux 


mer: TT u 
“solution approchée” de l'équation 
a'= f(x) 


pour la condition initiale x (0) — xo. 
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Démonstration : R? est muni d’une de ses normes usuelles. Comme 
zo € U ouvert, on commence par déterminer un a > 0 avec 


B(xo, a) CU 
La fonction f est continue sur le compact B (zu, a], et donc 
3M>0 Vre B(xo,al [f(x < M 
Montrons que 


T= 


&ir 


T 
répond à la question : prenons n > 1, h = — et montrons que le 
ñ 
schéma d’Euler correspondant peut être itéré jusqu'à & = n, avec 
ze € B(xo,a] pour & = 0,... ,n (l'étude serait analogue pour les 
valeurs négatives de k). Si ce n'est pas le cas, il existe & entier 
vérifiant 0 < ko < r — 1 avec 


Tor... à € B(xo,al et [rksti — coll > & 
Comme pour k < ko 
T MT 
aka = 2x + hf (xx), nous avons [ass -— all = + LE Ga < 
puisque z4 € B(x0, a]. Par inégalité triangulaire, nous avons 


ko 


Iris — toll < D rer — zxll (Fo +1) 
4=0 


MT 
EME 
n 
ce qui contredit l'hypothèse faite sur ko. Il reste à voir que, puisque 
la boule B(xo, a] est convexe, si #4, et mus1 € B(x0, a], le segment 
Er reul est inclus dans 8 (zu, a], et la fonction afline par morceaux 


2 =yr:[-2,7)-R° 


dont l’image est la réunion des segments [rx,z&ya], k = —n,... ,n—1 
prend ses valeurs dans B(x0,al. 


Le chemin est à présent tout tracé pour construire une solution de (£) sur 
[-T,T] vérifiant la condition initiale x (0) = 0 : nous allons montrer que la 
suite de fonctions (z:),,, converge uniformément sur [—T, T] vers une fonction 
+ continue. I] restera à voir que z est C! et vérifie (F7). La convergence uniforme 
se prouve à l'aide du lemme suivant : 


LEMME 19-2.13 Si (na est la suite de solutions approchées définies dans 
le lemme précédent, il existe une constante B > 0 telle que 


Vn>i Viel-DTI (AU- GONE 
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Démonstration : La fonction z, est continue et C! par morceaux. 
Dans l'inégalité qui précède, en un point + de non dérivabilité, 2, (1) 
représente une dérivée à droite ou à on Plaçons-nous sur le seg- 


ment [kh,(k+ 1) h] = [Ke kZ, a + D . On a alors, avec les notations 
du début de cette section 

za (®) = où + (E = Kh) (ax) 
donc, par construction 


a 


A2 Fe Ir(O ral AIG < TM = À 


où « et M ont la même signification que dans la démonstration du 
lemme précédent. Comme f est de classe C!, on peut trouver une 
constante À > 0 telle que 


V2E Bla] [di <K 


(continuité de l'application z ++ df, sur le compact B (x0, a}, la norme 
utilisée est ici la norme des endomorphismes de R7 subordonnée à la 
norme choisie sur R’). On a alors, puisque z,(t) et 4 € B(xo,a], 
par inégalité des accroissements finis, 


11e, @)— Fan COS IS Ga) — (en CIE Æ Îlen (1) — ae < 
et on peut donc choisir B= Ka. © 


Cette inégalité montre que, pour n suffisamment grand, z, n’est pas loin de 
vérifier (E). Considérons à présent deux entiers m > n > 1. On a par inégalité 
triangulaire 


VELLT) I O-4(OI< 
IL Cm (0) = (en OM + Ê 4 À € K en (0 — za ON + E 


où, comme précédemment, X majore la norme de la différentielle de f sur la 
boule B(xo,a]. La fonction {continue et €! par morceaux) u = 2, — z, vérifie 
donc 


; 2B 
Vie[-TTT IG Kle(+ 
et nous pouvons lui appliquer le lemme suivant (dit lemme de Gronwall) : 


LEMME 19-2.14 Soit { un intervalle de R et v : { —> R? continue et C! par 
morceaux telle qu'il existe deux constantes a > 0 et b > 0 avec 


Vter (M <alv(tli+6 


alors, pour 1, € 1 quelconque 


VE I < Je (to)e#- 4 À (eth-t 1) 
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Démonstration : Nous considèrerons le cas où € > tu, le cas symé- 
trique se traitant de manière analogue. On a 


VIE 13e (ON < VeGo + [ 1e" Gi du 


À 
< Go + a [tu du + 648 6) 


La fonction de classe C! définie par 


F()= «f Il Gui du + b{£ — to) + Il (to)ll 
vérifie donc 
Vito F'(t)-aF(t}<b 


Ceci montre que la fonction £ + e7*t [r + i] est décroissante pour 
a 


t > to, et donc 


VID to F(6) < etrte) [rtu) + d - 
= (het 4 À (ete 1) 
On en déduit le résultat, puisque {[v(t}| < #' (4). 


En appliquant ce lemme à la fonction u, avec fo = 0 et u{0) = 0 (puisque z, 
et zn vérifient la même condition initiale), on obtient 


vte[-TT) m>n= {zn(t)-2{#)< Le (All 1) < PET - 1) 


Cette majoration montre que la suite de fonctions (z:),., est uniformément de 
Cauchy sur [-T,T], et converge donc uniformément sur ce segment vers une 
fonction continue 

22 lim nt (-TT1+ B (to, a 
De plus, pour # € [—1',T], on a, puisque z, est continue et C! par morceaux 


4 


(xx) VreN" z(t)= z+ [ an(s) ds 
0 
Les majorations 


Vse[-T,T] fs) — SCSI < Allan (s) — 2 (s) 


ROC O FE 
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montrent la convergence uniforme sur [—T, T] de la suite de fonctions (z,,),., vers 
Joz. Il en résulte qu’on peut passer à la limite dans (++) pour obtenir 


VtE[-T,T] 202204 [ 166) ds 


La fonction z est donc de classe C! sur [—T,T] et est solution de (E) sur ce 
segment, en vérifiant la condition initiale z (0) = za. 

Nous avons ainsi obtenu un résultat d'existence locale d’une solution de (Æ) 
pour une condition initiale donnée. En fait, les lemmes démontrés précédemment 
permettent d'obtenir également un résultat d’unicité (locale) : considérons en 
cflet un intervalle 7 contenant 0 et x : J -+ 4 une I-solution de (E) vérifiant 
z (0) = zo et montrons que x coïncide avec z sur l'intervalle J = 1A[-T, 7]. On 
pourra alors recoller # et 2 : 


+ On voit d’abord que, pour tout £ € J, nous avons z{t) € B(ro,al. Si ce 
n'était pas le cas, il existerait un à > 0 dans J avec [z(4)—2ol > a 
(l'étude avec un #1 < 0 serait analogue). Considérons alors 


=inf{t>0lte Je Ix(t) — xl > a} 
Pour des raisons de conlinuité, nous avons 0 < to < th <Tet 
VtE(0,to] z(1) € B(xo,a] 


avec |[z (to) — xol| = à. Mais on à alors 


Île (to) — zoll = 


ICO 
0 


< few ds £ Mt <MT=a 
0 


ce qui est contradictoire avec la définition de to. On a donc bien 
VteJ x(t)e B(ro.d 


+ Nous avons alors 
Vn>IVLEJ [le'(+)— 2 (0) = 1 (x (0) — GONE S Elle () — 2 ON 
et le lemme de Gronwall donne alors 
VtEJ Ir(e) 20 Ur (0) — 7 (0) 4) 
ce qui donne x (t) = z(t), puisque x (0) — z (D) = 0. 
Résumons l'étude qui précède par l'énoncé de la version locale du théorème 
de Cauchy-Lipschitz : 


THÉORÈME 19-2.15 Soit 4/ un ouvert de R?, f : 4 + R? une application 
de classe C! et zo un point de Z. Il existe un réel 7 > 0 tel que 

e Il existe une solution : de (E) : «' = f(x) sur [-7,T] vérifiant la 
condition initiale z (0) = xo. 

+ Toute solution 7 de ({;) sur un intervalle / contenant 0 et vérifiant 
y(0) = rv se raccorde avec z, c'est à dire coïncide avec z sur [-7,T]N1. 


[ 
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EXERCICE 19-2.16 Pour l'équation linéaire à cnefficients constants 
X'=AX avec A€ M,(R) 


montrer (en utilisant la démonstration précédente) que le schéma d'Euler converge sur 
(0, 1] et en déduire que 


Fe 
moto (441) 


REMARQUE 19-2.17 Dans la démonstration du théorème 19-2.15, nous n’avons 
utilisé le caractère C' de f que d’une manière affaiblie : on peut en fait suppo- 
ser que f est simplement localement lipschitzienne sur l’ouvert Z4, ce qui 
signifie : 

Pour tout compact X C 4, la restriction de f à K est lipschitzienne 
{avec une constante de Lipschitz qui dépend «a priori du compact X 
choisi). 


19-2.1.5 Solutions maximales : théorème de Cauchy-Lipschitz 
Le théorème 19-2.15 donne immédiatement : 
THÉORÈME 19-2.18 Soient f : 4 - R’ est de classe C! et li, {+ deux 


intervalles de R avec ZM 2 # D. Six: : D + U et z2 : J, —+ U sont deux 
solutions de 


(Œ):z= f(x) 
qui coïncident en un point de /; N >, alors x, et x se raccordent. 


Démonstration : L'ensemble F = {te HN ]|zi(t) = z2(t}} est 
non vide, et c’est évidemment un fermé de Zi NB. Si to € F, et si 
20 = 2 (to) = 22 (to), le théorème 19-2.15 (après unc translation sur 
le temps) assure l'existence d’un T > 0 et d’une solution 


2: [fo Tto+T] +4 


telle que z coïncide avec 1 sur {to — T,to + T]N et avec z2 sur 
[to —T,to+T]N 2. On a donc 


FDfto-T.to+TIN(hNR) 


et F est voisinage (relatif) de to dans 1 N 2. F est donc à la fois 
ouvert el fermé non vide du connexe /; A {2 Donc F= NL: 
et +2 se raccordent. 


Ce résultat de raccordement permet d'obtenir le théorème (dit de Cauchy- 
Lipschitz) d'existence et unicité d’une solution maximale vérifiant une condition 
initiale donnée : 
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THÉORÈME 19-2.19 Soit f : { > R? de classe C! (ou simplement locale- 
ment Kpschitzienne sur /{). Toute solution de (E) : x' = f (x) se prolonge de 
manière unique en une solution maximale, définie sur un intervalle ouvert. 
Pour tout z9 € U et to € R, l'équation (E) possède une unique solution 
maximale vérifiant la condition initiale 


æ (to) = to 


Démonstration : Soit Z, un intervalle de R et y une /-solution de 
(£). Considérons l’ensemble X formé des intervalles J de R tels que 


Lo C J et y se prolonge en une J-solution y4 de (FE) 


{ensemble non vide, puisqu'il contient 75). Remarquons d'abord que, 
pour J € X, le prolongement yy de y est unique (théorème 19-2.18). 
Posons 


1=[Û3 


JEX 


Fest réunion d’intervalles contenant fo, et est donc un intervalle. 
Montrons qu’il est ouvert : s’il s’écrit par exemple { = (a, A} avec 
a E RU{-c} et 8 € R, il existe J € X avec f € J. L'intervalle 
J est donc de la forme (+, 8], il contient 4 et y s’y prolonge en une 
solution yy. Nous allons voir qu'on peut prolonger y en une solution 
à droite de B, ce qui est évidemment contradictoire avec f = sup J. 
Pour ce faire, il suffit de considérer yy — y (8) € Ü, et d'utiliser 
le théorème 19-2.15 qui nous assurc l'existence d'un T > 0 et d'une 
solution 2 : [8— T, 8 + T] + U vérifiant z (8) = vo = ys (8). D'après 
le théorème 19-2.18, les solutions yy et z se raccordent, ce qui permet 
de prolonger ys au delà de 8. 

L’intervalle est donc ouvert. Remarquons qu'en adaptant le 
raisonnement précédent, nous voyons que tout point t € 7 appartient 
à un intervalle ouvert sur lequel est définie une solution prolongeant 
y. Définissons une fonction æ : ? + U{ par 


VLEI z(t)= y(t) sit J élément de X 


Cette fonction est parfaitement définie car si { appartient à deux in- 
tervalles J, el J, les solutions yy, el y3, se raccordent (puisqu'elles 
sont égales sur Jo) et donc yy, (t) = ya, (t). De plus, x est de classe 
C' et est J-solution de (£), puisque tout & € F appartient à un in- 
tervalle ouvert sur lequel x coïncide avec une solution de (E). Par 
construction, x cst maximale el prolonge y. 

Pour terminer, si (to, o) € R x£4, la solution locale de (E) vérifiant 
z{to) = 0 donnée par le théorème 19-2.15 se prolonge comme on 
vient de le voir en une solution maximale, forcément unique d’après 
le théorème 19-2.18. M 
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REMARQUE 19-2.20 Pour une équation autonome du second ordre 
(Er): 2" = g(&,2°) 


avec g de classe C! sur un ouvert {{ de R? x R?, on aura le même résultat pour 
une condition initiale 


LER et (rar) EU 


Il existe une unique solution maximale + de (F2), définie sur un intervalle ouvert 
et vérifiant 


{ & (to) = %o 


z'(b)= 2 
Ceci se voit en appliquant le théorème de Cauchy-Lipschitz au système du premier 
ordre équivalent Zr, (voir ce qui suit la définition 19-2.4). On vérifie facilement 


que le résultat subsiste si g est simplement localement lipschitzienne, et se géné- 
ralise de manière évidente aux équations autonomes d'ordre p > 2. 


REMARQUE 19-2.21 Nous nous sommes occupés, dans ce qui précède, de la ré- 
solution du problème de Cauchy : recherche de solutions (d’abord locales, puis 
inaximales) de x’ = f (x) pour une condition initiale donnée. Par exemple, 
un solution du système (linéaire) d'équations (scalaires) 


: 
a!= 
CERN 
(où w est un scalaire non nul) est caractérisée par la donnée du couple 
(z(0);y(0)) = (a, 5) € R° 
Comme (S) est le système du premier ordre associé à l'équation du second ordre 
a" +uwz =0 
cette solution est évidemment 
= &> SA 
2 (0) = acosut + Tsinut et ytt)=z'(t) 
Il ne faut pas croire cependant que deux ”conditions scalaires” apparemment ’in- 
dépendantes” permettent en général de caractériser les solutions de (S) : discuter 
par exemple l'existence de solutions de ($) vérifiant les "conditions aux limites” 
z(0)=0 et {1} =7 


en fonction des paramètres + et w. 
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19-2.1.6 Interprétation géométrique 


Le théorème de Cauchy-Lipschitz se traduit géométriquement à l’aide de la notion 
de courbe intégrale et de trajectoire (définition 19-2.3). Si f : ZA -> R? est 
de classe C! et (E) est l'équation x’ = f(x), considérons d’abord le cas d’une 
condition initiale zo € 4 correspondant à un équilibre, c'est à dire telle que 


f(&) = 0 
Nous connaissons alors la R-solution constante 
VIER z(t)=70 


Le théorème de Cauchy-Lipschitz nous montre qu’une solution qui prendrait cette 
valeur serait forcément constante sur son intervalle de définition. En d’autres 
termes, le singleton {x} est une trajectoire solution de (E), et toute autre tra- 
jectoire ne peut contenir le point %o. 

De même, considérons deux trajectoires l', et l'> de solutions de (E) que nous 
notons & ++ m(t} et # + r2(f) définies sur des intervalles respectifs A et L, et 
supposons que ces deux trajectoires se coupent en un point xo € À : 


34Ch 31%ehR mh)= (#4) = 70 
La solution de (E) définie sur (t1 — t2) + J2 par 
z(t)=mo(ittt-t) 
est alors définie en {1 et vérifie 
z(h)= ait) 


Les solutions z et z1 se recollent, et on peut donc considérer que l, et l'} sont deux 
trajectoires incluses dans la même trajectoire maximale”, celle correspondant 
à l'unique solution maximale prolongeant z1 et z. (La solution z2 en est une 
restriction, après translation sur le temps). 


PROPOSITION 19-2.22 Deux trajectoires maximales de solutions de (E) 
sont disjointes ou confondues. Les différentes trajectoires maximales réa- 
lisent donc une partition de l'ouvert 24. 


EXERCICE 19-2.23 Si x est J-solution de x’ = f (x) avec f € C! (U,R?) et s’il existe 
th ta € F avec z(t,) = z(t2), montrer que la solution maximale prolongeant x est 
définie sur R et que cette solution est périodique de période |t2 -t1]. (En d'autres 
termes, si une trajectoire se ”recoupe”, c’est une trajectoire d’une solution périodique). 
Dans le cas p = 1, montrer que les seules solutions périodiques de 2’ = f(x) sont 
constantes. Ce n’cst évidemment plus vrai en dimension 2, comme le montre l'exemple 
de la remarque 19-2.21. 
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19-2.1.7 Comportement ”’au bord” 


PROPOSITION 19-2.24 Soit f € C! ({,R) et x une solution de z' = f(x) 
définie sur un intervalle / = (a, b{ avec b < +00. Si la limite 


t= lime () 
t 
existe et appartient à {/, alors x n'est pas maximale. 


Démonstration : 11 suffit de voir que + peut se prolonger en une 
solution sur (a,b] : on peut prolonger x par continuité en posant 
æ(b) = {, et comme 


Biz (8) = ln (x (9) = J (D 


= 
cb cb 


le prolongement est C1 sur (a,b] avec x’ (b} = f{1) = f (x(b)) (théo- 
rème de prolongement d’une dérivée). Ce prolongement est alors so- 
lution de (E) sur (a,b]. On peut alors bien sûr recoller ensuite avec 
une solution locale y vérifiant y(b) = { pour prolonger eu delà de b. 
L 1 


EXERCICE 19-2.25 Déduire de ce qui précède que, si Z est majoré et s’il existe un 
compact Æ C U tel que 


VtET z(t}eK 
alors x n’est pas maximalc. 


Dans l'exercice qui suit, nous voyons (comme dans le cas de la dimension 1) 
ce qui empêche une solution maximale définie sur un intervalle ouvert a, #[ de 
se prolonger au delà de 8. C'est essentiellement parce que B = +00 (!), ou parce 
que la trajectoire "s'échappe à l'infini” (dans l'onvert , c'est à dire finit par 
sortir de tout compact de 4 sans jamais y revenir) : 


EXERCICE 19-2.26 Soit f € C' {U,RF) et x une solution de z' = f (x) définie sur un 
intervalle F = (a,b{ avec b < +00. Montrer que, s’il existe une suite (f,),,.x de points 
de I, strictement croissante et convergeant vers b telle que 
li 4) = 
tes 

existe et appartienne à 4, alors x n’est pas maximale. 

Indication : si on pose x, = z(tA), montrer qu'on peut trouver un à > 0 et un 
entier n9 tel que 


Vn> no B(am3] C Ba] CU 


et, en utilisant les résultats intermédiaires de la démonstration du théorème de Cauchy- 
Lipschitz, montrer que z peut être prolongée au delà de b. 

En déduire que si x est une solution maximale de (E) dont l'intervalle de définition 
Test borné supérieurement, pour tout £ compact de 


bel Vt>to s(D6K 


(en renversant le cours du temps, on aurait évidemment un résultat analogue à la borne 
inférieure de 1). 


19-2 Equations non linéaires 927 


On voit donc que, si x est une { solution maximale de (E), son graphe 
T:={(hz(t))lter} 
n'est inclus dans aucun compact de R x 44. 


EXERCICE 19-2.27 Si f:R°-—R? est de classe C! et vérifie 
3K,L>0 VzeR |/@l<Klrl+£ 

montrer que les solutions maximales de x’ = f (x) sont définies sur R. Lorsque f est 
K-lipschitzienne, il en est de même (l'hypothèse f est de classe C! est alors superfue, 
comme le montre la démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz). 

Cet exercice montre que, lorsque le champ de vecteurs x ++ f(x) est défini 
sur R?, on peut parfois prévoir que les solutions maximales seront définies sur R 
tout entier. 


19-2.2 Cas des équations non-autonomes 
On considère maintenant des équations de la forme 
(E):a'= glt,e) 
où g est une application de classe C! d'un ouvert { C R x R? à valeurs dans R?. 


Si L est un intervalle de R non réduit à un point, on appelle Z-solution de (E) 
toute application y : 7 —> R? dérivable (en fait forcément de classe C!) telle que 


Vie (tu(t))eu et y'(t)=a(t,y(t)) 


Les notions de restriction, recollement, solution maximale sont les mêmes que 
dans le cas des équations autonomes. On peut de fait ramener l'étude de (E) à 
celle d’une équation autonome, un peu comme lorsqu'on transforme une équation 
du second ordre en un système du premier ordre : on augmente la dimension de 
"l'espace des phases”, en interprétant la variable { (le temps) comme une variable 
d'espace : 


PROPOSITION 19-2.28 Soit (19,0) € U et J un intervalle (non réduit à un 
point} contenant {6. Une fonction x : ? —+ R? est {-solution de (E) vérifiant 
la condition initiale z (to) = zQ si et seulement si l'application 


X:1-RtT 16 X (EH) =(tir(#) 
est telle que 
Vtel X(t)EeUu 
et est solution de l'équation différentielle 
(E'): AE) = F(X (0) 


pour la condition ini 
X (to) = (to, so) 
où F:U — R x R? est définie par 
VTER VyeR’ (r,y)eU = Fr,y)=(l,g(r,v) 
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Démonstration : C'est évident. On peut noter que, réciproque- 
ment, si 


Z:13tmZ{t)=(T(t),u(t) 
est {-solntion de (£”) avec Z (fo) = (ti,g1) € U pour un to € J, nous 
avons 
VLEI T'(t)=1ety'(t)=9(T(t),y(#) 

ce qui donne 

VLEI T(t)=t-(to-t) 
La fonction z définie sur J = 1 — (to — #4) par z(t) = y(t+lo-t) 
vérifie donc 

VtEJ 7(t)=y(t+to-t) 

=9(T(t+to—h),y(t+t0—#4)) = g(t,z(#)) 

C’est une solution de (Æ) pour la condition initiale z (#1) = 1. Toute 


solution de (E’) permet donc, après translation sur le temps, de re- 
constituer une solution de (E). # 


Sig € C'(U,RP), on a évidemment F € C'(U4,RP#!), et le théorème de 
Cauchy-Lipschitz appliqué à (E'} donne immédiatement : 


THÉORÈME 19-2.29 Si //{ est un ouvert de R°#' et g € C' (4/,R?), pour tout 
couple ({0, ro) dans 44, l'équation 


(E)ta'= gliz) 


possède une unique solution maximale x, définie sur un intervalle ouvert, 
vérifiant la condition initiale x ({o) = ro. Toute solution de (FE) qui vérifie 
cette condition initiale est restriction de cette solution maximale. 


Suivre dans l’espace des phases R?t! la trajectoire de { + (t,x(£)), c'est 
en fait considérer la ”représentation graphique” de t > z(t). Le théorème qui 
précède nous dit donc simplement que les représentations graphiques des solutions 
maximales de (E)} forment une partition de l’ouvert 4. 

L'exercice 19-2.26 appliqué à l'équation (Æ*}) montre que, si x est solution 
maximale de (£) définie sur J = Ja, B[ et K est un compact inclus dans 44, on 
peut trouver 4 € {{ tel que 


VtET tohm(trf(t)ék 


REMARQUE 19-2.30 Un examen attentif des démonstrations de la section 19- 
2.1.4 nous montrerait que le théorème 19-2.29 est encore valable si on suppose 
uniquement g continue sur {{ et localement lipschitzienne par rapport à la 
variable d’espace, c’est à dire 


VKcompact CU 3K>0 Vitz)et (ty)EK 
Ie) FE) < K Ile — ll 
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EXERCICE 19-2.31 Soit f : R? — R de classe C! telle que 
20 f(0)>0 
Montrer que toute solution de z'{t} = f (t,x (t}) telle que x (0) = zo > 0 vérifie 
Vt>0 z(t)>0 


19-2.3 Exemples d’études 
19-2.3.1 Utilisation d’un partitionnement du plan 


Nous étudions ici le cas d'équations pour lesquelles l’espace des phases est de 
dimension 2 : soit il s’agit d’un système autonome de la forme 


3). {= fev) 
EE { y = g(z,y) 


où la fonction inconnue! + ++ X (1) = (x(t},y({}) prend ses valeurs dans R?, 
soit il s’agit d’une équation non autonome (scalaire) 


a'= f{t,z) 


se ramenant en fait à 


t=i 
(e): {2 = [(s) 


+ Dans le cas de (Æ1), on essaie de tracer les courbes intégrales dans le plan 
rapporté à un repère (CP) : par tout point Mo (xo, ve) (pour lequel 
(&o, vo) € Ü) passe une unique trajectoire maximale de (£1), qui est tan- 
gente en Mo au vecteur 


F (Mo) = f (ro) F+ g(ro,%0) 


{si ce vecteur est non nul). Les signes de f(Mo) et g(Mo) permettent 
d’obtenir des informations sur la monotonie des fonctions 


thz(t)ettr y(t) 


g{ Mo) 

f (Mo) 
f (Mo) 0) la pente de la tangente à la ncioi en Mo. On détermine 
donc les ”courbes” 


au voisinage de {o correspondant à Mo, le rapport représentant (si 


= {M(ay) (r,v) EU et f (x,y) = 0} 


SIL peut s'agir de X (#) = (z(t),2/(t)) pour un système du premier ordre équivalent à une 
équation autonome du second ordre 


2 = ha!) 
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Ty = (May) (ru) € U et g(a,y) = 0} 

l’; est l’ensemble des points du plan où le champ de vecteurs est colinéaire à 
J, et où les trajectoires ont une tangente verticale. De même, l, contient les 
points où cette tangente est horizontale. L'intersection TNT, est constitué 
des points d'équilibre, c'est à dire des trajectoires qui sont réduites à un 
point. Les courbes l', et l', délimitent en général des portions du plan où f 
ct g gardent des signes constants, ce qui permet de voir le sens de l’évolution 
du point M(t) = M(z(t),y(t)) tant qu'il reste dans une telle portion. Une 
étude qualitative précise permet alors parfois d'obtenir plus d'information 
sur le comportement de l'application £ ++ Mt}. Par exemple, si on peut 
trouver un domaine D du plan dans lequel le champ est rentrant”, on 
pourra prouver qu’une trajectoire qui rentre dans D y reste piégée. Si de 
plus D est compact, on pourra appliquer le résultat de l'exercice 19-2.26 
pour prouver que la solution maximale correpondante est définie sur un 
intervalle de la forme Ja, +oc[. L'exercice 19-2.34 est un exemple classique 
d'étude à la fois ”’qualitative” et ’analytique” d’une équation en dimension 
égale à 2. 


Dans le cas de (E2), la situation cst plus simple, puisque {’ est constamment 
égal à 1. Si Mo(to,xo) € À, la tangente à l’unique trajectoire maximale 
passant par Mo a pour pente mo = f(fo,xo). Les points où m9 s’annule 
sont les points où les courbes intégrales ont une tangente horizontale : 


EXEMPLE 19-2.32 Nous allons décrire les courbes intégrales correspondant aux 
solutions maximales de l’équation différentielle 


(E): z'(t) = cos(x(t)—t) 


Remarquons d’abord que, la fonction (t,r) — g(t,x) = cos(x — t) est de classe 
C! sur R?, et donc le théorèrne de Cauchy-Lipschitz s'applique. De plus, si z est 
une solution définie sur un intervalle = ]e, b{ avec b < +00, on a 


VIEIL k'(tN<1 


et donc x possède une limite finie en b. Il est alors possible de prolonger x en 
une solution au delà de b. Une étude analogue est possible en a si & > —co. Les 
solutions maximales sont donc définies sur R. 


Le champ de vecteurs associé à (E) est 
Vtiz)= Lt cos(r —t) J 
et est constant le long des droites (parallèles à la première bissectrice) d'équations 
Duiz=tt+a (œEeR) 


Par chacun des points d’une telle droite passe une unique trajectoire maximale, 
avec une tangente ayant pour pente rm = cosa. Il est donc PET ds 


évident qu’en translatant une courbe intégrale d'un vecteur Ü = À {F4 J 
dans la direction de la première bissectrice, on retrouve une courbe intégrale. 


, donc 
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Ceci traduit simplement le fait que, si t > x (t) est R-solution de (E), la fonction 
try À +z(t— À) est aussi solution de (F). Les courbes intégrales possèdent 
une autre propriété d’invariance : si æ est une R-solution, il eu est de même de 
tr x(t+2r). La famille des courbes intégrales est donc également invariante 
par toute translation de vecteur Ÿ = km A avec & € Z. Nous nous limiterons 
ainsi à l’étude d’unc solution maximale vérifiant une condition initiale z (£o) = 0 
avec to € [0,27], condition à laquelle on peut toujours se ramener en combinant 
deux translations décrites précédemment. 

Si to = 0 (ou 27), le point M (10,0) appartient à une droite D, dirigée par le 
vecteur Ê + J = Ÿ (Mo). En tout point M de cette droite, on a V (M) = V (Mo), 
et il est donc évident que celle droite est trajectoire maximale pour (E). On 
vérifie d’ailleurs immédiatement que 


tm z(t)=t outre x(t) = 1 2m sont deux R-solutions de (E) 


Le théorème de Cauchy-Lipschitz montre que deux trajectoires maximales ne 
peuvent se couper sans être égales. Il en résulte que, pour une condition initiale 


æ(fo) =0 avec 10€ ]0,27{ 
nous aurons (grâce au théorème des valeurs intermédiaires) 
VIER t-2r <r(t)<t 


La trajectoire reste donc entièrement dans une bande du plan délimitée par deux 
parallèles à la première bissectrice. Comme 


VIER kr'(#)<1 
la fonction t ++ t— x (t) € ]0,2r{ est croissante bornée, et possède donc une limite 


en +oo. Si À = lim zx(t) était inférieure à 27, on aurait 
13400 


lim 1—2'(t)=1-cos(À) > 0 


140 


Ceci est en contradiction avec le fait que t + t — x(t) soit bornée. L'étude en 
—c étant analogue, nous avons donc 


AL —z({}=0 et Jim t — x(t) = 27 
ce qui montre que les trajectoires rectilignes correspondant aux solutions t + t 
et£e ir sont asymptotes à la trajectoire maximale étudiée. En représentant 


le champ de vecteurs en certains points, on peut ainsi avoir une idée de la forme 
des courbes intégrales (figure 19.11 page 932). 


EXERCICE 19-2.33 En faisant le changement de fonction inconnue 
zft)=t-x(t) 


donner une expression analytique des solutions, en utilisant les résultats de la section 
19-2.1.3. Retrouver les résultats de l'étude qualitative précédente. 
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Figure 19.11 — Champ de vecteurs et trajectoires pour x' = cos(x—t) 


EXERCICE 19-2.34 On considère le système autonome d'ordre 2 


et on 


a = 2(-2+ 3) 
FE): 
si { V=y(8-7) 
étudie une solution maximale correspondant à une condition initiale 
(& (0) ,y(0)) = (so:vo) € R°* x R°* 
Partitionner le quart de plan {x > 0,y > 0} selon le signe de z' et y/, et montrer 
que la solution maximale considérée vérifie 


VIER 2()>0ety(t)>0 
Déterminer les points d'équilibre. 


2 
On suppose que zo < 3 et ÿ9 > =. Montrer qu'on peut trouver un a > 0 tel que 
les fonctions z et y soient définies et strictement croissantes sur [0, a], et montrer 


ensuite qu’on peut choisir & pour avoir z (a) = 3. Poursuivre l’étude au delà de 
la valeur a. 


Comme les solutions de (E} ne s'annulent pas, le système (E) entraine, si Z est 
l'intervalle de définition de la solution maximale 


3-2), _3y(-2, 
70 2" (= PTT) y (6) 


{on a ”séparé les variables”). Montrer qu'une trajectoire maximale de (E) est 
incluse dans une ligne de niveau 
Cx=(M(my)lz>0y>0et f(zy)= à} 


pour une fonction f : R°* x R*+ + R que l'on déterminera. En déduire que ces 
solutions maximales sont définies sur R et sont toutes périodiques {voir figure 
19.12 page 933). 


VtEI 
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vÀ 


CI 


> 
x 


Figure 19.12 — Deux trajectoires du système différentiel autonome 
z'=x(3y-2) y =y(3-x). 


19-2.3.2 Equations à variables séparables 


Il s'agit d'équations scalaires pouvant s'écrire sous la forme 
(E) : a(x)s' = b(t) 


où a et b sont des fonctions continues définies respectivement sur des intervalles 
K et J de R (1 ouvert). Les solutions de (E) sont donc des fonctions dérivables 
définies sur un sous-intervalle J € 1 à valeurs dans X. Si on cherche d’abord 
des solutions à valeurs dans un intervalle ouvert Ko C K sur lequel a 
ne s’annule pas, l'équation peut s’écrire 


, - be) 
FTa(s) 


(équation "résolue en z°”) et le théorème de Cauchy-Lipschitz s'applique si a est 
de classe C! sur Ko : il suffit de remarquer que la fonction 
b(s) 
tLXKo—DR (tr) —— 
4 0 COL QG) 
est alors localement lipschitzienne par rapport à la variable z. Ensuite on étudie 
les éventuels raccordements en un point t; pour lequel une solution x à valeurs 
dans Ko définie à gauche de t, vérifie lim x (t) = æ1 avec a(x1) = 0. 
rer 


On peut souvent trouver une expression analytique des solutions, par une 
méthode analogue à celle de la section 19-2.1.3 (où a été traité les cas particulier 
des équations autonomes, qui sont à variables séparables) : 
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Si on cherche une solution de (E) définie sur un intervalle J contenant to et 
vérifiant z (fo) = ïo € K'°, nous aurons 


Vie J HÉCOEO a= fou du 


Si À et B représentent respectivement des primitives des fonctions continues « et 
b sur K et I, on aura 


VtEJ A(x(t)) — A(xo) = B(t)— B(to) 


Lorsque x prend ses valeurs dans un intervalle où a garde un signe constant, 
À est strictement monotone sur cet intervalle et peut alors être inversée, ce qui 
permettra d’expliciter x (t) à l'aide de l'application réciproque A7!. 


REMARQUE 19-2.35 Pour une équation de la forme 


æ'(t)= a(2(0)) 8(t) 


avec a € C'(K,R)et 8 € C°(I,R), on invoquera le théorème de Cauchy-Lipschitz 
avant de séparer les variables : 
Résolvons par exemple, dans un intervalle inclus dans R*+ l’équation 


(E):tr(t)=1-—7°(t) 
Plus précisément, cherchons à déterminer les solutions maximales vérifiant la 
condition initiale x (4) = x € R avec to > 0. Comme 


LR 
g: a} — 


est de classe C! sur l’ouvert 4 = R*+ x R, le théorème de Cauchy-Lipschitz nous 
assure l’existence et l’unicité de cette solution maximale, définie sur un intervalle 
ouvert 1 tel que {5 € 1 C R** (l'exercice qui suit nous montrera que ce n’est plus 
vrai si on cherche à résoudre sur un intervalle contenant 0, puisque (£) n'est pas 
résolue en ’ : toute solution définie en Q doit nécessairement vérifier x (0) = +1). 

Si to = +1, on dispose d’une solution évidente définie sur ]0,+oc[, constante 
égale à zo. C'est donc la solution maximale cherchée. Si z9 # +1, on à forcément 


VtEI x (t)#1 


puisque deux trajectoires distinctes ne peuvent se couper. On pourra alors séparer 
les variables et écrire 


VÉEL —— = 
Er TT) 
EXERCICE 19-2.36 On poursuit l'étude qui précède : si zp € J-1,+1[, montrer que x 
est strictement croissante sur 7, alors qu’il y a décroissance stricte si |z0| > 1. Montrer 
qu'il existe € € {H1} et {1 > O (que l’on explicitera en fonction de t et ra) tel que 


1+%() _ 2 


1 ses 
VLE ET) Sa 
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ce qui donne 


vrel 20)=1- 720 
1? 4er? 

En déduire que la solution maximale est définie sur ]0, +oo{ si {zol < 1, sur }tr, +oof si 

ze > let ]0,h[ si zu < —1. 

On cherche à présent les courbes intégrales de (Æ} non nécessairement inscrites dans 
le demi-plan £ > 0. Montrer d’abord qu'une transformation géométrique simple permet 
d'obtenir les trajectoires incluses dans le demi-plan t < 0. Déterminer les trajectoires 
maximales passant par les points de coordonnées (0, 1) et (0, —1). 


19-2.3.3 Equations homogènes 


Une équation homogène (résolue en z') est une équation de la forme 
L à æ(1 
@:r=1(20) 


où f est une fonction de classe C! sur un intervalle ouvert K C R. La forme 
même de l'équation nous amène à rechercher des trajectoires dans le cône ouvert 
(de sommet ©) 


U={t(l;x), t>0et re K} 


(pour les trajectoires incluses dans le demi-plan { < 0, on remarquera que la 
famille des courbes intégrales est invariante par symétrie par rapport à l’origine : 
si£r z (1) est J-solution de (E), l'application {++ x (1) est —J-solution). Le 
champ de vecteurs associé à (Æ) est constant le long des demi-droites issues de 
l'origine : 


Væoek Vt#0 Vo) = 1 + f(r0) J = V(t,tro) 


Il est donc géométriquement évident que toute homothétie de centre © laisse 
invariante la famille des courbes intégrales de (E) : on traduit ainsi le fait que, si 
t 
tr z(t) cst I-solution (avec 7 C R°#} et si À € R', l'application t+> Àz () 
est À-solution. 
Pour trouver une expression analytique de ces solutions, on utilise un chan- 
gement de fonclion inconnue, en considérant l'application 


ul kK tu = 20 
soit 
VtET x(t)=tu(t) 
Comme +, la fonction u est dérivable sur Z et donc 


VHET z'(t)=u(t)+tu(t) = f(u(t}} 
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soit 
(Es): tu'(e) = f(u(#))—u(t) 


La fonction u vérifie alors une équation aux variables séparables, que l’on intègre 
en suivant la méthode vue à la section précédente : si on cherche à résoudre (E) 


pour la condition initiale z (40) = xo (avec t > 0 et wo = Fe € K), on distinguera 
les cas f (uo) = uo et f (uo) # uo : 
eo Si f (20) = wo, la solution maximale de (E1} est 
VE>0 u(t)=%0 
ce qui donne la solution maximale de (F3) 
Vi>0 æ(t}= ot 


La trajectoire correspondante est une demi-droite issue de l’origine, de pente 
uo. Ce résultat est géométriquement évident, puisqu’en tout point M de 
cette demi-droite, le champ de vecteur associé à (E) vaut 


DM) = Tu) 


et dirige la demni-droite. 


Si f (u0) # wo, on sait que 
VtET flu(t))-u(t) #0 
On peut alors intégrer (Æ1) en séparant les variables : 


u'(t) 1 
VE 
ftu())-u(#)  t 
Si F est une primitive de l'application u +3 {f(u)— u] ! sur l'intervalle 
raximal (pour l'inclusion) A: C K° contenant % sur lequel cette fonction 
nc s’annule pas, nous aurons 


(+) VLEI F(ut}))-F(uo) she 


Lorsqu'on peut inverser la fonction F, on en déduira u ({) en fonction de ?, 
puis également x (t) = £u(t). On préfère souvent écrire (+) sous la forme 


&= CeFtui)) 
{ æ(t) = tu(t) = Cu(t)eFtt) 


ce qui donne une représentation paramétrique de la trajectoire considérée, à 
l'aide du paramètre u € K1 (dont l'interprétation géométrique est simple). 
Une modification de la constante € correspond à une transformalion de la 
courbe intégrale par homothétie de centre O. 


avec C' constante réelle 


EXERCICE 19-2.37 Décrire les courbes intégrales pour les équations différentielles 
CE): (= + — +1 


(2) : (x (0) — 1) (1) +5 (0 = 0 


19-2 Equations non linéaires 937 


19-2.3.4 Equations ”’aux différentielles totales” 
Il s’agit d'équations de la forme 

(E) 12" (4) Q(hx(1)) + P(bx (0) = 0 
où P et Q sont des fonctions continues sur un ouvert Z{ de R? à valeurs dans R, 
telles qu’il existe une fonction f € C'(U,R) 

J'U3s(tr)n f(tz) 
vérifiant, dans l’ouvert 4, 
G) P= et Q= À 

On a alors 

VMEU dfu = P(M)dt+Q(M) dr 
Par le théorème de dérivation d’une fonction composée, nous savons que (Æ) peut 
s'écrire 


LU GO) = Eur (op +0 PE e (D) = 0 


et donc, si {++ x(t) est {-solution vérifiant une condition initiale x (te) = ro, la 


fonction t ++ f({,x({t)) est constante. La trajectoire correspondante est incluse 
dans la ligne de niveau 


To={M(bz)|(tx)EU et f(tx)= f(to,7o)} 

Le théorème des fonctions implicites nous assure que To est, au voisinage de 
Mo (to, zo), représentation graphique d’une fonction t ++ z(t) de classe C! (qui 
scra solution de (E)), pour peu que l'on suppose Q (to, 0) 0. C'est d'ailleurs 
cette condition que l'on est amenée à considérer si l’on vent résoudre (E) en +’, 
c’est à dire pouvoir l'écrire 
00) 

Q(z(t)) 
C'est aux équations “résolues” en x’ qu’on peut espérer appliquer le théorème de 
Cauchy-Lipschitz. 


z'(t)= 


REMARQUE 19-2.38 Si les fonctions P et Q sont de classe C! dans l'ouvert 44, 
unc condition nécessaire d'existence de f € C? (4, R) avec 


df = Pdt + Qdz 
est que l'on doit avoir, dans {, 
?P . 20 
ôx ôt 


(à cause du théorème de Schwarz). Nous verrons (voir théorème 23-1.19) que 
cette condition est suffisante pourvu que l’ouvert {4 soit étoilé par rapport à un 
de ses points. 
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EXERCICE 19-2.39 Résoudre l'équation différentielle 
(23 + 3t)z° + 8x — cos 2t = 0 


REMARQUE 19-2.40 Lorsqu'il n’est pas possible de trouver une fonction f véri- 
fiant les conditions (x), on peut parfois multiplier l'équation (E) par une fonction 
g des variables (t,x), de telle manière que l’on puisse trouver f avec 


df = gPdt + gQdx 


Une telle fonction g est appelée ”facteur intégrant” pour (E). On peut alors 
résoudre l'équation ”multipliée par g”. Il faut prendre garde cependant que l’on 
risque ainsi de trouver des solutions ne convenant pas pour l'équation de départ, 
notamment toute fonction qui serait définie implicitement par l’équation 


g{t,x) =0 
EXERCICE 19-2.41 Résoudre l'équation 
(+ 22491) +272 =0 


par un changement de fonction inconnue {pour se ramener à unc équation linéaire), où 
en utilisant un facteur intégrant ne dépendant que de £. 


19-2.3.5 Equations se ramenant à des équations linéaires 


Certaines équations peuvent, par changement de fonction inconnue, se ramener 
à des équations linéaires. Nous traiterons ici le cas des équations de Bernoulli, 
équations scalaires de la forme 


DÉÆTOETIOMOEUCICON 


où a,b € C°(I,R) et à € R sont donnés. Si à = 0 ou 1, il s’agit d’une équation 
linéaire. Si à n’est pas un entier, on cherchera des solutions à valeurs R°+ (pour 
pouvoir donner un sens à r°} et on pourra appliquer le théorème de Cauchy- 
Lipschitz, puisque l'application 


gIXRYSR (4zherg(t,z)= a(t)z+b(t)2" 


est alors localement lipschitzienne par rapport à la variable r. Si æ > 2 est 

entier, il n’y à pas de restriction a priori sur l’ensemble des valeurs prises par une 

solution de (E). Maïs, comme le théorème de Cauchy-Lipschitz s'applique dans 

ce cas, on peut rernarquer que, si une solution maximale s’annule en un point to, 

c’est forcément la solution identiquement nulle. On cherchera donc aussi, dans le 

cas où à € N, des solutions ne s’annulant pas, donc à valeurs dans R°* où R*-. 
En écrivant (Æ) sous la forme 


a) 1 
TOME) 


on sc ramène à une équation linéaire si on effectue le changement de fonction 
inconnue 
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On obtient alors 


CE): 2 (0) = att)z (0 +6) 


La théorie des équations linéaires nous montre que les solutions maximales de 
(£1) sont définies sur { tout entier. Si z est une telle solution, on reviendra 
ensuite à une solution de (E} en trouvant les sous-intervalles J de { sur lesquels 


z > 0 (ou z ne s'annule pas si à cst un entier pair) et en déterminant sur J les 
fonctions z vérifiant 


EXERCICE 19-2.42 Résoudre sur ]0, +co[ l'équation 
rl (De (t)=tr?(t) 


Déterminer la solution maximale vérifiant une condition initiale z (£o} = zo pour to > 0 
etzoeR. 


19-3 Exercices 


EXERCICE 19-3.1 Trouver f € C(R, R) telle que 
0 
VzER f{z)=1 + (— z)f(x +t}dt 


EXERCICE 19-3.2 Soient a et b deux fonctions continues de R dans € 1-périodiques. 
On considère l'équation différentielle 


(E) y'+alt}u = ht) 


Si f est une solution de l'équation homogène associée, trouver une relation entre f(t) 
et f{t+ 1). En déduire que (E) n'a, en général, qu'une seule solution 1-périodique. 


EXERCICE 19-3.3 Quelle condition doit vérifier l'endomorphisme u de C pour que 
toutes les solutions de y’ = uy soient bornées sur R ? sur [0,+o0[? 


n 08 - gi 
EXERCICE 19-3.4 Résoudre : { n A be 


æ + ty +tsint + É cost 


EXERCICE 19-3.5 Soit 4 : R > AÂ2(C) une application continue et Yi, Y2 deux solu- 
tions indépendantes de Y’ = AY. On suppose que À est 27-périodique. Montrer qu'il 
existe B € M2(C) telle que l’application 

#21 [M() (DJexp(tB) 


soit 2r-périodique. 
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EXERCICE 19-3.6 Soit u une application continue de R} dans R et f une application 
continue de R; dans R}. On suppose qu'il existe une constante À telle que, pour tout 
æ€R} on ait: 
æ 
“te < A+ [rouoat 
Q 
Montrer que 
u(z) < Aexp( [ fat) 
Q 


Soit (E} l'équation différentielle y” + y(1+ g(t)) = 0 où g est une application continue 
de R} dans R intégrable. Montrer que toute solution de (E) est bornée. 


EXERCICE 19-3.7 Résoudre {les paramètres a, b, e, k sont réels) : 


h = F(-2m+u) 
pére ñ M + 
ra. mlé = Flu-2%r+w) 
ni # 2 
2 ag = be | M © Er ni +) 
mm © K(ynni — 2) 
d= -22+6y- 22 
Yo= -c+3y-2-2t 
= -x+8y+2-5sint 


EXERCICE 19-3.8 Soit g la somme d'une série entière de rayon de convergence R, et 
a,b € R. Montrer que la solution u de y” — g(x)y = 0 avec u(0) = a et u’(0) = best 
somme d'une série entière de rayon de convergence R’ > R. 


? 
EXERCICE 19-3.9 Soit à > 0 et l'équation (E}: 2"+ Fe +(1- EL =0. 


1. Lorsque a = F résoudre (E). 


2. Dans le cas général, montrer que (E) possède sur ]0,-+co[ une unique solution J, 
équivalente en 0 à {® et que toute solution non proportionnelle à J,, est infiniment 
grande au voisinage de 0. 


EXERCICE 19-3.19 Si f € C'(Ry, R) avec / intégrable, les solutions sur [0, +oo[ de 
#"+fy=0 


peuvent elles être toutes bornées? Si f est solution bornée de y” + e-Ÿy = 0 avec f2 
intégrable sur R*, montrer que j’ est bornée puis que f + 0 en +00. 


EXERCICE 19-3.11 Soit 7 un intervalle de R et a, b deux applications continues de T 
dans R. On considère l'équation différentielle 


(E) y +ay"+by= 0 
Soit & une solution non identiquement nulle de (E). 
1. Montrer que, pour K sous intervalle compact de I l'ensemble 
Ze= {te Ke) =0} 


est fini. Que peut-on en déduire pour l’ensernble des zéros de y sur 1? 
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2. On suppose que & s’annule au moins deux fois sur J, et on considère «, 8 deux 
zéros consécutifs de 4 {expliquer pourquoi cela a un sens). Montrer que, si # est 
une J-solution de (E) non proportionnelle à &, alors #(a)#(9) # 0 et # s'annule 
une seule fois sur Ja, b[. 


3. On considère deux équations différentielles : 
(Es) w°+fy=0et (Es) y°+ay = 0 


avec f et g continues de dans Ret f > g. Montrer que, si u est solution de 
E, ayant a et 8 pour zéros consécutifs, et w est solution de £j ne s'annulant pas 
simultanément en a et 8, alors v admet un zéro dans je, #f. 


EXERCICE 19-3.12 Soit f € C{R,R) avec f"{t) + f'{e) + f(E) = € pour t —+ oo. 
Donner un équivalent de f{t) au voisinage de -+oo. 


EXERCICE 19-3.13 Soit P € R[X] tel que Vz € R P{z) > 0. Montrer que le 
+oo 
polynôme Q{X) = ŸÙ P()(X) possède la même propriété. 


n=0 


+00 
EXERCICE 19-3.14 Soit  développable en série entière sur]-R, R[: f(z) = D an". 


n=0 
On considère l'équation différentielle 
1 
! 
#-u=s () 
(E) L 
z> ñ 
e Montrer que (£) possède une seule solution bornée au voisinage de +00. On la 


note y. 


+0 + 
e Soit #,(z) = -[ Ta. Montrer que y{x) = e-* Da, #, (x). 
ee n=û 


+ Donner un équivalent de 4, en +00. 
Montrer que y est équivalent à —f (} en +c0. 
: 


EXERCICE 19-3.15 Soit f une fraction rationnelle réelle et « son plus grand pôle réel. 
Dans Ja, +oo[ on considère l'équation différentielle (£) y’ - y = f(x). 


« Montrer qu'il existe une unisue solution de (£} notée yy telle que yy(x) = o(e*) 
pour æ— + 00. 


« Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que lim y =0. 

e Si la condition précédente n'est pas vérifiée, montrer qu'il existe un polynôme P 
et une fonction € de limite nulle en œ telle que yy(x) = P{x) +e{x). P est-il 
unique ? 

+ Montrer que, si g est une fraction rationnelle réelle, avec g(z) = o(f&)) en +00, 


alors yy{r) = o(ur(a)) pour z- + 00. 
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« Montrer que yy(x) = — f(x) en +00. 


EXERCICE 19-3.16 Soit À € M,(C) et M € C!(R, M,(C)) solution de l'équation 
différentielle 

dM 

= AM - MA 


Que peut-on dire du spectre de M? 


EXERCICE 19-3.17 À quelle relation doivent satisfaire les fonctions numériques p et 
g pour que l'équation différentielle y” + p(x)y’ + g(x}y = 0 admette deux solutions 
particulières 4 et w vérifiant uv = 1? Montrer que l'on obtiendrait la même condition 
en imposant la condition u? — v? — 1 ou 4? +v? — 1. Ces solutions u et v peuvent-elles 
être réelles? Application : résoudre (1 + cos4x)y/ — 2y' sin 4x — 8y = 0. 


EXERCICE 19-3.18 Soit f : [0, a[—> R, indéfiniment dérivable et telle que 
VzE[0,a[ Ven fl)(z) >0 


Montrer que Vz € [0,a[ f(x) = ÿ, Ce 
n>0 
sure RS GDS 

Application : Montrer que sur }-5. :| 2 + tan est somme d'une série entière. 
Quel est le rayon de convergence de cette série ? 

Si g est la solution maximale de l’équation différentielle y’ = x+y? pour la condition 
initiale (0) — 0, montrer qu'il existe un réel a > 0 tel que g soit définie sur [0, a[ avec 

lim_g(x) = +00 et g est sur cet intervalle somme d'une série entière. Comment peut-on 

rs 
calculer les coefficients de cette série ? 


EXERCICE 19-3.19 Intégrer l'équation y = G + y - ul? 


EXERCICE 19-3.20 Etudier les courbes intégrales de y = y — 3y° 


EXERCICE 19-3.21 Montrer que les courbes intégrales de yy' + = 0 sont 


25 
y? +37? 
fermées. Calculer leur aire intérieure. 

EXERCICE 19-3.22 Etudier les solutions maximales de l’équalion différentielle 
y=eñ-v_] 

et notamment leurs limites aux bornes des intervalles de définition. Y a-t-il des solutions 

périodiques ? 


EXERCICE 19-3.23 Montrer que les solutions maximales de y” + sinzy = 0 sont 
définies sur R tout entier. 


EXERCICE 19-3.24 Soit f de classe oo de R” dans lui-même. On suppose que Vr € 
KR" ||df.I| < C, où C est un réel positif donné. On considère une solution T-périodique 
non constaute de l'équation différentielle z'{1) = f(x{t}). Minorer T. 


EXERCICE 19-3.25 On considère l’équation différentielle 2y" = 1—3y? avec conditions 
initiales y(0) = 0 et y/(0) = 0. Soit f la solution maximale de ce problème. Montrer 
qu'il existe a > 0 tel que f soit croissante sur [0, a] et fa) = 0; on exprimera a sous 
forme intégrale. Montrer ensuite que f est de période 2a et paire. 


Chapitre 20 


Arcs paramétrés 


20-1 Etude affine 


Dans cette section, £, désigne un espace affine réel de dimension n = 2 ou 3, et 
Æ, l’espace vectoriel sous-jacent. Le choix d’un point arbitraire O € £, permet 
d'identifier £,, et £, à l’aide de l’application 


EE TvrM=O+R 


L'égalité M = O + À s'écrit aussi OM = D. Le choix d’une base B de E, nous 
donne un repère cartésien de €, 


R = (0,8) 
Les coordonnées d’un point M dans R sont celles de DM dans B : lorsque n = 3 
et pour B = {7, FA R}, le point M à pour coordonnées (r,y,z) € R° dans ce 
repère si et seulement si 


z 
où = 2 P+yT +R ce que nous noterons M ( :) 


z 


Pour le moment, nous considérons que #, est muni d’une norme {{{| arbitraire’. 
L'espace £, est alors muni de la distance associée, définie par 


VA,BEE, d(A,B)= fé] 


Le cas spécifique où cette norme est euclidienne (c'est à dire associée à un produit scalaire) 
sera développé ultérieurement (dans ce cas, l’espace affine £, sera dit également euclidien} 
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On peut alors définir la notion d'application de classe C*, & € N, sur un intervalle 
1 de R (non réduit à un point) à valeurs dans £, : 


DÉFINITION 20-1.1 Une application 1 ++ M(t) € €, définie sur un intervalle 
1 de R est de classe C* (k > 0) si et seulement si l'application 


F1, 1e F(1)=0M 


est de classe C*, pour le choix d'un point O de £,. Cette propriété ne dépend pas 
du point ©. 


En effet, si Or est un autre point de £,, les fonctions définies sur 1 par 


F(=0M et À (+) = DM 


ne diffèrent que du vecteur constant OO. En particulier, si k € N° et si les 
applications sont de classe C*, nous aurons 


dF 


dti 


&è 


vtel vie{l.….,k} PO()= (= 00 = 7 (0 


Nous noterons simplement, s'il n’y a pas d’ambigüité 
F0 (= MO (4e) 
SiR = (0,B) est un repère cartésien d’origine O, les coordonnées de F {t) dans 
B sont les coordonnées de M (t) dans R. Il en résulte que l’application t + M (t} 
est de classe C* sur J si et seulement si la fonction ? + R” définie par 
t+ le n-uplet des coordonnées de M (+) dans R 

est de classe C*. Avec n = 3 

z(t) 

te M vtt) | este yet 2: 1 R sont C* 

A0] 

et on a alors 


vieil viefl……..n M0(=a0 (0) +900 2 +00 R 


20-1.1 Définitions 


DÉFINITION 20-1.2 On appelle arc paramétré de classe C* dans l’espace affine 
Es toute application de classe C* définie sur un intervalle 1 de R à valeurs dans 
En. 


SiM:131# M(t) est un tel arc, il ne faut pas confondre cet arc avec son 
image, qu'on appelle aussi son support 


M(D={M(, 2€ 1} 
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Se donner un arc paramétré, c’est se donner cet ensemble mais aussi un mode 
de description, de parcours de ce support : si € est un espace affine euclidien 
rapporté à un repère orthonormé, les arcs 


t cos 4rt 
0,2 tr vas 
[0,27] > (En et [0,1]54+ P(t) dede 
ont même support (le cercle unité), parcouru dans les deux cas ”à vitesse constan- 
te”. Mais ces deux ares sont de natures distinctes, puisque le support est parcouru 
deux fois dans le second cas. Par contre, il n'y a pas de grosse différence entre le 
premier de ces arcs et l'application 


cos 2! 
[0,r]5t no ( sin 4 ) 


Nous dirons que l'on passe de l'un à l'autre par un changement de paramètre 
admissible”, conformément aux définitions suivantes : 


DÉFINITION 20-13 Si M:131r M(t)et P:J 3 sr> P(s) sont deur 
arcs paramétrés de classe C*, on dit que ces deux arcs sont C*-équivalents si et 
seulement s'il existe un difféomorphisme de classe C* 


8:11 J trs=0(t) 
tel que M = Pod, soit 
Vter M(t)= P(8(t))} 


IL cst clair que les deux arcs jouent des rôles symétriques dans cette définition, 
puisque 


M=Po8&P=Mo0"! 


avec 97! : J —+ 1 qui est aussi un C#-difféomorphisme d’intervalles. Si M et P 
sont deux arcs C* avec M = Po8@ et 8 : 1 — J un C*-difféomorphisme, nous 
dirons que # ++ s = 8 (£) est un changement de paramétrage admissible pour l’arc 
paramétré M. 

Comme le composé de deux C#-difféomorphismes en est encore un, la relation 
binaire que nous venons de définir est une relation d'équivalence sur l’ensemble 
des arcs paramétrés de classe C#. Une classe d'équivalence pour cette relation est 
appelée "arc géométrique”. Une propriété d’un arc paramétré de classe C* sera 
dite géométrique si elle est invariante par changement de paramètre admissible, 
c'est à dire si elle est vérifiée par tout arc C*-équivalent. Par exemple, deux 
arcs Ck-équivalents ont nécessairement mêrne support, qu’on appellera support 
de l’arc géométrique correspondant. Dans ce qui suit, nous confondrons souvent 
un arc géométrique 7 de classe C* et un représentant arbitraire de +. 


DÉFINITION 20-14 SiM:15t- M (4) est un are C*, et si Mo est un point 
du support de cet arc, on appelle multiplicité de Ma le cardinal de l'ensemble des 
antécédents de Mo 


m(Mo) = card {t € 1| M(t} = Mo} 
{mn (Ma) = +00 si cet ensemble est infini). Mo est dit simple si m (Mo) = 1. 
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Un arc est simple si tous les points de son support le sont, avec une nuance 
dans le cas d’un arc fermé : 


DÉFINITION 20-1.5 Si [ab] est un segment de R (avec a < b) ct si 
M:lbl5te M(t) 


est un arc de classe C*, l’origine de cet arc est le point À = M (a), son extrémité 
est B = M (b). L'arc est dit fermé si A = B. Dans ce cas, on dit qu’il est simple 
si l'application M est injective en restriction à [a, b[. 


Si + est un arc et Mo est un point du support de +, la multiplicité de 
est clairement une notion géométrique, indépendante du paramétrage admissible 
utilisé. 

Lorsque + est un arc géométrique, le choix d’un paramétrage particulier 


M:15te M(t 
permet de classer les différents paramétrages de + en deux catégories : 


+ Les paramétrages P : J 5 s > P(s) avec M = Po8 pour lesquels 8 : 1 — J 
est un Ck-difféomorphisme croissant (il en est alors de même de 9”!). 


° Les paremétrages N : K 3 u + N(u) avec M = N o Ÿ, avec cette fois 
4 :1-— K décroissant (strictement). 


On dit que ces deux classes correspondent à deux orientations opposées sur 
l'arc +. Un changement de paramètre admissible entre deux paramétrages d'une 
même classe "conserve l'orientation” de l’arc. Cette notion correspond en général 
à la notion de "sens de parcours” du support, notamment dans le cas d’arcs 
simples?. 


20-1.2 Indices fondamentaux 
20-1.2.1 Définition 


Soit + un arc géométrique de classe C* et 1 3 t ++ M(t} un représentant de . 
Pour un entier i € {1,... ,k}, considérons le sous espace de E, 
T; (to) = vect (A (t)) 


IKi<i 


Ce sous-espace est appelé i*"* sous-espace fondamental en fo à l'arc paramétré 
M. Il s’agit d’une notion invariante par changement de paramètre admissible : 


Mais pour l’arc (de R°} 
(1,131 M (+) = (2,sin(e?)) 


le changement de paranètre admissible £ + 4 strictement décroissant ne change pas le mode 
de parcours du support. 
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PROPOSITION 20-1.6 Si! 3tr> M(t)et P:J3s1 P(s), avec M = Poÿ 
sont deux arcs paramétrés équivalents, les "* sous-espace fondamentaux à 
ces arcs respectivement en {o € I et 50 = 0 (to) sont égaux. 


Démonstration : On montre par récurrence sur i € {1,... ,k} qu'il 
existe des fonctions (4), cc; définies sur J, avec ÿ;,; de classe ci 
telles que 


Vie{l,..,k} M() 
= fol 206) + Le, 762 (600) 


Comme 8 est un CË-difféomorphisme, on a # (to) 0, ce qui montre 
que la famille (fo (to)) ae est triangulaire par rapport à la famille 
iki< 


(Fee 


So sont donc égaux. M 


. Les sous-espaces fondamentaux respectifs en io et 


Pour effectuer une étude locale de l'arc au voisinage du paramètre do on est 
ainsi amené à définir, lorsqu'ils existent, 2 ou 3 indices fondamentaux (selon que 
l'arc étudié est plan ou non) : 


e Le premier indice fondamental, traditionnellement noté p, est défini par 
p= min {i € {1..,#}| MO (to) # Tv} 


{lorsqu'un tel indice n'existe pas, on dit que fo est un point totalement 
stationnaire pour l'arc paramétré). Le cas le plus fréquent est celui où 
p = 1. Le point t est alors dit régulier pour l'arc paramétré. Lorsque 
p > 1 (ou n'existe pas}, { est un point stationnaire (ou singulier). 


e Le second indice, noté q, est défini par 
Su {: E{L..,Hli>p et M6) indépendant de M0 (15)} 


Le cas le plus fréquent est p = 1 et g = 2, et to est alors dit point 
birégulier de l'arc. Pour un arc plan, lorsque p et g existent, la base 


(FAO) Ho (to)) de E2 sera commode pour faire une étude locale de 


l'arc au voisinage de to (dans un repère d'origine M (to)). 


+ Enfin, pour un arc qui n’est pas plan (n = 3), on pourra envisager un 
troisième indice fondamental 


r= min {à e{1,..,k}li> qe MO (to), MO) (to), FH (Lo) libres } 
le repère local d’étude de l’arc étant alors 


Re = (m (to) {6 (to), MU (to), MP) ()}) 
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Lorsqu'ils sont définis, les indices fondamentaux sont invariants par change- 
ment de paramétrage admissible, 


DÉFINITION 20-L7 Un arc de classe C* 131 M (t) est dit régulier sik > 1 
et si 


vier M()40 
IL est birégulier si k > 2 et si tous ses points sont biréguliers, c'est à dire 
VtEI { ©, 4"(} est libre 
Dans le cas où n = 2 et où les indices fondamentaux p et q existent, si on note 


Mo = M (to) et Ms = M (to + À) pour to + À € F, la formule de Taylor Young en 
to, écrite à l’ordre q, donnera 


MoM} = OM (to + h) — OM (to) = SL 0 (to) +R (h) 


i=P 

avec lim À (4) = TD En décomposant ensuite chacun des vecteurs dans la base 
= 

(me (to), Ho (te) et en tenant compte du fait que les coordonnées de & (h) 

tendent vers 0 dans n’importe quelle base (fixée) de E>, nous obtiendrons grâce 

à la définition de q : 


MM Æ Œ + oi) MO) (to) + (£ + oi) M (to) 


De même, dans le cas où n = 3 et où les trois premiers indices fondamentaux 
sont définis, nous aurons 


MR =, Œ + et) M6 (to) 
+ (5 + et) MO (to) + (£ + or) MU (to) 


20-1.2.2 Tangente 
Nous considérons un arc de classe C* 1 3 t + M(1) et un point to € 1 où nous 
supposons l'existence du premier indice fondamental p. Nous avons alors, avec 
les notations précédentes (formule de Taylor-Young à l’ordre p), 
p 
Mo = RME (t) + PET (R) avec lim 2 (k) = îT 
î # 


On à donc, pour À tendant vers Ü 


Vs] M face 
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En particulier, on peut trouver un a > 0 tel que 
0<Jhl< a = M £ Mi 


ce qui permet de définir la droite (”sécante”) MoM, pour À ?petit” non nul. Le 
vecteur directeur de cette droite : 


 —— 
Mont 


possède une limite égale à A4? (to). On dit alors que la sécante variable” MoMa 
(passant par le point fixe Mo) possède une position limite quand k tend vers 0, 
qui est la droite 


Ta = Mo + vect (fo (to) 


Cette droite est appelée tangente à l'arc paramétré au point to. Cette notion, 
comme les sous-espaces fondamentaux, est invariante par changement de para- 
mètre admissible. 


EXERCICE 20-1.8 Montrer que si @ (A) est un autre vecteur directeur de la sécante 
MoMh tel que la limite 


im (h) = D 


existe et soit non nulle, alors F4 (to} et L sont colinéaires, ce qui donne un sens à la 
notion de ” position limite de la sécante”. 


PROPOSITION 20-1.9 La tangente à un arc paramétré 7 53 tr M(t) de 
classe C* en un point /; où existe un premier indice fondamental p est ta 
droite 


Ta = Mo + vect (mew (to) 
Cette droite est position limite de la sécante M (to) M (t0 + À) lorsque À tend 
vers 0. 


COROLLAIRE 20-1.10 Dans le cas de la dimension 2 et en un point # 
régulier, si M {t) a pour coordonnées (x (1) ,y(t)) dans te repère (07,7). 
l'équation de la tangente en t, est donc, dans ce repère : 


X a (to) 2° (fo) | _ 
Y—y(to) (to) 


En un point où le premier indice fondamental est p, ce sont les dérivées 
24) (to) et y) (to) qui remplacent les dérivées premières. 


y (to}(X — x (to)) — z' (to) (Y — y (to)) = 0 


REMARQUE 20-1.11 En un point où le premier indice fondamental n'existe 
pas, l’arc paramétré peut ne pas posséder de tangente, même s’il est de classe 
Ce : 
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Nous savons (cf. exercice 8-5.20) que la fonction définie sur R° par 


HOETE 


et f(0) = 0 est de classe C® sur R. L’arc paramétré C® {dans R?) défini pour 
te [-1,1] par 


ME) = (f (0,25 (0) 
possède évidemment une tangente en t = ( (son support est un segment dont 
M (0) est une extrémité) bien que le premier indice fondamental ne soit pas 
défini en ce point. Par contre l'arc défini par 
N(t)=(f(#),0) pour £ 0 et N(4) = (0, f (?)) pour t > 0 
est également C® et ne possède pas de tangente en t = 0 {son support est réunion 


de deux segments se rejoignant à l’origine, et on pourrait définir deux demi- 
tangentes en ce point). 


20-1.2.3 Etude en un point birégulier : concavité, plan oscu- 
lateur 


Nous supposons dans cette section le point to birégulier. Le développement 
limité en 0 à l’ordre 2 de l’application À ++ M (to) M (to + h) = MoMh s'écrit 
alors 


MoMi = h M'(to)+ FR (to) + 7P () 
° Lorsque l'arc est plan, son support est inclus dans le plan 
Ma + vect (M (to) , (to)) 
et les coordonnées (X3, Y:} de Mi, dans le repère local 
Ru = (Mo, M'(t0). M" (4) 


vérifient 


Xu = h+o(h) 
2 
ET +o(n?) 


ce qui montre que, pour À # 0 petit, Y, > 0. Le support de l’arc est donc 
localement inclus dans le demi-plan 


Mo + RW" (to) + R* M" (40) 


qu’on appelle concavité de l’arc au point {5 (birégulier). 
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e Sin = 3, on appelle plan tangent à l’arc en to tout plan contenant la 
tangente 


Tia = M (to) + R H' (to) 

Il y a donc une infinité de plans tangents. Parmi ceux-ci, le plan 
Mo + vect (M (t0), (to)) 

est appelé plan osculateur en t,. Le demi-plan osculateur 

Mo +R M'(t0) + R* M” (to) 


est encore appelé concavité de l'arc en 4. Il contient en eflet (localement) 
la projection du support de l’arc sur le plan esculateur parallèlement à toute 
droite vectorielle non incluse dans vect (# (to), M" (ta) : si on reprend 
le développement limité 


2 
Mol = h M'(to) + Er (to) + A8 (k) 
ti £ vect (At) ; H"(t)}, les coordonnées de k? 7? (h) dans la base 
(M'(), (to), À) 

sont négligeables devant hk?, et les coordonnées de (X3,Y;, Z:) de M; dans 
le repère local (Mo M’ (to), M" (to), Ÿ) vérifient 

X4= h+o(k?) 

k? 
= sr (x?) 
Zn = o(h?) 


En projection sur le plan osculateur, on retrouve l'étude faite en dimen- 
sion 2. Pour |h| ”petit”, on observe une courbe qu’on peut confondre, en 


première approximation, avec la parabole d'équation Y = =. 


20-124 Etude locale d’un arc plan 


Pour un arc plan, en un point { où existent les deux indices fondamentaux p et 
q; nous cffectuons une étude dans le repère (Mo, Mv) (to), pr 0) (to). Dans ce 
repère, la tangente à l’arc en t9 est confondue avec l’axe des abscisses. 

Le développement limité 


MoMi A (5 + er) MW (to) + (Ë + oi) Mo (to) 


montre que les coordonnées (X}, Y;) de M, vérifient 


l'allure locale du support de l'arc dépend des parités de p et q: 
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+ Point ordinaire {à concavité) : p est impair et q est pair 


Figure 20.1 — Point à concavité : p impair et q pair 


Le cas le plus fréquent est évidemment p = L et q = 2 (point birégulier). 
Lorsque } change de signe, il en est de même de X, alors que Ÿ; garde un 
signe constant : le support de l'arc est situé localement dans le demi-plan 
Y > 0 (concavité de l'arc en t9). La courbe reste du même côté de sa 
tangente. 


Par contre, elle traverse toute autre droite (dite sécante) passant par Mo. 
En effet, dans le repère local une telle droite a une équation de la forme 
aX +8Y = 0 avec a 7 0 et sépare le plan en deux demi-plans ouverts. 
Un point M (X,Y) est dans l’un ou l’autre de ces demi-plans selon que la 
quantité a X + 8Y est strictement positive ou négative. Pour le point A, 


p 


h 
AR) = ax + Bi + ar 


change de signe avec h, ce qui prouve que l’arc traverse la droite en Mo. 


e Point d’inflexion : p est impair et q est impair 
Dans la pratique, c’est le cas p = 1 et q = 3. Cette fois X, et Y, changent 
de signe avec h, et le support de l’arc traverse sa tangente en Mo. La courbe 
traverse en fait toute droite passant par Mo, puisque l’étude faite pour une 
sécante quelconque cst la même que pour un point à concavité. 


+ Point de rebroussement de première espèce : p est pair et q est 
impair 
Dans la pratique, nous aurons p = 2 et g = 3 : le point de paramètre to est 
stationnaire. Comme p est pair, X, garde un signe constant ct la courbe 
reste localement dans le demni-plan X 2 0. Par contre, Y, change de signe 
avec h, et le support de l’arc traverse la tangente. Pour une sécante quel- 
conque d’équation aX + BY = 0 (avec à # 0) on a, comme précédemment 
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Mt) 


” Mt) 


Figure 20.2 — Point d'inflerion : p impair et q impair 


M) 


Mt) 


Figure 20.3 — Point de rebroussement de première espèce : p pair 
et q impair 
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hr 
AR) = aXa + BY ar 


et cette quantité garde un signe constant : la courbe reste (localement) du 
même côté de chaque sécante (non tangente). 


+ Point de rebroussernent de seconde espèce : p est pair et q est pair 


Figure 20.4 — Point de rebroussement de seconde espèce : p pair et 
g pair 
I s’agit le plus souvent d’un point stationnaire "exceptionnel”, pour lequel 
p=2et g=4. Comme pet q sont pairs, la courbe reste localemerit dans le 
quadrant {X > 0,Y > 0}, donc en particulier du même côté de la tangente. 
Pour une sécante quelconque d'équation aX + 8Y = 0 (avec a # 0), nous 
avons 


hP 
AUR)= aXn + Ba ay 


Ici encore, cette quantité garde un signe constant, et la courbe reste (loca- 
lement) du même côté de toute droîte passant par Mo. 


20-1.2.5 Conditions de contact 


Nous nous plaçons ici dans le cas où n = 2 et nous considérons un arc paramétré 


t) 
1ote M(t de ) 
VAUT) 
Nous avons vu comment trouver l'équation de la Langente à un arc en un point 


régulier (ou plus généralement si le premier indice fondamental p existe) par un 
calcul de dérivée. Cette équation peut s'écrire 


æ—z(to) z'(to) 


a) rt [eV te —2())-#'(to){y —v(t0)) = 0 
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dans le cas où p= 1. 

On peut parfois trouver cette équation en l’écrivant a priori, et en déterminant 
ses coefficients par une condition de contact” : 
Si D est une droite d’équation 


(D):ax+by+ce=0 (avec (a,b)  (0,0)) 
considérons l'expression 
A(t)=az(t)+by(t)+e 


À : 1 R est une fonction de classe C*. La droite D passe par M (to) si et 
seulement si À (to) = 0. 


» Si A(t) est infiniment petit du premier ordre (par rapport à l'infiniment 
petit principal { — to) alors 


A'(fo) = a (to) + by (to) # 0 


et donc le vecteur M'{t0) n'appartient pas à la direction de la droite D. 
Celle-ci est donc sécante à l'arc au point de paramètre to. 


e Si A(t) est infiniment petit négligeable par rapport à 4 — fo, et si nous 
supposons to régulier pour l'arc considéré, la condition A’(t) = 0 montre 
que M" (to) dirige D, qui est donc la tangente à l'arc au point de paramètre 
to. L'ordre de l'infiniment petit À (t) permet alors de préciser l’allure locale 
de l'arc au voisinage de to : 


— Si A(t) est infiniment petit d'ordre pair (en général 2), il garde un 
signe constant au voisinage de fo, et l'arc reste localement du même 
côté de sa tangente en {o, qui est donc un point à concavité. 

— Si A (t) est infiniment petit d’ordre impair (en général 3), il change de 
signe avec 1 — Lo, et l'arc traverse sa laugente en to, qui est donc un 
point d’inflexion. 


On utilise souvent ce genre de raisonnement lorsque A(t) est une fonction 
rationnelle de t. Dans ce cas, la notion d’ordre d'un infiniment petit correspond 


à la multiplicité d’une racine d’un polynôme : 


EXEMPLE 20-1.12 Pour À € R, on considère l'arc paramétré 


(@) R-{H}2tm Mt) 


Montrer qu’en général, cet arc possède une unique tangente d'inflexion Ti et 
trouver un arc régulier À + P (A) dont la tangente au point de paramètre À soit 
exactement Ti (un tel arc est appelé enveloppe des droites T;). 
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e On pourrait ici déterminer les points non bi-réguliers dits aussi points 
d’inflexion analytique c’est à dire les valeurs du paramètre { vérifiant 


z'(t) 2"(+) 
y'(t) y”(4) 


Parmi les { vérifiant cette équation, on retrouve tous les points d’inflexion 
(pour lesquels on ne peut avoir p = 1 et q = 2, et donc pour lesquels le déter- 
minant est certainement uul) mais aussi tous les points stationnaires (pour 
lesquels la première colonne du déterminant est nulle) ou encore des points 
pour lesquels les premiers indices fondamentaux seraient (par exemple) 1 et 
4, qui sont des points à concavité. 


=0 


° Test préférable de chercher a priori l'équation d’une tangente en un point 
d’inflexion par la condition de contact : 


Analyse : si D est une droite d’équation ux + vy + w = 0, et si D est 
tangente d’inflexion en un point de paramètre fo, alors 

SEM : 
t— à 


3? 


A(t)=u 


est infiniment petit d'ordre > 3 au voisinage de {9 (si c'était un infiniment 
petit d'ordre 1, D ne serait pas tangente en t, et s’il était infiniment petit 
d’ordre 2, l’arc resterait localement du même côté de D, qui ne pourrait 
pas être tangente d’inflexion). Comme on suppose évidemment to # À, il 
est équivalent de dire que 


(-0A(t) = ut + 3087 — (3u +w) t + (Xw —v) 


est infiniment petit d'ordre > 3 en to. Comme (u,v) # (0,0), cette expres- 
sion est un polynôme de degré 3 ou 2. On ne peut obtenir un infiniment 
petit d'ordre > 3 que si u £ Ü et si ce polynôme possède {9 comme racine 
triple, c'est à dire s’il s'écrit 


uft— to) =u(é — ot +366) 


En identifiant les coefficients, et en prenant par exemple u = 1 (l'équation 
de D est définie à un scalaire multiplicatif non nul près), on oblient 


v = lo 
w+3=-38 
v— Àw = tà 


En reportant les valeurs de v et w dans la dernière équation, on obtient 
(345 +3) À = (1 + to) 
et finalement 


to = 3à 
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Synthèse : On prend to = 3h. Comme on doit avoir to À À, il faut choisir 
À 0. La droite Ti a alors pour équation 


2—3Ay—38(1+9X7) —0 


puisque u = l,v = —tg et w = —8(1 +13). Pour ce choix des paramètres, 
la quantité A (t) vaut 
(t- 33) 

à-t 
et est donc infiniment petit d'ordre 3 en #0. De plus, on vérifie aisément que 
y/(3X) 0, ce qui montre que fo est un point régulier de l'arc. La droite 
Ti est donc tangente à l'arc en to, et c’est une tangente d’inflexion puisque 
A () change de signe en to. 


A(t)= 


Enveloppe des droites (T;),,0 : 


Analyse : Supposons qu'un arc L de classe C! 


R‘3h0 DUT EURS) 


soit te] que, pour tout À, la tangente en À à D soit la droite 7. Comme 
P(À) doit appartenir à cette droite, on a nécessairement 

VAER* X(A)-3AY(X)-3(1+97)=0 (x) 
De plus, pour tout À, le vecteur P! (à) doit appartenir à la direction de la 
droite T\, ce qui se traduit par 

VAER" X’/(1)-3AY'(à)=0 
En dérivant la première identité par rapport à À et en comparant à la 
seconde, on obtient 
VAGR® —3Y(X)-3(182)=0 (++) 

ce qui donne Ÿ (A) = —18A, et en reportant dans la première identité 

VRER* X(A)=3Y(à)+3(1+ 97) = 3— 2727 
Synthèse : L’arc défini par 


2 
Resa PQ) (LES ) 


est évidemment régulier. Son support est une parabole privée de son som- 
met, puisque 


XO)23- YU 


Il répond évidemment à la question puisque, vérifiant les identités (+) et 
(++), il vérifie 


VAER X'(X)—3AY'/(X)= 0 


identité qu’on obtient ici encore en dérivant (#} et en comparant avec (#*). 
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REMARQUE 20-1.13 La démarche suivie dans l'exemple précédent est générale 

pour résoudre les problèmes d’enveloppe : soit Z est un intervalle de R et 
(Pihert ut) z+o(t)y+w(t) =0 

une famille de droites dépendant d’un paramètre { avec u,v et w € C'(1,R). Si 


un arc de classe C' 
z(t) 
st0M0(50) 


est tel que pour tout t € la tangente en t est D,, on aura nécessairement 

Vtel u(t}æ(t)+v(s) y(t)+w(t) = 0 

SR ET PPT IOEC 

En dérivant la première identité et en comparant à la seconde, on obtient 

ver [e020)+0(0 vtD+w—0 

u() e (8) +v'(e) y (6) + uw (6) = 
Lorsque (a”(t),v’(t)} ne s'annule pas, le point M (t} doit donc être cherché à 
l'intersection de la droite D, et de la droite D} d’équation 
(D): w(t)z+o(t)y+uw(t)=0 


Cette intersection est réduite à un point pour tout { € Z si et seulement si 


vter ne D) ACL 


On fait ensuite une synthèse comme dans sas précédente. 
REMARQUE 20-1.14 En dimension 3, on peut également étudier le contact 
entre un arc paramétré et un plan donné par une équation 
{P): az+by+cez+d=0 
Au voisinage d’un point ts trirégulier d’un arc de classe C* (k > 3) 


æ(t) 
151 M(t| y) 
40) 
on étudie la quantité 


A(t)=az(t)}+by(t)+ez(t}+d4 
A(£) est un infiniment petit d'ordre 1 (par rapport à 1— te), le plan P passe 
par M (fo) maïs n’est pas tangent à l’arc en ce point. Si A (t) est infiniment petit 
d’ordre 2, le plan P est tangent à l'arc en 10, et c’est le plan osculateur en {9 si 
cet infiniment petit est d’ordre 3. 


EXERCICE 20-1.15 On donne l'arc + de RS défini par la es 


1 t 
0=5 7 CURE er) a(t)= 7 
Montrer que cet arc est simple et régulier. Montrer que par un point Af de l'espace, 
il passe en général 1, 2 ou 3 plans osculateurs à 7. Lorsqu'il y en à trois, correspon- 
dant aux points {Mi} <ics de paramètres (#);<;cs, montrer que À, M1, M et Ma sont 
coplanaires. 
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20-1.3 Branches infinies, asymptotes 


Nous nous limiterons ici à la dimension 2. 


DÉFINITION 20-116 Soit D: 1 > 1 ++ M(t) un arc paramétré continu et 
ty € T— I un point adhérent à I (avec la possibilité là = +00 si I n’est pas 
majoré, lÿ = —00 si 1 est non minoré). On dit que V présente une branche 
infinie au voisinage de to si et seulement si 


in ONE + 


Il est clair que ceci ne dépend pas de l’origine © choisie dans £2. 
La notion de direction asymptotique correspond à la situation où, lorsque t 
tend vers to, le point A4 (t) s'éloigne à l'infini ”dans une direction donnée” : 


DÉFINITION 20-117 Soit E : { 3 1r3 M (t) un arc paramétré continu présen- 
tant une branche infinie au voisinage de to. Lorsque la limite 

. OMÜ 

Bn ———r 

LEA | 


Om « | : 


existe (on a alors évidemment |? =:1), elle ne dépend alors pas de l'origine 
choisie. La droite OM (t) possède une position limite pour t — to (voir exercice 
20-1.8) qui est la droite O + vect (?). On dit alors que l'arc T possède la 


direction asymptotique vect (7) en to. 


Démonstration : Si la limite existe et si O est un point quelconque 
de &,0on a 


fra Je] < rc < for +Joa 


ce qui donne évidemment 


Ier; Pl 


et il suffit d'écrire 


MË _ (ON on , 
ao ac Et 


pour voir que 


AO Jim CRC = 
| 60 


Dur = font] 


et le choix de l’origine O n'importe donc pas dans la définition précé- 
dente. Æ 
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Lorsque l'on travaille dans un repère C3 ?, 7) avec M (1) de coordonnées 
(2 (#),y() 


OM = 2 (0) D +y(t) À 
l’arc présente une branche infinie en {g si et seulement si 
Bi Le (014 II = +00 


Sitr z(t) ne s’annule pas au voisinage de fo, on peut repérer la droite OM (4) 
par son coeflicient directeur 


mo = LE 


æ(t) 
e Siona 
lim m (+) = 400 
alors la position limite de OM (t) est l’axe Oy = O + vect (©). et la 


direction asymptotique est donc vect (©). On a bien z(t} à o(y(t)) dans 
0 
ce cas, donc OM (t né y(t) T et par conséquent 
o 


le signe dépendant de celui de y(t) au voisinage de to. 
e De même, si 
lim (j=aecR 
a 


la droite OM (t) a pour position limite la droite d’équation y = ar. On a 


en effet dans ce cas 
OH = 24) (P+ad) 
o 
et donc 


OM TtaT 


(le signe dépend de celui de x (f) au voisinage de to) qui est bien un vecteur 
directeur de la droite d'équation y = ax. 


Lorsque l’arc présente une direction asymptotique vect (P) en {o, on 
cherche s’il existe une droite (dirigée par Ÿ) qui est asymptote à l’arc : 
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« Si la direction asymptotique est vect (?) et si 
li t)= 
Jim a (8) = &o 
on dit que la droite d'équation x = xo est asymptote (”verticale”) à l'arc. 
Si par contre lim æ (t} = +00, on dit parfois que l’arc présente une branche 
+ 
parabolique dans la direction de l'axe Oy. 
e Si la direction asymptotique est celle de la droite d’équation y = az, et si 
la limite 
Him y (f) —ax(t)=8 
existe (dans R), on dit que la droite A d'équation 
(A): =or+8 
est asymptote à l'arc en to. Si cette limite est +co, on parlera de branche 
parabolique dans la direction de la droite d'équation y = ax. 


EXERCICE 20-1.18 Plus précisément, si un arc continu £ > M (t) présente une branche 
infinie en Lo, on dit qu’une droite D est asymptote à l'arc en to si et seulement si 


Jim d(M (1), D) —0 


(où d(M{t),D) est la distance du point M(t) à la droite D). Montrer que cette 
propriété ne dépend pas de la norme choisie sur l’espace vectoriel sous-jacent à £2. 
Montrer que, si une asymptote existe, elle est unique, et que l’arc présente alors en 
ta une direction asymptotique qui est celle de D. Montrer également qu'alors, en 
choisissant un repère quelconque du plan, on se retrouve dans une des deux situations 
décrites précédemment. 


DANS LA PRATIQUE : 
On essaie souvent d'obtenir des développements limités (ou asymptotiques) 
de æ({o+h) et y(0+h) pour À tendant vers D (si 9 = +oo, on utilisera un 


infiniment petit qui sera souvent h = 7 mais peut, selon les cas, être un autre 

Dé e Les 1 £ 

infiniment petit de référence, comme Ru e-l}. On peut avoir une asymptote 
nr 


oblique” lorsque ces deux quantités sont des infiniment grands simultanés. Le 
premier terme de chacun des ces développements donne un équivalent simple de 
æ(to+ h)} et y (fo + h} au voisinage de 0, et permet de voir si ces infiniment grands 
sont de même ordre. Si c'est le cas”, on trouve aisément à € R* avec 


v(o+h) 7 ax (to+h) 


ce qui détermine une direction asymptotique. Lorsque la différence admet un 
développement de la forme 


ylo+h)—az(to+h) = B+ 7h +o(h7) 


SDans le cas contraire, l'arc présente une branche parabolique dans la direction de Oy ou de 
Oz, selon que y (#) = 0 (x (#)} où 2 (#) = o(y(t)). 
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avecBE R,p € N'et y # 0, l’arc possède unc asymptote’ d'équation y = ax+/8. 
Le signe de y ainsi que la parité de p permettent de placer l’arc (au 
voisinage de {,) par rapport à son asymptote : 


&(h)= YCo+h)—az(tot+h)-8 7h 


et l'équivalent donne le signe (au voisinage de D). Lorsque 8(h) > 0, la courbe 
est située ”’au dessus” de son asymptote. Elle est en dessous lorsque 6 (k) < 0. 
On remarquera que, lorsque p est pair, 6 (k) nc change pas de signe avec h. 


EXEMPLE 20-1.19 Etudicr la branchc infinie, pour { — 1, pour l'arc paramétré 
tr M(t) défini par 


__t-2  (@æ-i)t 
OS * O0 G 5e 
Au voisinage de 1, on a évidemment 
1 
OR et ve 


ce qui montre l'existence d'une direction asymptotique qui est celle de la première 
bissectrice. En posant £ = 1 + h, on obtient 


20 =-7 En = 7 (12h +247 4 o(H)) 
u(#) F (EEE) 7 (A + 4h +6H +o(h?)) 


ce qui donne 
y(t)—z(t)= -6—4h+ o(h) 
L'’arc considéré présente donc une asymptote d'équation 
y=x—6 


Pour # tendant vers 1 par valeurs supérieures, # (t) et y(t) tendent vers oo et 
l'arc est situé sous son asymptoteÿ. Il est situé au dessus pour { tendant vers 1 
par valeurs inférieures, avec r (4) et y(t) qui tendent vers +00. 
SLorsque y (to + A) = aæ (lo + À) est encore un infiniment grand pour À —+ 0, l'arc présente 
une branche parabolique dans la direction de la droite d'équation y = er. 
SOn a là une information locale. Comme la quantité 
Aft)=u(t)-2()+6 


est rationnelle, on pourrait faire une étude de signe de cette différence pour voir que, globale- 
ment, 


A(t)>0pourt€ 1-œ0tL] > 1 [u2+0t 


1 
et que la courbe traverse l'asympote pour {= =. 
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20-1.4 Plan d'étude d'un arc en dimension 2 


Pour permettre un tracé sommaire du support d’un arc paramétré ou contrô- 
ler ce qui est affiché par l'écran d’un ordinateur ou d’une calculatrice, on 
commence par déterminer le domaine de définition D et la régularité de 
l'application {++ M (1). 


On restreint ensuite éventuellement le domaine d’étude en tenant 
compte des propriétés de symétrie (parité, imparité, périodicité simultané- 
ment pour les fonctions £ ++ z(£) et ++ y(t)). Par exemple, si 4 + xt) 
est paire et 4 y(t) est impaire, on fait l’étude sur DR, et on complète 
le tracé du support par symétrie par rapport à l'axe des abscisses. 


On effectue alors l’étude des variations des fonctions { » z(t) et 
tr y(t) (en général en utilisant le calcul des dérivées). On fait ainsi 
apparaître les points remarquables (à tangentes verticales ou horizontales) 
ainsi que les points stationnaires (z' (1) = y'(t) = 0). 


Etude des des points stationnaires : si {o est un point stationnaire, 
c’est en général un développement limité au voisinage de 0 des fonctions 
ke zfto+h) et hr y(to+ À) qui permet d'obtenir (lorsqu'ils existent) 
les deux indices fondamentaux p et 4. On peut alors placer la tangente et 
avoir l'allure locale du support de l’arc, conformément aux résultats de la 
section 20-1.2.4. 


Etude ” aux bornes” de l'intervalle: ce sont souvent des branches infinies, 
mais on rencontre aussi parfois des points d'arrêts” : lorsque { + ty (avec 
to€1-]),ona 


(t),y (2) — (co, vo) 


ce qui permet de considérer le point Mo(ro,w) comme un point limite 
appartenant au support de l'arc. On pourra placer une tangente éventuelle 
en ce point en étudiant la position limite d'une sécante, c’est à dire en 
déterminant 


y (4) — vo 
EE {t) — %o 


Si l'étude fait apparaître des asymptotes, il est important de placer (en 
général localement) l’are par rapport à ces asymptotes. 


Lorsque le tracé sommaire fait apparaître des points d’inflexion ou mul- 
tiples (où se croisent deux branches du support de l’arc), on peut terminer 
l'étude (si les calculs ne sont pas trop compliqués) en déterminant ces points 
par les méthodes qui suivent : 


— Nous avons vu comment les conditions de contact permettent parfois 
de déterminer les points d’inflexion. On peut aussi les chercher parmi 
les points non biréguliers (dits d'inflexion analytique”), vérifiant 


ae) "(0 


vt) v't [T° 
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Ceci peut s’écrire aussi, si x’ (1) 5 0 

FAO] 

a (t) 

Le réel m(t) représente le coefficient directeur de la Langente en 1. 
Lorsque m'(1) s’annule en f, en changeant de signe (m (t) passe alors 
par un extremum), l’arc présente effectivement un point d'inflexion en 
to. 

En effet, pour k non nul suffisamment petit, la quantité 


8) = (y (to + À) — y(t)) — m (to) (x (to + À) — x (to)) 


(dont le signe permet de placer le point M (£o+ À) par rapport à la 
tangente en to) s'écrit 


m'(t}=0 avec m(t)= 


5) = (ete + à) [te DAC 
FCEDETOEE 
= he [RO E EE - mt] 


(à cause de l'hypothèse z’ (Lo) # 0). D'après la formule des accroisse- 
ments finis généralisée (voir théorème 8-5.6) on peut écrire 


Ê (to + À) — y (to)) 
(& (to +) — x (to)) 


avec 4 € }lo, lo + R[ où Jo + À, fol (selon le signe de À). Si m(f) est 
extrémal en {g alors m (tx) —m (to) à un signe constant, et 8 (k) change 
bien de signe avec À. 

Par contre, lorsque m’ (t) s’annule en to sans changer de signe, le raison- 
nement qui précède montre que le point to n’est pas point d’inflexion. 
On peut retenir : 

En un point d’un arc régulier de classe C? où le coefficient 
directeur de la tangente est défini et passe par un extremum, 
l’arc présente un point d’inflexion. 


-m te) = m(t;) — m (to) 


Les points multiples se déterminent en résolvant le système 


y(t)=y() 


Nous verrons sur l'exemple qui suit que, lorsque x (1) et y(t) sont des 
fractions rationnelles en {, on cherche à déterminer t et t’ par leur 
somme et Icur produit. 


ar 
en avec 4telctt#l 


EXERCICE 20-1.20 Etudier l’arc paramétré défini par 


t(t+2) 
2+2 


t+2 


z(t)= TF1) 


et y(t)= 


On obtient les résultats suivants : 
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e L’arc est de classe C® sur son domaine de définition R—{0,—1}. Il n’y à pas de 
symétrie apparente permettant de restreindre l’ensemble d'étude. 


5 184242 #+4t+2 s : 
t}= 2 et y'(t) = -—— 7. L'arc est régulier, la fonction t ++ 
e z'(t) 3 t+ y'(t) FtHÿ rég 


æ{t) est strictement croissante sur chacun des intervalles de son domaine de 
définition. La fonction y'{t} s’annule pour 24 V2 et tr y(t) est stric- 
tement croissante sur ]-2 — 4/2, -1{ et ]-1, -2+ V2[, strictement décroissante 
sur ]—co, -2 — V2[, sur ]-2+ V3, 0[ et sur ]0,+co[. (Faire un tableau de varia- 
tions regroupant tous ces résultals, ce qui est commode ensuite pour Le tracé du 
support). 
+ Branches infinies : 

Pour t + +00 on a x () -> oo et y (t} -+ 0, avec le même signe quet. On a donc 
une asymptote horizontale d’équation y = 0, la courbe étant sous l’asymptote 


pour £ -> —0o, au dessus pour { — +oo. On remarque que la courbe traverse 
cette asymptote pour t = —2. 


Pour £ — —1, on pose {+ 1=—h, et on a 


1+h b. 


Trimr = 2-2 o(t) 


CRD et y(-1+h)= 
ce qui donne d’abord 
y(—1+h) 2 (-1+k) 
puis 
y-1+h)- 27 (14h) = -2-3h+o(h) 


On obtient donc une asymptote oblique d’équation y = 2x — 2, la courbe étant 
sous l’asymptote lorsque { -+ 1 par valeurs supérieures, au dessus pour # —+ 1 par 
valeurs inférieures. En formant 

t+2 t(£+2) #-t-2 


O2 0)+2e Ten dore +2 : 


on s'aperçoit que l’arc traverse son asymptote pour £ = 2. 


+ Un tracé du support laisse apparaître un point d'inflexion pour une valeur de 
LE ]-00,-2{. On peut vérifier ce résultat en caleulant le coefficint directeur de 
la tangente 


y) 2 +41+2 
20) “P(H+24+2) 


{+ 1) (8 + 682 +61 +4) 


Pêr BE+2+2) 


et m'(t) = 4 


{il est normal de trouver t + ! en facteur, puisque pour t = —1 l’asymptote, 
qui joue le rôle de tangente à l'infini, est traversée par l'arc). Une étude des 
variations du polynôme t° + 61? + 6t + 4 montre qu'il possède une unique racine 
réelle t & —4,9514. En ce point, #4’ (t} s’annule bien en changeant de signe. 


+ Enfin, le tracé montre l'existence d'un point double. On résout donc 


t(t+2) _#(P +2) 1+2 _ _t#+2 ñ 
D+2 0 CU oIerD ren evectét 
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Comme ces égalités donnent des relations de proportionnalité entre numérateurs 
et dénominateurs, nous aurons aussi 


non LE 


(EH 2)+ (EU +2) (+0) +248) — 2 


t)= ) = = 
Or) = Dr pre ET 
La même manipulation donne 
Luz #+2-(4+2 1 
VO == Ge 
t+2+t+2 
vo=u()s HER rrnts 


COR D EEE) (HE) +(E+r) 24 
On détermine alors t et £’ par leur somme S et leur produit P qui vérifient 
S S2+25-2P 1 S+4 
5 +1= et == 
2 25 +4 S+1 S2+S-2P 
On obtient aisément 


2S+2P+4=0et4S+2P+4=0 


soit $ = 0 et P = —2. On obtient donc {t,1'} = {42}, et les coordonnées du 
point double sont 


s 1 
(Gr)=00 


EXERCICE 20-1.21 Soit a > 0. Etudier l’arc du plan euclidien défini dans un repère 
orthonormé par 


z{t)=4acoÿt et y(t) = da sint 


Etudier notamment les points singuliers. Montrer que la portion de tangente com- 
prise entre l'axe des abecisses et l’axe des ordannées est de longueur constante. En 
remarquant que 


zft)+iy(t) = Bee +aer st 


montrer que le support de cet arc est trajectoire d’un point fixe d’un cercle de rayon a 
qui roule sans glisser à l'intérieur d'un cercle de rayon 4a (hypocycloïde à 4 rebrousse- 
ments ou astroïde). 


20-1.5 Cas des arcs plans définis en coordonnées 
polaires 
20-1.5.1 Rappel : coordonnées polaires 


Le plan euclidien £; orienté est rapporté à un repère orthonormé direct (0. a 9). 


La droite O + R Test appelée axe polaire. Si 8 € R, on nole @ (8) le vecteur 
unitaire image de F par la rotation d’angle 8 


(8) = cos8 T + sin9 À 
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&(t+2) +2 
ty ( 
m2 VO Gr 


Figure 20.5 — Arc paramétré x (t) 


et (8) = (+ TL) le vecteur s'en déduisant par rotation de LA c’est à dire tel 
que la famille ( (8), © (8)) soit une base orthonormale directe du plan vectoriel 
sous-jacent 


D (8)=-sin0 Ÿ + 0089 Ÿ 


Les applications 8 > 7 (6) et 8 > 7 (8) sont évidemment de classe C® sur R 
et vérifient 
dè dr 


T6 à T=-() 


DÉFINITION 20-1.22 Soit M € €. Un couple (r,8) € R°? est un système de 
coordonnées polaires de M par rapport au repère (°. 7,7) si et seulement si 


OM = r (0) 


Si (x,y) sont les coordonnées de M dans (0. 7,7), ceci équivaut évidemment 
â 


æ=rcosé 
y=rsing 


Si M = O, on voit que les systèmes de coordonnées polaires qui conviennent 
sont Les couples (0,8), avec 4 € R quelconque. Si M # O, et si {r,8) est un 
système de coordonnées polaires de M, on notera que l'égalité OM = r 7 (0) 


définit r comine une mesure algébrique, avec low] = rl. On a donc deux 


possibilités : 
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er>0et doncr= |o| = VrT+ y? avec 


où 2 El T 4 y + 
fon” ver VE 
Le réel 8 est alors unique modulo 2x : l'égalité précédente signifie simple- 


ment que est une détermination de l'argument du nombre complexe de 
module 1 


Ho 


& #4 
= + 1 
: Vai+u Ver v 


e r<0et donc r = — |ow] = —4/x? +%?. Avec les notations précédentes, 
on doit avoir 


Qi pre pe 


ce qui montre que, cette fois, 8+7 doit être une détermination de l'argument 
de z. 


On retiendra : 


PROPOSITION 20-1.23 Si M est un point du plan distinct de l'origine, 
M admet une infinité de systèmes de coordonnées polaires dans le repère 


(0. 7, 7). Si (r,6) est un tel système, les autres sont de la forme 


(r,8+2kr) ou (-r,0+7+2k7) (avec ke Z) 


20-1.5.2 Paramétrage polaire d’un arc 


Nous cherchons des conditions suffisantes pour pouvoir représenter simplement 
un arc en utilisant les coordonnées polaires. Dans tout ce qui suit, le plan £2 est 


rapporté à un repère orthonormé direct (0, , J). 


PROPOSITION 20-1.24 Soit ? 3 t > M (t) un arc de classe C* (avec k > 1), 
dont le support ne contient pas l'origine ©. Il existe un couple de fonctions 
numériques de classe C* 

terp(t) et trrwp(t) 


telles que, pour tout : € 1, (p{t),#(t)) soit un système de coordonnées 
polaires de M (t) : 


Vtel OM=p(t) ® (w(t)) 
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Démonstration : On passe en affixe complexe, en considérant l’ap- 
plication de classe C* 


211 C tmz(t)=zx(t)+iy(t) 


si (&(#),w(#)) sont les coordonnées de M{+) dans (0,7, 7). 1 
suffit d'appliquer à la fonction t ++ z(t) le théorème de relèvement 
10-1.57 pour obtenir une détermination { ++ 4 (+) de classe C* de son 
argument. Comme la fonction p définie par 


ver ot =} (= Va T0 


est composée de la fonction £ ++ x? (t) + y?(t) de classe C* sur 1, à 
valeurs dans R°+, et de 5 »+ 4/5 de classe C® sur R**, le couple de 
fonctions (p,%) répond évidemment à la question. # 


Sous les hypothèses précédentes, nous avons 


sy po 2 0) #0 y — v(t) z'(#) 
VE VOS = a 

DÉFINITION 20-1.25 On dit qu'un arc paramétré V de classe C* 13 4++ M(t) 

admet une équation polaire de la forme r = f (0) si et seulement s'il existe un 

intervalle J CR et une application f : J —+ IR de classe C* tel que T soit C*- 

équivalent à l'arc 


P:J+6 0 P(8) vérifiant OP(6) = f(8) à (6) 


En d'autres termes, on peut utiliser un paramétrage admissible J 3 8-> P(8) 
de l'arc géométrique associé à l’ tel que 


VOE€J (f(8),8) est un système de coordonnées polaires de P(0) 


La signification géométrique du paramètre Ÿ va amener à utiliser des techniques 
particulières pour étudier de tels arcs. En particulier, on utilisera le repère mobile 
(R@ (8), © (8)) pour effectuer les calculs (tangente, concavité, asymptotes), de 
préférence au repère fixe (o. T, 7). 

La proposition qui suit donne une condition nécessaire et suflisante pour qu’un 
arc de classe C* dont le support ne contient pas l'origine O admette une équation 
polaire de la forme r = f (8). 


PROPOSITION 20-1.26 Soit 1 3 t > M{t) un arc de classe C* dont le 
support ne contient pas ©. Cet arc admet une équation polaire de la forme 
r = f(8) si et seulement s'il est régulier et si aucune de ses tangentes ne 
passe par 0. 


Démonstration : On sait que la régularité et les tangentes sont des 
notions qui se conservent par changement de paramètre admissible, 
Si l’arc géométrique considéré admet une paramétrisation polaire 


J30+ P(6) avec OP(E) = f (8) À (6) 
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Figure 20.6 — Arc n'ayant pas de représentation polaire 


avec f de classe C* telle que V9 € J_ f(8) £ 0 (puisque P (8) # O), 
ona 
vôes P'(6)=f'(0) & (8)+f(8) D (8) # © 


L'arc est donc régulier et P'(8) dirige la tangente en #4. De plus, 
comme f (8) 0, les vecteurs P' (8) et OP (8) sont indépendants, ce 
qui montre que la tangente ne contient pas O. 

Réciproquement, si l’are ? 5 t ++ M(t) ne passe pas par O, on 
sait (proposition 20-1.24) que l’on peut trouver deux fonctions p et 
4 de classe C* sur I telles que 


vieil OM =plt) À (p(t)) 
On à de plus, en notant [P, 7] le produit mixte des vecteurs P et 


? 
[GA «5, #0] 
Jon" 


Si l'arc est régulier el si aucune de ses tangentes ne passe par O, nous 
avons 


VteEI d'{t)= 


VtEI p(#)40 


et la fonction 4 réalise donc un C#-difféomorphisme de 7 dans un 
intervalle J. Nous pouvons considérer cette application comme chan- 
gement de paramètre admissible et, en considérant le difféomorphisme 
# inverse 


JD6mt=p(0)=#"(8)EI 
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nous obtenons une paramétrisation polaire de l'arc 
VtEI M(t)=P(8) 
P(8)= M((8)) vérifiant 
Vées OPÉ=p(e(0)) & (bo(8)) = p(p(6)) À (8) 


L'arc considéré possède done l'équation polaire r =po4(8). 1 


20-1.5.3 Tangente, branches infinies, concavité 
Nous considérons dans cette section un are admettant une paramétrisation polaire 
J36 M(8) avec OM 6) = r (8) ® (8) 
où r est une fonction de classe C* sur J. Rappelons que r (8) doit être interprété 
comme une mesure algébrique et non comme une distance. 
e Tangentes : 
On à déjà vu que 
V8eJ M'(0)=1(8) © (8)+r(8) © (8) 
Toute valeur 8 € J avec (r (0) ,r‘(8)) # (0,0) est régulière : 


En un tel point, le vecteur r’(8) 2 (8) + r (8) 7 (8) dirige la tangente 7 
et le ”rayon vecteur” OM (6) est colinéaire à @ (8). Si on note V (8) une 
détermination (définie modulo x} de l'angle orienté des droites OM (8) et 


Te 
V(8)=(OM(8), 7) (mod r) 
nous avons 
V(8) =2 (mod r) si r’(8)=0 
r (0) 


tan V (0) = sinon 


r(8) 


On accède parfois mieux par le calcul à la cotangente de V (8), qui est la 
dérivée logarithmique de la fonction r en 8 : 


(8) 

r(8) 

L’arc ne peut présenter de point stationnaire que pour une valeur 
8 avec r (80) = 0, c’est à dire pour lequel M (85) = O. 

En un tel point, la tangente est facile à placer : c’est la droite passant par 
O qui fait un angle 8 avec l'axe polaire. En effet, pour 8 — @ la position 


limite de la sécante OM (0) est bien la droite d'angle polaire 4. L'allure 
locale du support au voisinage de 86 dépend du signe de r (8) : 


cotan V (8) = 
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Figure 20.7 — Allure à l’origine si r(@) change ou non de signe en 
CA 


— Si r (8) change de signe en 8 (c'est notamment le cas lorsque r’ (85) # 
0), on voit que le support de l’arc reste du même côté de sa tangente 
(point à concavité). 


— $ir(8) ne change pas de signe en 8 (qui est donc un point station- 
naire), l’arc reste du mêrne côté de la droite O + R 7 (60), et on a 
l’aspect d’un point de rebroussement de première espèce. 

+ Asymptotes : nous étudions ici le cas où r (8) -+ +oo pour 8 —+ 65. 


Pour @ tendant vers 65, la position limite de la droite M (8) est évidem- 
ment la droite d’angle polaire 85. L’arc présente donc une direction asymp- 
totique qui est celle de cette droite. Pour étudier l'existence éventuelle 
d'une asymptote, on effectue un changement de repère$. On travaille dans 
(0, À (Be) ; © (80), le nouvel axe des abscisses étant parallèle à la direction 
asymptotique. L’arc présentera une asymptote si et seulement si l'ordonnée 
Y(8) de M (8) dans ce nouveau repère possède une limite pour 8 tendant 
vers 5. Comme 


Y (8) = OM (8).% (60) = r(8)( (8) .5* (60)) = r (8) sin (8 — 80) 
$Sauf si la direction asymptotique est celle d'un des axes de coordonnées, c’est à dire lorsque 

& = K avec kEZ 

Dans ce cas, on reste dans le repère (o, 7, 7) et on étudie 
lim z (8) = lim r (0) cos0 
80 do 

lorsque la direction asymptotique est verticale (k inpair} où 
lim y (8) = lim r (8)sin8 


lorsque la direction asymptotique est Horizontale. 
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l'arc présente une asymptote d’équation Y = { (dans le repère local!) si et 
seulement si 


din r (8) sin (0 — do) = { 

Si cette limite vaut +co, on aura seulement une branche parabolique dans 
la direction de la droite d'angle polaire 69. 
Lorsqu'on a prouvé l'existence d’une asymptote, pour placer? le support de 
l’arc par rapport à cette asymptote, on doit étudier le signe de l’infiniment 
petit 

6(8) = r (8) sin (8 — 80) —! 
Il est aussi indispensable de bien noter le signe de r(8) pour @ 
proche de 8 : le point M (8) s'éloigne à l'infini pour 8 -} d mais, si 
r (8) — —0, le vecteur OM [T) est de sens opposé à & (8). 
Concavité : 
Si on suppose l'arc au moins de classe C?, les points non biréguliers sont 
ceux qui vérifient 


[#'@,#" «e)] =0 
On évalue ce produit mixte dans la base directe (@ (8), © (8) : 
M'(6)= r'(8) & (8) +r(8) ? (6) 
«t M"(0)=(r"(8)-r (0) & (0) +2 (8) © (8) 
On obtient donc 
frexre]-|7 £ 


= 12 (8) + 27° (8) —r(8)r" (6) 


— Lorsque la quantité r2 (8) + 27°? (6) — r(9)r” (8) ne s’annule pas, le 
point considéré est un point birégulier, donc à concavité. Si P est un 
point quelconque de £2, on dit que l'arc tourne sa concavité en © vers P 
si et seulement si P est dans la concavité de l'arc en 8. Pour que l’arc 
tourne sa concavité vers L'origine O, il faut et il suffit que les vecteurs 
M(8)0 et Wr (8) aient, avec un même vecteur normal à l'arc, des 
produits scalaires de même signe. En prenant comme vecteur normal 

R = -r(8) &(8)+r'(8) À (8) 
la condition est (# (6) F) (# O)] ü.n) > 0, soit 


(r? (8) + 272 (8) — r (8)r"(8)) r? (8) > 0 
On a donc 


r2(0)+ 27% (8) —r(8)r” (8) > 0 & l'arc tourne sa concavité vers O 


TAttention : dans le repère local! 
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— On a de plus, puisque le produit mixte ne dépend pas de la base 
orthonormale directe utilisée pour écrire les déterminants, 


a'(8) x"(8) 


12 (8) + 27° (8) — r (8}r" (8) = [#'@),#"(0)] lo v@ 


L'étude faite à la section 20-1.4 montre que, si 
r2 (0) +272 (6) — r (8)r" (8) 


s’annule en changeant de signe, alors & est un point d’inflexion de 
l'arc. Par contre, si cette quantité s’annule en 4 en gardant un signe 
constant, alors 4 n’est pas birégulier mais n’est pas un point d’in- 
flexion. 

— Remarque : 
Un arc dont le support ne passe pas par l’origine peut être caractérisé 
par la fonction 


et il est parfois préférable de travailler avec la fonction g plutôt qu'avec 
son inverse. On à alors 


2 r (0 : 9r2 (0) — r (0) r'' (8 
d0=-50 et o= 00e 
et donc 
acer + d'toy = 2) +272 (8) = r (0) (8) 


r° (8) 


Les points d’inflexion sont ceux pour lesquels q (4) +4” (8) s’an- 
nule en changeant de signe. De même, l'arc tourne sa concavité 
vers l’origine © si la quantité g(8) (g(8) + g” (8)) est strictement posi- 
tive (puique r° et q ont même signe). 


20-1.5.4 Plan d'étude d’un arc défini par une équation polaire 


On considère une fonction 8 + r (8), et on étudic l'arc défini par 


87 OM (6) = r (8) à (8) 


+ On commence par déterminer le domaine de définition D de la fonction r 


ainsi que sa régularité (classe C*). Dans la pratique, D est souvent une 
réunion d’intervalles. 


+ On détermine ensuite un sous-ensemble de description totale du sup- 


port de l’arc : on sait en effet que deux systèmes de coordonnées polaires 
(rs) et (r2,02) représentent le même point du plan (autre que O} si et 
seulement si 


(ri = 72 et 0 = 09 mod 27) ou (ri =—r2 et di = 62 +7 mod 27) 
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Il en résulte que, s’il existe un k € N° tel que 
VOER 6€ D & 0 +2km € D et r(8 + 2km) = r (6) 


il suffira de faire parcourir à @ l’ensemble DN[0, 2kx] pour décrire la totalité 
du support de l’arc. On choisira évidemment k le plus petit possible dans 
N°. Si cette valeur de k est impaire et vérifie 


V8ED r(8+kr) = -r(6) 


les points M (8) et M (8 + kr) sont alors confondus, et on décrira entière- 
ment le support avec 6 dans P N1{0,kr] (ou DN K où K est un segment 
quelconque de longueur kr). 


On réduit ensuite éventuellement l'intervalle d’étude en tenant 
compte des symétries. Par exemple, si r (8) = r(—8), le point M (—6) 
se déduit de M (8) par symétrie par rapport à l'axe Oz. Plus généralement, 
s'ilexistea € R 


VBED r(2a—0)=r(8) 


les points M (4) et M (2a — 8) sont symétriques par rapport à la droite 
passant par © et d’angle polaire a. Lorsque 


VOED r(2a—8)=--r(8) 


ces points se déduisent l’un de l’autre par symétrie par rapport à la droite 
: ci : Là 

d’angle polaire a + 3 Il importe de garder une trace précise des trans- 

formations géométriques qui permettent de reconstituer, avec ordre et mé- 

thode, la totalité du support à partir de la portion obtenue sur l'intervalle 

d'étude. 


Etude du signe de la fonction r sur l’intervalle d'étude. Plus que 
le sens de variation, c’est le signe de cette fonction qui importe pour un 
tracé sommaire du support. C’est Jui qui permet de placer, pour une valeur 
de 8, le point M (8) d’un côté ou de l'autre de © sur la droite d’angle 
polaire 4. Les valeurs de # qui annulent r (8) permettent de placer les 
tangentes à l’origine. On place certains points remarquables, ainsi que les 
tangentes correspondantes. Rappelons que, lorsque r’(8) = 0, Ja tangente 
est orthogonale au rayon vecteur. 


Etude des branches infinies, en particulier des asymptotes. 


Éventuellement, si les calculs ne sont pas trop complexes, recherche des 
points d’inflexion ct des points doubles. Pour trouver ces derniers, on 
cherche, dans un intervalle minimal de description totale du support, des 
valeurs 8 et 4’ vérifiant 


(r (8) = r(8') et 0 = 9 mod 2r) 
où (r(8) = -r(8") et 0 = 8" + r mod 2x) 
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e On fait ensuite un tracé sommaire du support résumant les études précé- 
dentes. 


EXEMPLE 29-1.27 Etudier la courbe d’équation polaire 
cos (20 
r (8) = 049 à) 
cos (0 + 6. 
On obtient les résultats suivants : 

e La fonction r est définie et C® sur le domaine 

D= US +hm, L+(k+Dr| 
e La fonction r est 27-périodique sur son domaine de définition, et vérifie de 
plus 
VOED r(8+7r)=-r(0) 


On décrit entièrement le support de l’arc en faisant varier 8 dans l’inter- 
section de D et d’un intervalle d'amplitude 7. On travaillera par exemple 


sur 
T T 
D=laslulr 
Il n’y à pas de symétrie apparente lorsqu'on restreint l’étude à D’. 
« Signe de r : on a le tableau de signe suivant 


EI 


eo |o 


+00 
# 


1] 
— is 


r (6) ] + 
| 


—00 


L'origine est donc un point double, avec deux tangentes correspondant aux 
deux bissectrices des axes. 


Branche infinie pour 4 + £ : on effectue un développement limité de 
T : 27 1 
(+) sin (A) = — cos (5+x) = 5 + Vih+o(h) 


1 
ce qui donne une asymptote d’équation Y = 3 dans le repère 


(4 ().5()) 


Si un point M a une ordonnée Ÿ dans ce repère, on a 


=on.v (7)-0n.(-Hr +37) 
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et l'équation de l’asymptote, dans le repère (°. T, 7) est donc 


Viz-y+l=0 
La courbe est en dessous de l’asymptote pour 8 —+ È par valeurs inférieures, 


au dessus pour 4 — : par valeurs supérieures. Voir le tracé figure 20.8. 


A 
> 
Figure 20.8 — Courbe d'équation polaire r(8) = mc 
cos (e + 7) 


« Le tracé montre que le support de l’arc rencontre son asymptote. La valeur 


de 8 correspondante est. obtenue en résolvant Y (0) = > soit 


2 
Dans le domaine D’, la solution distincte de _ est 0 = T ce qui donne le 


point d’intersection 


EXERCICE 20-1.28 Etudier l'arc d'équation polaire 


sin Ÿ 
(8) = —7——7 2 3 
sin 3 + cos > 
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On déterminera en particulier l’asymptote, le point double et une valeur approchée des 
coordonnées du point d’inflexion. 


EXERCICE 20-1.29 Etudier l'arc d’équation polaire 
38 
r(8) = acos (?) 


EXERCICE 20-1.30 Etudier l'arc d'équation polaire 
sin 8 


F0) = TT c056 cos 26 


20-1.5.5 Quelques équations polaires remarquables 
«+ Droites : 
Une équation d’une droite passant par le pôle O et d'angle polaire 4 est 
évidemment 8 = 09 + kr, où k € Z est quelconque. Si D est une droite 
du plan ne passant pas par ©, elle admet dans le repère (0.7, 3) une 
équation de la forme ux + vy + w = 0, avec (u,u) # (0,0) et w # 0. Si 


M (x, y} est un point de £2 et si (r, 0) est un système de coordonnées polaires 
de M, on a 


MED 4 r(ucos8 + usin6) = —-w 


ce qui peut s’écrire 


1 
TT acos + bsin® 
avec (a, b) = (5 ) # (0,0). Réciproquement, toute équation de cette 


forme représente une droite ne passant pas par ©, puisqu'elle peut s’écrire 
ar cos8 + brsin@ = 1, soit ax + by — 1 en coordonnées cartésiennes. Le 
vecteur 


Real? +b 


est un vecteur normal à cette droite. Si (c, a) est un système de coordonnées 
polaires dt point À (a,b) avec, par exemple, 


c= Va +, cosa= et hante 
Verre Var 


on a alors # = cæ (a). Le vecteur 7 (a) dirige donc la droite D (angle 
polaire a + F et l'équation peut s'écrire 


1 
Fe c cos (# — a) 
La projection orthogonale de © sur P est donc le point © tel quef 
où = La (a) 


#Ce point est donc image du point À (a, ) par inversion de pôle O et de puissance 1. 
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EXERCICE 20-1.31 Soit un arc de classe C* admettant une équation polaire 
de la forme r = f(8). Montrer que, si f (#o) # 0, une équation polaire de la 
tangente à cet arc en Po peut s’écrire 


: =; US cos (4 — 65) + () (80) sin (8 — 80) 


Montrer que, si f' (80) # 0, une équation de la normale est 


= cos (9 — do) + = 


: = sin (8 6) 


f œ ) 
Cercles passant par l’origine : 


Si C est un cercle de centre C (&1,b1) passant par ©, il possède une équation 
cartésienne de la forme 


224 y — aix — Abiy = 0 
(léquation ne contient pas de terme constant, puisque le cercle passe par 


©). Comme précédemment, un paint M de coordonnées polaires (r,8) ap- 
partient au cercle si et seulement si 


F2 = (2e cos 0 + 2h sin 8) r 
En posant (a,b) = (2a1, 2h), le point A(a,b) vérifie D À = 208 et [O, A] 


est donc un diamètre du cercle. La condition qui précède peut s’écrire 
r=0 ou r=acos8 +bsn0 


Comme la quantité a cos 8 + bsin # s'annule pour certaines valeurs de 8, la 
totalité du cercle est donc décrite par l'équation polaire 


r=acos 0 +bsing — Va? + b cos(8 — a) = 2Rcos (9 — à) 


où, comme précédemment, (c = w4?+ 87, ) est un système de coordonnées 
polaires du point À : l’angle polaire de la droite OA est a et le rayon 
1 

du cercle est R = -Va?+b?. Il est évident que, réciproquement, toute 
équation de cette forme est équation d’un cercle passant par l’origine. On 
remarquera que, pour le cercle comme pour la droite, l'expression de r (8) 
obtenue vérifie (8 + 7) = —r (8), et qu'il suffit donc de faire parcourir à 4 
un intervalle de longueur * pour décrire la totalité de la droite ou du cercle 
(figure page 980). 


EXERCICE 20-1.32 Expliquer comment le support de l'arc d'équation polaire 


r (8) = a(1+cos6) 


peut se construire géométriquement à partir du cercle d’équation r = acos8. Tracer le 
support de cet arc. On obtient une courbe appelée cardioïde, présentant un point de 
rebroussement en ©. (Attention : pour décrire la totalité du support de l’arc, il faut 
faire varier (par exemple) 4 dans [0, 2x}, et le cercle est alors parcouru deux fois, avec 
le rayon vecteur qui change de signe pour chaque passage par O). 
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Figure 20.9 — Equation polaire d'un cercle : OM(@) = OA cos(8—a) 


EXERCICE 20-1.33 A l'exercice 18-2.7, nous avons défini l'inversion de pôle O et de 
puissance k. C’est l’application de £, - {0} dans lui même, définie par M + M! tel 
que O, M et M' soient alignés avec 


GO = k 


Dans le plan complexe, montrer que cette application peut se traduire par la transfor- 
mation des affixes 


0£:m2Z- 


Il est évident que l’inversion de puissance k se déduit de l'inversion de puissance 1 par 
composition avec l'homothétie de centre O et de rapport k. 

En utilisant les équations polaires, montrer que l'image par inversion de pôle © 
d’une droite ne passant pas par © est un cercle passant par O (privé de O). Cette 
propriété est géométriquement évidente : sur la figure 20.9, on considère le cercle € de 
diamètre [O, A] et l'inversion de pôle O et de puissance a? = OA2. Le point A est alors 
invariant, et si D est la perpendiculaire à OA passant par À on note M’ l'intersection 
de la droite OM avec D, M étant un point quelconque de C — {0}. On a clairement 


OA 


Les Se RE 
OM = OA cos(ÿ—a) et MES 


ce qui donne 
OM.OM'= OA? 


et M! est bien image de M par l’inversion considérée. L'image du cercle par inversion 
de puissance k est alors une droite, image de D par l'homothétic de centre © ct de 


k de 6 | 
rapport +. Cette droite est encore perpendiculaire à la droite OA. Quelle est l'image 
d’un cercle passant par O? 
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REMARQUE 20-1.34 En effectuant des rotations d’axe OA, on obtient un ré- 
sultat analogue en dimension 3 : l’image d’une sphère de diamètre [O, A] par une 
inversion de pôle © est un plan perpendiculaire à la droite OA. Lorsque la puis- 
sance de l’inversion est O 4?, c’est le plan tangent à la sphère en A. L'application 
M ++ M! de la sphère sur le plan est alors connue sous le nom de projection 
stéréographique de pôle O (figure 20.10). Elle est utilisée en cartographie pour 
représenter sur un plan les régions de la sphère proches de A. L'intérêt de ce genre 
de projection est qu’elle conserve les angles : deux arcs tracés sur la sphère 
se coupant en faisant un angle (non orienté} « se projettent en deux arcs plans 
ayant la même propriété (voir toujours l'exercice 18-2.7). 


O 


Figure 20.10 — Projection stéréographique 


EXERCICE 20-135 Puissance d’un point par rapport à un cercle. 

Soit € un cercle du plan euclidien, de centre {1 et de rayon R, et soit © un point 
n'appartenant pas à C. On considère une droite D passant par O et rencontrant le 
cercle en deux points M et M (éventuellement confondus si © est extérieur au cercle). 
Montrer que le produit scalaire DAT OM vérifie 


OM. OM = 00 - 


et ne dépend donc pas de la droite D choisie (on pourra faire intervenir la projection 
orthogonale H de { sur D). On définit donc la puissance du point © par rapport au 
cercle € (notée Fe (O)} par 


Pe (0) = OM.OM = ON? - R° 


Quelle est l’image du cercle € par l'inversion de pôle © et de puissance (0)? En 
déduire que l’image par inversion d’un cercle ne passant pas par le pôle est également 
un cercle. Retrouver ce résultat par un calcul en affixe complexe. 


EXERCICE 20-1.36 Donner une équation polaire de l’hyperbole équilatère d'équation 
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dans le repère orthonormé (0,7, Ÿ). Déterminer l'image de cette hyperbole par 


l’inversion de pôle © et de puissance k (on trouve une courbe appelée lemniscate de 
Bernoulli). 


+ Coniques de foyer O : 
Voir la section 20-1.7.6. 


20-16 Définition d'une courbe plane par équation 
ou par paramétrage 


Le plan £ est rapporté à un repère R = (O, T, J). Pour définir une "courbe" 


du plan, nous disposons de deux méthodes, qui vont s'avérer localement équiva- 
lentes : 


° Définition par équation : 


Soient U un ouvert de IR?, et { = {M (x,y) € &2 | (x,v) € U} l'ouvert du 
plan correspondant. Si 4 : U —+ R une fonction numérique de classe C#, 


Tree {M(av)EUF(x,y)=0} 
est l’ensemble des points du plan vérifiant l'équation cartésienne 
F (e,ÿ) = 0 
Cet ensemble peut ne pas être ce qu'on appelle habituellement une ”cour- 
be” : si f est la fonction définie sur R par 


f()=0 si té]4 
1 


JL 
ie) 
f{t}=e (4-t) &@-1) sinon 
JE C® (R,R) (voir exercice 8-5.20). La fonction F : R? + R définie par 
Fey) = f (#7 +4?) 
est donc de classe C® sur R?, L'ensemble l'F est clairement 


trefueeilou<r es fod[>2) 


c'est à dire le complémentaire dans £; d'une couronne circulaire ouverte. 


Par contre, l'étude de la section 18-3.4.3 nous donne le théorème (en sup- 
posant toujours F de classe CÀ) : 


THÉORÈME 20-1.37 Si Mo (ro, Yo) € l'F est un point régulier (c'est à 
dire si une au moins des dérivées partielles de F est non nulle en M), 
il existe un voisinage ouvert V de M tel que l'; NY soit le support 
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ôF $ 
d'un arc paramétré de classe C*. Lorsque à (Mo) £ 0, l'abscisse x est 


un paramètre admissible pour cet arc. L'arc est donc régulier en 9 et 
l'équation de la tangente en M, est 


PE (to) (= 20) + (Mo) (uw) = 0 
Si l’espace est euclidien, le vecteur gadF (Mo) dirige la normale à l'arc 


en Mo. 


Définition par paramétrage : 

Réciproquement, le support d’un are de classe C* défini par 13 tr M(i) 
admet, au voisinage d’un point # régulier, une équalion cartésienne : 
si (x (#) ,y (£)) sont les coordonnées de M (+), et si M’ (to) £ Ÿ, on a par 
exemple x’ (to) # 0. Par continuité, on peut trouver un réel a > 0 tel que 


VtElo—-ato+al z(t)#0 


Cette dérivée garde donc un signe constant sur ]£o — à, to + al, et l’appli- 
cation # ++ z(f) induit un C-difféomorphisme (donc un changement de 
variable admissible) entre ]to — a, to + af et un intervalle ouvert Jo, voisi- 
nage de xo = (to). Si on note 


Dhormyp(r)=te lto-a,to+al 


le difféomorphisme réciproque, pour tout { € to — æ, to + al les coordonnées 
(X,Y) = (x (1) ,y(#)) de M (t) vérifient l'équation cartésienne 


F(XY)=Y y (p(X)) =0 


avec F de classe C* définie sur J X R. Réciproquement, tout point P(X,Y) 
dont les coordonnées sont dans J x R et vérifient cette équation est évi- 
demment P = M (t}, avec { = p(X). On a de plus 


ôF 
—tP)=1 
FA) 

Il y a done, lorsqu'on travaille avec des courbes et des arcs réguliers, équiva- 
lence locale entre définition par paramétrage et par équation. 


EXEMPLE 20-1.38 Trouver un paramétrage rationnel de la courbe L d’équation 
F{2,y) = 2% — By — 2ry — Dr + 4y —3 = 0 


T est l'ensemble des points du plan dont les coordonnées annulent un polynôme 
de deux variables, de degré 3. On dit que l'est une courbe algébrique de degré 
3. Si on coupe T par une droite variable D d'équation y = ax + B, l'équation 
aux abscisses des points communs à let D est en général une équation du troi- 
sième degré en x, qui peut donc posséder 3 racines réelles. S'il existe un point 
Moro, vo) € L° par lequel passent deux branches localement distinctes de L' (on 
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dit alors que Ma est un point double pour l'), en faisant tourner autour de 
Mo une droite D, d’équation y — vo = (x — æu), l'équation du troisième degré 
possèdera z9 pour racine double, et on pourra donc expliciter la troisième racine 
x = x (f), ce qui donnera les coordonnées du point d’intersection M (t) = T AD, 


ME): (&(t),y (0 = vo +t{x(#) — zo)) 


On obtiendra ainsi un arc dont le support sera la totalité de T° (si on omet les 
points M pour lesquels la droite MoM est verticale, qu’on obtiendra probablement 
comme points limites en faisant tendre t vers +oo). 

Comment trouver les coordonnées du point double, s’ilexiste? En remarquant 
que, si Mo existe, le théorème des fonctions implicites ne peut pas s'appliquer en 
Mb, et donc forcément 


2 (Mo) = _ (Mo) = 0 avec évidemment F (Mo) = 0 


Ces conditions sur les dérivées donnent ici 


372 — 2yo —2 = 0 
20 — 19ÿ8 +20 


En additionnant ces deux équations, on obtient 

(to + 240) (3(xo — 2ÿo) — 1) = 0 
On essaie #0 = —2o, et la première équation donne alors 344 + ro — 2 = 0. On 
vérifie ensuite que le point Mo 5 convient car il vérifie # (Mo) = 0. On 
obtiendra le paramétrage 


8t%+ 12 +21+2 1164 +412+6t+1 
Os VOS Te 


ce qui permet un tracé précis de la courbe à l’aide de l'ordinateur. 


A l'inverse, trouver une équation cartésienne pour décrire le support d’un arc 
est parfois fort utile, pour éviter des études complexes. Le problème se ramène 
alors à "éliminer le paramètre { entre x (t) et y(t)”, c'est à dire trouver une 
condition nécessaire (et suffisante si possible) portant sur les coordonnées X et 
Y d’un point P du plan pour qu'il existe 4 € avec M(t}= P soit 


z(t)=X 

vU)=Y 
EXERCICE 20-1.39 Tracer le support de l'arc défini dans un repère orthonormé du 
plan par 
re] 


29 = et OT 


1+t 


On montrera que le support de l'arc est une courbe algébrique de degré 4, qui admet 
une représentation polaire très simple (voir exercice 20-1.36). 
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EXERCICE 20-1.40 On continue l'étude de l’arc précédent. Donner une condition 
nécessaire et suffisante sur 1, fr, 3 et ta (supposés distincts) pour que les points 
(Mi Gihigiga soient alignés. Lorsque la tangente en un point de paramètre t recoupe 
l'arc en deux points distincts de paramètres {’ et {”, déterminer le centre du cercle 
circonscrit au triangle OM (t} M (t'). 

Indication : pour la première question, écrire & priori l'équation d’une droite A : 
ux + vy + w = 0 et montrer que les points d’intersection de À ct du support de l’arc 
correspondent à des valeurs du paramètre t qui sont racines d’un polynôme de degré 
4. Si les quatre racines sont (ii gigar utiliser les relations entre coefficients et racines 
d’un polynôme scindé. On obtiendra la condition 


tittta=1 et Hit tte tits + tata + bots + late = 0 
Pour la deuxième question, en utilisant la notion de contact et ce qui précède, déter- 
miner (t’ +4) et #4”. Ecrire ensuite & priori l'équation d’un cercle passant par O, et 


voir à quelle condition ce cercle recoupe l'arc en M (#') et M (t”). Le centre du cercle 
cherché est M (+). 


20-1.7 Courbes du second degré et coniques 
20-1.7.1 Courbe du second degré 
Nous travaillons ici dans un plan affine €; basé sur l’espace vectoriel E2. 


DÉFINITION 20-1.41 Le plan E affine étant ramené à un repère quelconque 
(0, T, 7), on appelle courbe du second degré tout sous-ensemble du plan carac- 
térisé par une équalion polnomiale de degré 2 


T={M(xy)e El Q(x;v) = 0} 
où Q est un polynôme des deux variables x et y, 
Q{x,y) = Az? +92Bry+Cy+2Dr+2Ey+F 


avec (A, B,C, D,E,F) € RS et (A, B,C) #0 


Si ® est la forme quadratique sur E2 et est la forme linéaire dont les matrices 
dans la base (r 7) sont respectivement 


m-($ é) et L=(D,F) 


on a donc 


Mere (Om) +21(0n)+Fr=0 


ce qui montre que, dans tout repère (0, T; À 7) d'origine O, la courbe l possède 
une équation du second degré, les matrices de ® et { se transformant selon la règle 
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habituelle : si P est la matrice de passage de (P, 7) à (Pr Ti), l'équation 
de l' dans (0,79) sera de la forme 
Aix? +2Biay + Ciy+2Dix+2Ey+F=0 


avec 
M = ( A Bi ) = PMP et Li=(Di,E)= LP 
De même, si on change l’origine du repère, nous aurons pour € £2 quelconque 
Mere o(où+0m)+21(0û+0M)+r20 
cendition qui peut encore s’écrire 
e () +2û (AW) + 5 = 0 
où {1 est Ja forme linéaire 


h=i+e(ofe) 


et où @ désigne la forme polaire de ®, avec Fi = F+4 (cû) +21 (08). Dans 


le repère (8 D D), T possède encore une équation du second degré, 
qui fait intervenir la même forme quadratique ®. 


20-1.7.2 Réduction de l'équation en repère orthonormé 
On suppose à présent le plan £ euclidien, et le repère (c. 7, 7) orthonormé. 


On cherche un autre repère orthonormé (8, 7,,7:) où l'équation sera plus 


simple (pas de terme en zy ni en général de terme du premier degré). Ceci 
permettra de décrire géométriquement l'. La discussion se fait selon la signature 
de la forme quadratique & : 


Comme 8 = (7,7) est une base orthonormale, la matrice de @ dans cette 
base est aussi matrice de l’endomorphisme symétrique u associé à ® : 


“en (4 2) 


et nous savons (cf. théorème 14-3.28) qu'il existe une base orthonormale 
&= (T1, 7:) 


diagonalisant u. Si (À,4) sont les valeurs propres associées, la matrice de ® dans 
cette base est 


À 0 
M{8,B1) = M (u, Bi) = 
GB) MB) (à à) 
La signature de ® est donc donnée par les signes des valeurs propres de u. Le 
déterminant de u vaut 


det u = AC — B?= Xp 
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1. [AC — B? > 0|: la signature de ® est (2,0) ou (0,2). On dit que F est 
une courbe du second degré du genre ellipse. 


Les valeurs propres À et y sont de même signe. En changeant éventuellement 
l'équation en son opposée, nous supposerons 


O<À<y 


Dans le repère (O, T9), où les coordonnées du point générique M sont 
notées (X1, Yi), la caractérisation des points de devient 


MIXYeree(om)+21(08)+F 
= AXE + uY? +20 X1 +28V + F =0 


On peut alors faire disparaître les termes du premier degré, en les faisant 
entrer dans des carrés : 


AXE + pYP +2 X,+28V+F 
2 ay 8Ÿ 
=x(x +) 10e) +F-< 
En choisissant comme nouvelle origine le point {1 dont les coordonnées dans 
(0. Ti, 7) sont (-£ -). les coordonnées (X,YŸ) du point générique 
M dans (8,79) sont 


Re 
Y=n+= 
mn 


et donc 
M{(XY)ET&e AX EuY?+f =0 
œ B& 
avec f = F- SRE La nature exacte de T dépend alors du signe de 
F: ü 
e si f' > 0, T est réduit à l’ensemble vide. 
eSif'=0, M(X,F)eT 4 X = Y =0,et donc l'se réduit à un 
point : l'= {Q}. 
e Si f’ <0, en divisant l'équation par — f', et en posant 


>_S fs 


re et b=- 
on obtient l’équation réduite de 
y? 


x? 
MAY)ET etre 
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La courbe l'est donc une ellipse de centre { et de grand axe égal 
à Q+vect (7) (où Test vecteur propre de u associé à la plus petite 
valeur propre en valeur absolue). 


Dans le cas particulier À = y, on trouve donc un cercle (éventuellement vide 
ou réduit à un point), mais cela apparaissait en fait déjà dans l’équation de 
départ (en repère orthonormé) : si À = y, on a en fait 

u = \idg, 
et donc, dans toute base orthonormale de E2 l'expression de ® est À (+? + y) 
(pas de terme en xy}, puisque 


VreL, &(8)=à|7|/ 


AC - B?<0|: la signature de ® est (1,1). Ou dit que l est une 
courbe du second degré du genre hyperbole. 


Les valeurs propres À et y: sont de signes opposés. En permutant éventuel 
lement les vecteurs propres de u, nous supposerons 


H<0<aà 


Dans le repère (o, Ti Ti), où les coordonnées du point générique M sont 
notées (X1,Y), la caractérisation des points de l devient 


Mere (0) +21(0)+F 
= AXE + V2 + 2a Xi +28 M + F = 0 
Comme dans le cas de l’ellipse, on écrit : 
AXE + BYÈ + 2e Xi +28 Vi, +F 


2 2? 2 2 
=a(x+5) t(n+f) +F-$ ft 


Le point { ayant toujours les coordonnées (5 -à) dans (0.7, ), 
# 
l'équation de T dans (871,7) est 
M(X,Y)ET ee XX2+pY?+f =0 
ee p 
avec = FT À. La nature exacte de D varie selon que f' = 0 ou 
f'#0: 


eSif'=0, M(X,Y)eT & ÀX? = -yuY?, et donc L est réunion de 
deux droites concourantes en {, d'équations 


(les directions de ces droites sont les directions des deux droites vec- 
torielles qui annulent la forme quadratique ) 
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e Si f' #0, en divisant l'équation par [f'|, et en posant 


: 1 
= w et b= nil 
À # 
on obtient l’équation réduite de T 
x y 
MURY)ET Dr = 


La courbe Test donc une hyperbole de centre { et d'axes 
Di = A+ vect () et Dr = D +vect(F) 


(l'axe focal est D; si le second membre de l’équation réduite est +1, D; 
sinon). Les asymptotes ont pour équations, dans (e. Ta 7:) 


Yeaix 
a 


et sont dirigées par les vecteurs qui annulent la forme quadratique &. 

L'hyperbole est équilatère si et seulement si a = b, soit À = —y, ce 

qui peut aussi s’écrire 

A+C=0 
puisque À + y = trace u = A+C. 
3. [AC -— B?=0|: ® est dégénérée (signature (1,0) ou (0,1)). l'est du 

genre parabole. 
L’endomorphisme u possède alors les valeurs propres À # 0 et y = 0 (ce qui 
revient aussi à dire que est, au signe près, la carré d’une forme linéaire). 
Dans le repère (0. La M), où les coordonnées du point générique M sont 
notées (X1, #1}, la caractérisation des points de l s'écrit 


M(XM)E re8(0#) +21(08) +F 
= AX?+2a X1 +28 +F=0 
Comme dans le cas de l’ellipse, on écrit : 
2 2 
AXP 4 da Xi +2 V4 F=A(X+S) +2V+F-T 
La nature exacte de l varie selon que 8 = 0 ou 840: 
e Si B = 0, l'équation de F s'écrit 
2 _& F 
PS: 


et donc l'est vide, formé d’une droite ou de deux droites paral- 


œ 


F 
lèles selon que la quantité ê = TS est négative, nulle ou positive. 


M(XYM) ere (x +5) 
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« Si  # 0, l'équation de l pet s'écrire 


a\? F  œ 
a(x+ 5-0 (r+ 7-2) 
En prenant pour nouvelle origine le point È dont les coordonnées, 
* a « F : 
dans le repère (0,7, 1), sont (53% _ 5) on obtiendra 
l'équation réduite de F dans le repère (5, Pi) 


M(XY)eT &æ xx? =-28Y 


La courbe l'est donc une parabole de sommet E et d’axe parallèle 
au vecteur Ÿ : ici encore, la direction asymptotique pour l cor- 
respond à la droite vectorielle qui annule la forme quadratique 
&. 


20-1.7.3 Centre de symétrie 


Dans la présentation générale des calculs qui précède, nous avons d’abord opéré 
une rotation des axes, puis une translation de l’origine du repère. Dans la pra- 
tique, on opère souvent dans l’ordre inverse : lorsque la forme Ÿ est non dégénérée 
(AC — B? # 0), on commence par chercher un centre de symétrie pour F. Comme 
Q(z,y)} est un polynôme du second degré, nous avons, avec les notations de la 


section 20-1.7.1 


Qu + 00 + Ÿ) = Q (aug) + X DE (0,6) 


à 
+Y FE (ro) +AX2+2BXY + CV? 
Dans l’étude de Ja section précédente, nous avons vu que nous pouvions trouver un 
point { (x, yo) tel que cette équation soit formellement invariante en changeant 
X et Y en -X et —Y. On trouvera donc les coordonnées de {1 en résolvant le 
système 


& 
2 (ou) =0 


& (&0; 40) 
Il possède une solution unique : si { existe, l'équation 
& (om) +21 (OM) + Fr -0 

s'écrit simplement 


& (07) + F0 
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Le calcul fait à la section 20-1.7.1 montre que cela se traduit par 
e (o8,e) = 


(y est la forme polaire de &). Comme ® est non dégénérée, il existe un unique 
vecteur © vérifiant ( ,e) = —{, ce qui prouve l’unicité (et l'existence) de 92. 


Dans le repère (e, À 7), l'équation de T s’écrit donc 


AX?+2BXY +CY2+Q(N)=0 


Il suffit ensuite de diagonaliser la matrice ( É : ) pour déterminer les axes de 
F et son équation réduite. 


EXERCICE 20-1.42 Décrire la courbe l d’équation, dans un repère orthonormé du 
plan (0,7,7) 
QU,y)= 2? + dzy+ y? 47 —4y+2=0 


La matrice M de la forme quadratique est 


#= (24) 


Son déterminant vaut —3 et ses valeurs propres sont 3 et —1. [est donc du genre 
hyperbole, et est éventuellement dégénérée en un couple de droites concourantes. Pour 
déterminer le centre de symétrie Q (za, w), on résout le système 


22+4y-4=0 
4z+2y-4=0 


2e 
33 
de la forme X?+4XY + Y? +a(2 ) = 0, soit 


La solution est (z0, vo) = ( }. Dans le repère (9, 7, d°), l'équation de l est donc 


® 
X?4+AXY 4+Y?= S 
Une base orthonormale diagonalisant l’endomorphisme symétrique associé à M est 


De (P47) à Die (-T47) 


Les axes de D sont donc parallèles aux bissectrices des axes du repère (O, 7,7), et 
son équation réduite dans le repère (e, Pi, 9) est 


soit a? = À et 8? = À. L'axe focal est donc (+ vect (T° 


du repère (Cars ; 


c'est la première bissectrice 
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REMARQUE 20-1.43 Dans le cas d’une courbe du genre hyperbole, on peut 
trouver aussi les coordonnées du centre et les équations des asymptotes par la 
méthode suivante : 

On sait que l'équation d'une hyperbole dans un repère dont les axes sont les 
asymptotes est de la forme 


XY =k 


(le cas k = 0 correspondant au cas de deux droites concourantes). Lorsque ® est 
de signature (1,1), elle est différence de deux carrés donc aussi produit de deux 
formes linéaires indépendantes, 


d=E-EB=HE avec U=h+hetl =h tb 
Si Péquation de l' s'écrit comme d'habitude 
e(0W)+2(0H) +r=0 
la forme linéaire 2{ peut s’écrire comme combinaison linéaire de { et {, (qui 
forment une base du dual de l’espace vectoriel E2) 
A= ali +84, 


avec (a, B) € R°. L'équation de F fait alors intervenir le produit de deux formes 
affines 


à (On) (00) = re (On) +4) (E (ON) +) ar 
et on obtient ainsi les équations des asymptotes à 

a (ON) +6=0 et t (OH) +a=0 
Par exemple, pour la courbe l étudiée plus haut, d’équation 

224 4ry + y —4r —4y+2=0 
on écrit 
2 + 4ey + = (+2) 7 = (x + (2+ V5) 2) (2+(2-V3)s) 
En posant 
Bey) =z+ (24 V5}yet bGay)=2+ (2-v3)y 

on à 
él 


ls 


Gtey) — (x) 


ce qui donne 
4e +9) = 48 (ay) — 4 (1 + V8) y 


= 4h (e,y) —4(1+ V3) CT) 


20-1 Etude affine 993 


L'équation de l' s’écrit donc 


soit 


» 6+2V3 n 6-2V3\ 2 
173 3 3 } 3 


Les équations des asymptotes de l' sont donc 


2+ (24 V5)v- 428 20 et 24 (2-5) 9-58 0 


On vérifie facilement que l’intersection de ces deux droites est le centre és ) 
der. 


20-1.7.4 Coniques : définition par foyer et directrice 


Dans toute cette section, F est un point et D est une droite du plan euclidien £ 


avec F € D. 


DÉFINITION 20-1.44 Soit e un réel > 0. On appelle conique de foyer F, de 
directrice D et d'excentricité e l’ensemble des points du plan dont le rapport des 
distances à F et D est égaläe : 


d(M,F) 2 
a(M,D) =e} 


{mes 


Soit Ho la projection orthogonale de F sur D, avec | Fho| = h > 0. Choisis- 


sons un repère orthonormé (F T: 3) du plan, d’origine F, et tel que l’axe des 


abscisses soit la droite F Ho, avec donc Ho (h,0). Si M (x,y) € £, sa projection 
orthogonale H sur D a pour coordonnées (h,y) et 


d(M,D)=MH=|2-h| 
On a donc 
MeC&MF'=c@MH? 
ce qui donne la condition 
May)eC az +y {zh} =0 


Il s’agit donc d’une courbe du second degré, associé à la forme quadratique définie 
sur E2 par 


&(xP+v7) =(i-e)r+y 
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Figure 20.11 — Définition par foyer et directrice : De 


Elle est donc du genre : 


° ELLIPSE si c<l 
[4 ° PARABOLE si e=1 
° HYPERBOLE si e>1 


e Lorsque e = 1, l'équation s'écrit y? = —2hx + h? = -2h (- - à) et le 


sommet de la parabole est S (G). En ramenant l’origine au sommet, on 
obtient 
PROPOSITION 20-1.45 Dans un repère orthonormé, le foyer de la parabole 
d'équation y? = 2px est le point F (60) et la directrice a pour équation 
æ= _. {le réel |p| est appelé paramètre de la parabole. C'est la longueur 
de la demi-corde passant par ke foyer et parallèle à la directrice). 
+ Lorsque € # 1, on peut chercher le centre de symétrie, dont l’abscisse vérifie 


Lt -e(e 0) =2((-e)z+eh) =0 


ce qui donne 


Dans le repère (s 7, 7) l'équation de € est donc 
(Ge) X?+Y2+0Q(5) =0 

(notation de la section précédente), soit 

eh? 

l—e 


(-e)x?+x?= 


20-1 Etude affine 995 


e Sie < 1, on a bien l'équation d’une ellipse de centre $, d’équation 


KT ,-Y? 

aty=i 
avec 

eh? 2 &h? 

CET ET 
Dans ce repère, le foyer F a pour coordonnées (c,0) avec 
ch 
= 


et la directrice a pour équation X = Xx, avec 


Enfin, par 


On vérifie aisément que a? — b = &, e= Let XH = = 
a 
définition de €, la longueur de la demi-corde focale parallèle à la directrice 
è 


est p=eh = de On obtient donc : 
a 


PROPOSITION 20-1.46 Dans un repère orthonormé, l'ekipse d'équation 


a? y? 

] Te HT 1 
avec a > b > 0 est une conique de le P(ce= = Va? bi,0), de Aecince 
d'équation x = £ et d'excentricité e= © «1. Le paramètre vaut p = —. 


Pour des raisons %e symétrie, il existe un ‘autre couple de foyer et directrice. 
Ce sont F’{—c,0) et la droite D’ d'équation x = _ 


e Sie>1,C est une hyperbole. En menant les calculs comme dans le cas de 
l'ellipse, on obtient : 
PROPOSITION 20-1.47 Dans un repère orthonormé, l'hyperbole d'équa- 
tion 
a 


Lee 


CO 2 

est une conique de foyer F (c = Va? + 67,0), de directrice d'équation x = — 

2 
et d'excentricité e = 2 > 1. Le paramètre vaut p = À. F'(--6,0) et la droite 

a 

2 
D’ d'équation x = = sont un autre couple de foyer et directrice. Les 
asymptotes ont pour équations 
y= #tr 
a 


Ces asymptotes sont orthogonales (hyperbole équilatère) si et seulement si 
a = b, ce qui équivaut à e = 2. 
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20-1.7.5 Définition bifocale des coniques à centre 


EXERCICE 20-1.48 Soient F et F’ deux points du plan euclidien avec FF' = 2c > 0. 
Si a est un réel strictement supérieur à e, montrer que 


T2{MEE|MP+MEF =) 


est une ellipse de foyers F et F” et de demi grand axe égal à a. 

La condition a > c est évidemment imposée par l'inégalité triangulaire {le cas a = c 
étant inintéressant). On choisit un repère (o, tal 7) orthonormé tel que F et F aient 
pour coordonnées (£c,0). Soit M € £z de coordonnées (z,y). On a 


MF=Vÿ{z-c + et MP = ÿ(e+0)°+u 
ce qui donne évidemment 
MF? - MF? = Arc 
Si MET,ona 
4ez = (MF'- MF) 2a 
et donc 
MP-MR=E où MFEMP 22 MF =a- € 
On en déduit 
2 
MF=(x- ch += (a- =) 


En posant b? = a? — e2, cette condition s’écrit 


2 2 
La : PS 
atw! 
elle est nécessairement vérifiée si M € L. Réciproquement, si M(x,y) vérifie cette 


€ É 
équation, on a [x] & a, et donc a- © >0. En reprenant les calculs en sens in- 
a 


verse, on obtient MF = a— &, ce qui donne MF + MF' = 2a, compte tenu de 
MF-MF= 2. 


EXERCICE 20-149 Montrer de même que, si on prend 0 < a < c, l’ensemble des 
points du plan vérifiant la condition 


IMF -MF'| = 2a 
est un hyperbole de foyers F et F', et d'excentricité 2. 


EXERCICE 20-1.50 Montrer que la normale en tout point M d’une ellipse de foyers F 
et F' est bissectrice intérieure de MF et ME". (\ndication : le plus simple est d’utiliser 
un paramétrage régulier quelconque t ++ M{t} et d'utiliser le fait que l'application 
in |Fw ü]| + [D G)| est constante). Montrer que cette propriété caractérise les 
arcs réguliers dont le support est inclus dans une ellipse de foyers F et F’. Enoncer un 
résultat analogue pour les hyperboles de foyers F et F°. 
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20-1.7.6 Equation polaire des coniques (origine au foyer) 


Dans le repère (F, TT: 7) utilisé au début de la section 20-1.7.4, où la droite D 
a pour équation x = k, la conique € de foyer F, de directrice D et d’excentricité 
e a pour équation 


aty=e(z-h) 


Si (r, 6) est un système de coordonnées polaires d’un point M dans (6 T, 7), 
on a donc 


MeCért= 6e (res -h) 
ce qui équivaut à 
r=ercosô—ch ou r = -ercos0 +eh 


Si le couple (p, a) vérifie la première équation, le couple (—p,a + x) vérifie la 
seconde et représente le même point du plan. Il en résulte que l'équation polaire 


eh P 


TT T+ccos8 — 1+ec0s8 


représente la totalité de C. 


PROPOSITION 20-1.51 L'arc défini dans le repère (o, T, 9) par l'équa- 
tion polaire 
_ P 
TT Tpecos 
est la conique de foyer O, d'excentricité € et de directrice D d'équation 
æ = 2. La directrice D a donc pour équation polaire 
€ 


P 


Dir = —— 
TT cos0 


Si on fait tourner la directrice d’un angle a, l'équation de la conique devient 
pe —+ 
1+ccos (0 — a) 
et la directrice a alors pour équation 


—?_— 
e cos (8 — a) 


En utilisant les formules de transformation trigonométrique, on obtient facile- 
ment : 
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COROLLAIRE 20-1.52 L'équation polaire générale d’une conique de foyer 


© (origine du repère) est de la forme 
Ra le à 
| a+bcos0+csing 


avec «a # 0 et (b,c) # (0,0). L'excentricité est alors 


B+re 
ei) 
a 


et la directrice a pour équation polaire 


1 
TT Bcos0 + csind 


EXEMPLE 20-1.53 Reprenons la courbe étudiée à l'exercice 20-1.42 : son équa- 


lion dans (0. LP: 7) est 
CE): 2? + Axy + — 4x — 4y+2=0 


IL s’agit d’une hyperbole de centre ( (2, 2) et d'équation réduite 


Re 
2727 
9 3 


Pie 
On a donc 
2 2 2V2 
= ris CE — 
Fr te 


Par conséquent, un des foyers F vérifie 


DB=eTi= (747) -00 


L'origine © est donc un des foyers de l’hyperbole. Nous pouvons obtenir une 
équation polaire de celle-ci à partir de l'équation (7) : le couple (r cus0, r sin 6) 


vérifie (E) si et seulement si 
r2 (1 + 4 cos 8 sin 9) — 4r (cos # + sin 8) + 2 = 0 


Pour 8 # -£ {mod 2x), on obtient une équation du second degré en r. Son 
discriminant réduit est A' = 4 (cos 9 + sin 0) — 2(1 + Acos#siné) — 2 et ses 


racines sont donc 
: _ 2(cos 0 + sin®) + V2 Le _ 2(cos8 + sin 8) — V2 
7 (1 +4co0siné) 77 (1+4cos#siné) 
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Le produit des racines de cette équation vaut ce qui donne 


1 + 4 cos 8 sin 4 
2 2 


RÉ  d'et a 
MT 2(co50+sm0) V2 ‘77 2(cos0 + sin6) + V2 


Tci encore, le couple (r, 8) vérifie la première égalité si et seulement si (—r,9 + x) 
vérifie la seconde. Nous garderons donc l’équation 


2 : v2 
2(cos0+sin0) + V2 143200 (e-7) 


Cette équation est bien de Ja forme voulue. On retrouve le fait que l'axe contenant 
les foyers fait un angle de . avec l'axe des abscisses. L'excentricité est 2, et la 
directrice D a pour équation 


1 


= ——— soit 2: = 
TE orang À æ+y+l1=0 


On vérifie effectivement que l'équation de départ peut s'écrire 
Save 2+y+1\ 
+= 4( 
# ( V? ) 


ce qui traduit bien la condition 
d'(M,0) = 4 (M,D) 


EXERCICE 20-1.54 On considère la conique de foyer O et d'équation polaire 


P 


TT 1+ecos8 


Montrer qu’une équation polaire de la tangente au point de paramètre 89 est 


7 1+ccosfo cos (8 — 6) — esinéo (8-8) 
r P 

En déduire que la portion de tangente en M (8) comprise entre M (80) et la directrice 
est vue du foyer sous un angle droit. 


EXERCICE 20-1.55 Etudier également le nombre de Langentes qu’on peut mener d’un 
point P de coordonnées polaires (p, 6) à cette conique. Lorsqu'on peut mener deux 
tangentes 71 et 72 rencontrant la conique respectivement en M1 et M;, montrer que 
OP est bissectrice de OM et OM. 


EXERCICE 20-1.56 Déterminer le lieu des centres des hyperboles équilatères de foyer 
O passant par un point fixe A. 
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20-2 Etude métrique 


20-2.1 Longueur d’un arc 
20-2.1.1 Arc rectifiable 
Nous considérons dans cette section un arc de classe C* (k > 0) 
T:labl5tm M(tes, 
à valcurs dans un espace affine euclidien de dimension #. Si 
d'a=to<h<...<t,=6b 


est une subdivision quelconque de {a,b] (on suppose a < b), on peut lui associer 
la famille de points (M: = M (k))ociey et la ligne polygonale 


pi 


U MM] 


i=0 


inscrite dans le support de l'arc. On note 


10=T fn] 


i=0 
la longueur de cette ligne polygonale. 


DÉFINITION 20-2.1 On dit que l'arc V est rectifiable si et seulement si le sous- 
ensemble de R+ 


{L (d) | d subdivision de [a,]} 


est majoré. Dans ce cas, sa borne supérieure est appelée longueur de l'arc l'. On 
notera 


L(T) = sup {L(d) | d subdivision de {a,b]} 


Attention! L'interprétation physique de cette notion est la longueur du 
chemin parcouru par le point mobile M (£) pour t décrivant {a,6]. Il ne faut pas 
confondre avec la longueur du support de l, mêmesi les deux notions se rejoignent 
lorsque l’arc est simple. En tout cas, il s’agit d’une notion géométrique : 


PROPOSITION 20-2.2 Si li : [a,b] 3 1 + Mit) et 2: [af] > s + Mi(s) 
sont deux arcs C“-équivalents, l', est rectifiable si et seulement si l'; l'est, 
et on a alors 


B(T)= L(Te) 


Démonstration : Il suffit de revenir à la définition de l'équivalence. 
= 
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Si L représente l'arc [a,b] > t + M(t) et si [a’,b] C [a,bj, nous noterons 
Des) l'arc obtenu par restriction au segment [a’,b]. 


PROPOSITION 20-2.3 Si L : [a,b] > t ++ M (t) est rectifiable, à en est de 
même de l'ip] pour [a’,b'] C [ab], et on a 
L(Tle-1) & L(T) 


Démonstration : Supposons a < a! < b' < b (les cas particuliers 
a = & ou b = b’ se traitent de manière analogue). Si d' est une 
subdivision de [a’, b|, on obtient unc subdivision de [«,6] en rajoutant 
les points a et b, et on à alors 


fonc] +26 + | mt] - 16 < 1m 


ce qui donne en particulier L(d”) < L(l}). On en déduit que l’arc 
T2 lle est rectifiable, avec L(T') < L(T}. 


COROLLAIRE 20-2.4 Soit D: [a,b] > + M(t) un arc de classe C* (k > 0) 
et c € Ja,b[ quelconque. l est rectifiable si et seulement si T{k.3 et l\ks le 
sont, et on a alors 


LE) = L (Tu) + L (Tlies) 


Démonstration : Si V' est rectifiable alors Tlf,4 et Tps le sont, 
d’après la proposition précédente. Montrons la réciproque : si d une 
subdivision de {a, b], en rajoutant éventuellement le point c, on obtient 
une subdivision d; de [a,b], qu’on peut interpréter comme juxtaposi- 
tion d’une subdivision d' de [a, e] et d'une subdivision d” de [c, 6]. On 
à clairement, à cause de l'inégalité triangulaire, 


L( < L(&) = L(d) + L(d") 
Si on suppose ln. et l'ip rectifiables, on obtient 

L(d < L (lea) + £ (Des) 
ce qui montre que l'est bien rectifiable avec 

LA) < L (Te) + L (Tite) 


L'inégalité inverse se prouve par la même méthode : si d' et d" sont 
des subdivisions respectives de [a, c] et [c,b], la juxtaposition de d' et 
d” donne une subdivision de [a,b], avec 


L(d')+ L(d")= L{d) & L(T) 
ce qui donne en particulier 


L(d)< L(T)-L(d") 


1002 Chapitre 20 : Arcs paramétrés 


Comme cette inégalité est valable quelle que soit d’, on en déduit 
L(Tie.a) & L(T)— L(d') 


soit encore L(d”) < L(T)—L (Tip). On obtient finalement, puisque 
la majoration est valable avec d” quelconque, 


L(Ule)  L(T) — L (Tlis.d) 
On a donc bien 
LA) = L (Tip) + L(Des) 


Cette égalité est connue sous le nom de relation de Chasles. Pour qu'elle soit 
encore valable pour c = a ou c — b, on attribue par convention une longueur nulle 
à un ”arc” dont le segment de définition est réduit à un point. 


REMARQUE 20-25 Si L': {a,b] > £++ M4) est un arc rectifiable, le choix de 
la subdivision 


d'a=to<ti =b 
donne immédiatement 
[mr] < z 
La longueur de la corde [M (a), M (b)] est inférieure à celle de l’arc. 


20-2.1.2 Longueur d’un arc de classe C! 


THÉORÈME 20-2.6 Tout arc L': [a,b] > t + M(t) de classe C* (k > 1) est 
rectifiable avec 


+ 
L(T) - fr @] dt 
Démonstration : soit d': a = lo < by < +++ < t, = b une subdi- 


vision de [a,b]. Si on note comme précédemment M; = M (t;), on a, 
puisque l’arc est de classe C1, 


vi = [Mo à 
ki 
ce qui donne, par inégalité de la norme, 
je < [pero 


et finalement 


Lo = Era <E [ 


wa [ [ro « 
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L’arc l est donc rectifiable et sa longueur vérifie 
b 
L(D< Î (co a 
û 
Pour prouver l'égalité, nous montrons que l'application 
gilet Rt re p(x) = L(luz]) 
(bien définie, puisque lle est rectifiable) est de classe C!, avec 


gx) = | M'(z)|. Nous prouverons la dérivabilité à droite en tout 


point de Ja, b{, la dérivabilité à gauche sc prouvant de la même façon. 
Soit x € [a,b[ et À > 0 avec x + h € [a,b]. Nous avons par la relation 
de Chasles 


Pr +R) — (x) = L (Test) 


Comme Tfr,r4n est de classe Cl, nous avons, d’après ce qui à été 
démontré plus haut 


e+h 
L(Tps+n) < Î [co] & 
Ê 
Comme la longueur de la corde est inférieure à celle de l’arc, on a 


M (x) M (x + || < L(Uts+n]) 


On obtient donc 


MOM(G +4) 


hk 


ee ve) < il IBAOIES 


Le théorème de dérivation d’une intégrale fonction d’une de ses bornes 


montrant que 


ts [Propu-frroo 


l'encadrement précédent donne 


im LE+h)= (x) | (# @)] 


h40+ k 


La fonction & est bien de classe C!, et on a 


L(T) = &(b) - pa) = [re a= [[#wfa . 


COROLLAIRE 20-2.7 Tout arc T : {a,b] 5 t ++ M({) continu et C! par 
morceaux est rectifiable avec 


L(T)= A [P'0)| dt 


(intégrale d'une fonction continue par morceaux si on la prolonge arbitrai- 
rement en tout point de non dérivabilité de A4) 
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Démonstration : IL suffit d'appliquer la relation de Chasles aux 
deux membres de l'égalité, en utilisant une subdivision de [a, b} adap- 
tée à l'application C! par morceaux t++ Mt). 


REMARQUE 20-2.8 Un arc supposé seulement continu n’est pas nécessairement 
rectifiable. On peut par exemple considérer l'arc tracé dans R? euclidien défini 
par 


Wat M()=(6() 


avec (0) = 0 ct, pour n € N° arbitraire, 


POP [en +0 VA nv Fi) (e 


. 1° 1 } s : 
site ] ar | Représenter le support de cet arc, montrer qu’il est continu et 
n 


dire pourquoi il n’est pas rectifiable. 


REMARQUE 20-2.9 Nous n'avons ulilisé nulle part le fait que la norme avec 
laquelle on travaille est associée à un produit scalaire. Cette hypothèse inter- 
viendra ultérieurement pour définir la courbure. L'étude précédente permet en 
fait de rectifier des arcs dans un espace affine basé sur un espace normé complet 
quelconque. 


20-2.1.3 Abscisse curviligne 


DÉFINITION 20-2.10 Soit T':13tr+ M(t) un arc de classe C! défini sur un 
intervalle J de R et to € Ï choisi arbitrairement. On appelle abscisse curviligne 
de T pour l’origine to l'application 


; mal Efira) Si t2t 
s:1R e+s@={ —L (Der) si #<to 


On a donc, conformément aus résultats de la section précédente, 
4 
s(0) = Î |” tu] du 
t 


L'application s est donc aussi de classe C!. Le choix d’une autre origine dans 7 
modifie cette application s en lui rajoutant une constante. La relation de Chasles 
donne évidemment 


Va<beï  L(Tlay) = 5(b) —s(a) 


REMARQUE 20-2.11 On pourrait définir de même l'abscisse curviligne sur un 
arc continu et C! par morceaux. 
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20-2.2 Courbure des arcs plans 


Dans toute cette section, on suppose que £> est un plan euclidien orienté par 
le choix d’un repère orthonormé direct (O, 7,7). 


20-2.2.1 Paramétrage normal d'un arc régulier 
DÉFINITION 20-2.12 Soit li un arc de classe C* (k > 1) 
J3ur P(u) 


on dit que V, est un paramétrage normal de l’arc géométrique associé si et seule- 
ment si 


Vues [Pc] zi 


L'arc géométrique associé à la est donc évidemment régulier, puisque le 
vecteur dérivé ne s’annule jamais. Réciproquement, nous voyons que tout arc 
régulier possède des paramétrages admissibles normaux : 


PROPOSITION 20-2.13 Soit D: {31 M (1) un arc régulier de classe C* 
défini sur un intervalle 7 de R, et {o € 7 arbitraire. L'application abscisse 
curviligne pour l'origine to 


s:1R PTALOE 


est un C-difféomorphisme de 1 dans J = s(]) qu'on peut donc interpréter 
comme changement de paramétrage admissible, Si on note + le difféomor- 
phisme réciproque 


Jsmyp(s)=tel 
le paramétrage 
J3 se P(s)= M(y(s)) 
est un paramétrage normal de l'arc géométrique associé à l'. 
Démonstration : L'application s est évidemment de classe C}, avec 
Viei s'(t= [#0] #0 
Pour voir que s définit. un C* difféomorphisme de J dans J = s(J), il 


suffit de voir que s est effectivement de classe C*. Ceci est conséquence 
du fait que la norme utilisée est euclidienne : si (x (t},4(#}} sont les 


coordonnées de M (t) dans le repère orthonormé (07,7), nous 
avons 


vtel s'(t)=Vr2(0+70 
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ce qui prouve que s’ est de classe CÀ-1 (parce que la quantité sous le 
radical ne s'annule jamais). Le paramétrage 


J3 84 P(s)= M(p(s)) 


est alors normal puisque 


VseJ P'(s)= (5) M'(p(s)) = Frap 


d’après la formule de dérivation d’une fonction réciproque. 


On dit, de manière un peu imprécise, qu’un arc régulier de classe CF (k > 1) 
peut être paramétré par son abscisse curviligne. Remarquons que le changement 
de paramètre envisagé dans cette proposition correspond à un CŸ-difféomorphisme 
strictement croissant. À une translation (sur le paramètre) près, c'est le seul 
changement de paramètre respectant l’orientation de l’arc dont le résultat soit un 
paramétrage normal : 


PROPOSITION 20-2.14 Soit l', : J 3 s + P(s) un paramétrage normal 
d'un arc régulier de classe C*. Si K 3 u > N(u) est un arc équivalent dont 
le paramétrage est également normal, alors le C* difféomorphisme corres- 
pondant 


I K smu=p(s) 
est de la forme u = # (s) = 54+a où u = Ÿ(s) = a—s (où a est une constante), 
selon que + est strictement croissant ou strictement décroissant. 


Démonstration : Comme P = N o#, nous avons 
Vseg P'(s)=#'(s) N'(p(s)) 
d'où [P (s)| 2 l# ()l [a @ D} Comme les deux paramétrages 


sont supposés normaux, nous avons [#’(s)| = 1 pour tout s de I. 
Comme #’ est continue, ceci entraîne que #’ est constant égal à +1 
ou —1. Le résultat en découle. 


NOTATIONS : lorsqu'on se donne un arc de classe CF J 5 t7+ Mt) 
régulier, on est souvent amené à considérer un paramétrage normal équivalent 
(essentiellement l'abscisse eurviligne). L'usage veut qu’on ne change pas le nom 
de l’application M, et que l’on note simplement J 3 s++ M (s) ce paramétrage. 
En particulier, nous nous permettrons des abus d'écriture de la forme 


Mo = M (0) = M (to) 


lorsque les points Lo et so se correspondent par le difféomorphisme J + J associé 
au changement de paramétrage. De même, nous utiliserons l'écriture 


a _ as di 
dt dt ds 


2Ce qui peut être ambigu si l'arc n'est pas simple. 
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pour représenter l'égalité s'écrivant plus rigoureusement M'(1) = s'(t) P'(s(4)) 
si la fonction P est définic sur J par M{t) = P(s{t}) pour tout t € 1. 

L'intérêt de la natation différentielle est évident lorsqu'on fait de tels change- 
ments de variables directs et réciproques : si 1 3 {+ M(t) est un paramétrage 
d’un arc régulier, tout paramétrage normal (noté abusivement J 3 s+> M(s)) 
respectant l'orientation vérifiera 


ds = |" «|| ai 
égalité dans laquelie peu nous importe que s soit fonction de { ou t fonction de s. 


Si M (£) est donné par ses coordonnées cartésiennes (x (£) , y ({}) dans un repère 
orthonormal fixe, ceci pourra s'écrire 


ds = 4/27) + y7 (0 dt 


Si M (4) est donné par un système de coordonnées polaires (r (#) 8 (4)) (avec r et 
8 de classe C* sur 7), nous aurons avec les notations usuelles 


MD = 7 (0) À (8())+r (#8 (0) À (O(E)) 
et donc 
ds = \/r2(t)+ 72 (t)02 (4) dt 


Lorsque l'arc est donné par une équation polaire r = r (8), ceci deviendra évi- 
demment 


ds = 72 (8) +12 (8) d8 
Un paramétrage normal d'un arc régulier correspond à un parcours du support 
à une "vitesse numérique” constante (égale à 1). C’est un paramétrage ”intrin- 


sèque”, qui va nous permettre de définir la notion géométrique de courbure d’un 
arc. 


EXERCICE 20-2.15 Calculer la longueur du support de la cardioïde d’équation polaire 


r=a(l+cosé) 


20-2.2.2 Repère de Frenet 
Nous considérons dans cette section un arc régulier l de classe C* donné par le pa- 


ramétrage { 5 tr M (t} et nous considérons un paramétrage normal équivalent 
conservant l'orientation J 3 s++ M (5) avec 


ds= ww] dt 


Le plan euclidien £ est orienté. 
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DÉFINITION 20-2.16 Soit to € [ et so € J correspondant. On appelle vecteur 
unitaire de la tangente en to à T° (orientée dans le sens des t croissants) le vecteur 


Avec les notations introduites à la section précédente, nous avons 


roses 


DÉFINITION 20-2.17 Le vecteur normal principal N (to) est le vecteur unitaire 


se déduisant de T (to) par rotation d'angle + Le repère orthonormé direct 


Ra = (M (0), P (10), À (&)) 


est appelé repère de Frenet au point de paramètre to de Pare. 


Ce repère sera évidemment utilisé pour étudier localement l’arc, au voisinage 
de to. En travaillant dans un repère orthonormé direct (o, T, 7) où les coor- 
données de M (t) sont (x (t),y(t)), nous aurons donc 


T (te) = æ' (to) + # (to) 
D Va (to) + y? (to) V7 Co) + y? (to) 
N (to) = - Y' (to) T4 az (to) 


V7 (to) + y? (to) Va (to) + y? (to) 
On définit ainsi deux applications 
1340 T() et 121 N(t) 


qui sont évidemment de classe C“-!, Avec toujours le même abus de notation, 
nous pourrons aussi considérer les applications (de classe C*-! également) 


J3smT(s) et J2se N(s) 
avec cette fois 


Te EP+ËD à P()=-ETI ET 


dx\° dy 1 
(&) + (4) ne 


sur J, puisque le paramétrage cst normal. 


et évidemment 
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20-2.2.3 Courbure, rayon de courbure en un point birégulier 


Nous considérons dans cette section un arc régulier de classe C* avec k > 2, para- 
métré par { > {+ M (t) et un paramétrage normal J 3 s ++ M (s) correspondant 
à la même orientation. Nous étudions l'application de classe C*-1 définie par 


Jase (TN) 


Nous allons étudier la dérivée de cette application (’repère mobile”), ce qui va 
nous amener aux formules de Frenet. Comme il s’agit de dériver une base or- 
thonormale variable, nous savons que va apparaître un opérateur antisymétrique 
de l’espace vectoriel euclidien E2 (cf. excrcice 14-4.9). 

1°" formule de Frenet : pour tout s € J, nous avons 


T?(s)=1 


et on obtient en dérivant 


Le vecteur dérivé —— (s) est donc colinéaire à N (3), deuxième vecteur du repère 


de Frenet en s. On définit donc la courbure (algébrique) c(s) de l'arc au 
point de paramètre s par 


d 
2ème formule de Frenet : de même, le vecteur —— (s) est colinéaire au vec- 


ds 
teur F (s), et en dérivant l'égalité 


Vsed T(s).N(s)= 


on obtient facilement 


L'interprétation géométrique de la courbure est simple si l’on fait in- 
tervenir une détermination de classe C*-! de l'angle polaire de la tangente dans 
un repère fixe. Pour cela, nous utilisons le théorème de relèvement (cf. théorème 
10-1.56) appliqué à la fonction 

2:J+C smz(s)=m(s)+imi(s) 


où æ1 (s) et 1 (s) sont les coordonnées de T (s) dans la base orthonormale directe 
e (P,7). Avec l'abus d'écriture introduit plus haut, on a 


260) = À (6) +5 E (6) 
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L'application z est de classe C*-!, à valeurs dans l’ensemble des nombres com- 
plexes de module 1. Le théorème de relèvement nous assure l'existence d'une 
fonction a : J —+ R de classe C*-! telle que 


VseJ z2(s)= et 
cc qui revient à écrire 
VseJ T(s)= cos(a(s)) P + sin(a(s)) J 


soit encore 


On à alors 
VseJ Gr 2 o'(s) (-sinta(s)) T + cos (a (s)) 3) = a (s) W (s) 
En comparant avec la première formule de Frenet, nous avons : 


PROPOSITION 20-2.18 Si J 3 sr> M (s) est un paramétrage normal d’un 
arc régulier de classe C* (k > 2), la courbure algébrique est l'application 


e:J 388 e(8)= À (s) 


où 5 r+ a(s) est une détermination (de classe C“-!) de l’angte polaire du 
vecteur unitaire de la tangente orientée 


a(s)= (FT) mod 27 


Au plus cette courbure est grande en valeur absolue, au plus la variation de 
l'angle polaire de la tangente est grande, pour un ”petit déplacement” donné sur 
l'arc. 

La première formule de Frenet nous donne 


&ñ dt 


VseJ (= (9) = e(s) N(s) 


et donc 


di ei M 
c(s)=0+ (£ (so), (0) sont liés 
< 80 n’est pas un point birégulier de l’arc 


EXEMPLE 20-2.19 Pour le cercle de centre O et de rayon R, considéré comme 
arc C® dont un paramétrage admissible dans le repère (0. Ga 7) est donné par 


z(t)=Rocost et y(l)= Rsint 
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l’abscisse curviligne avec origine en t = 0 est évidemment 


s(t)= At 
et on peut prendre comme angle polaire de la tangente 
m 
t=1+7 
a(t)=t+3 
Dans ce cas, la courbure est constante et vaut 
da _1 
ds R 


On est ainsi amené à définir le rayon de courbure et le centre de cour- 
bure en tout point birégulier d’un arc de classe C* (k > 2) : 


DÉFINITION 20-2.20 En tout point birégulier d'un are de classe C* (E > 2), le 
rayon de courbure algébrique est l'inverse de la courbure 


et le centre de courbure au point de paramètre s est 
C(s)= M(s)+ Rs) N (s) 


si (F6,F 6) est le repère de Frenet en ce point. Le cercle de centre C(s) 
et de rayon |R(s)| est appclé cercle de courbure en &. 


C=M+RN 


Figure 20.12 — Repère de Frenet et signe de la courbure 


La courbure étudiée ici est algébrique. Nous avons interprété géométriquement 
sa valeur absolue et il reste à voir à quoi correspond son signe, qui dépend en fait 
de l'orientation choisie pour le plan : 
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Supposons donc l'arc étudié birégulier et le plan orienté comme à l'habitude, 
la rotation de #3 se faisant ”dans le sens des aiguilles d'une montre”. En tout 


point so de J, nous savons que le vecteur ee 
sa concavité en so. 


(so) est normal à l’arc et détermine 


(so) et N (50) sont colinéaires et de même sens. La 


É æ 
+ Sie(so) > 0 alors 
L 
concavité de l’arc est donc située "à gauche” pour un observateur en M (s) 
se déplaçant sur le support de l’arc dans le sens des s croissants. 


e Par contre, si c(so} < 0, Le vecteur N (so) n’est pas situé dans la concavité 
de l'arc, et celle-ci est donc ”à droite” de l'observateur. 


e Comme R(s0) et c(so) sont de même signe, il en résulte que le centre de 
courbure C (so) est toujours situé dans la concavité de l'arc en so. 


° Un changement d'orientation dans le plan transforme le vecteur N (so) en 
son opposé, et change évidemment le signe de la courbure. 


L'utilisation d'un paramétrage normal changeant l'orientation de l'arc re- 
vient (à une translation près sur le paramètre) à paramétrer l’arc par —s. Il 


est clair que le repère de Frenet (TP) devient alors (-?, -N), alors 


que da a" change pas. Pour conserver la première formule de Fre- 
net, fat ré multiplier la courbure par —1 : un changement d’orientation 
de l’arc change le signe de la courbure. Le centre de courbure ne 
change pas. 


DÉFINITION 20-2.21 Lorsque le rayon de courbure algébrique est défini, sa 
valeur absolue est appelée rayon de courbure géométrique. Ce nombre ne dépend 
pas du paramétrage utilisé. 


20-2.3 Calcul pratique de la courbure 
20-2.3.1 Formules générales 


La formule de définition de la courbure fait intervenir un paramétrage normal. 
Dans la pratique, nous travaillons avec un paramétrage admissible de l’arc 


15tr M(t) 


supposé régulier (ou birégulier si on veut calculer des rayons de courbure). Si 
J3st+ M(s) est un paramétrage normal conservant la même orientation, nous 
savons que (en notant comme d'habitude [®, 7] le produit mixte des vecteurs 


Pet 7) 


€(s0) = [F (so) ,€(50) N (s0)] = = ae eh ] 


(so), Tr (Le) 
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On a au point to € { correspondant, par dérivation de fonctions ES 


M'(t0) = Fu ED D u = 50) = |[#"( &o)| Ÿ D 4 


? 
M" (t) = EE (ui).  . (a) 0) 


{nous donnerons à la section 20-2.6.2 une interprétation cinématique de ces éga- 
lités). On en déduit 


[M 640), M" (to) 
-f (ee «ol y (£o) = DE (0), 2 [F'c)| Go 


PROPOSITION 20-2.22 SiT :15t+-: M (t) est un arc régulier de classe C* 
(avec k > 2}, la courbure algébrique au point de paramètre t est donnée par 


É [#6 #"()] 
fo 


En tout point birégulier, le rayon de courbure (algébrique) est donc donné 
par 


[of 
[# (), Mr ©] 


+ Calculs en coordonnées cartésiennes, dans un repère orthonormé 


(0.7.7): 


Si (xt) ,y{£)) sont les coordonnées du point M (t}, nous avons 


R(t)= 


__eb+f 0) 
RE TOT TUE UE LC) 


et comme le second vecteur du repère de Frenet au point de paramètre { est 


Fo __ #0 7, #0) 
av 210 4 0 NE OET A0) 


les coordonnées du centre de courbure C'(t) = M (t)+ R(t) N (4) seront 


(x2 (+) + y? (8) y (+) 
æ'(E) y(6)— y (€) 2" (E) 


et eu = v(t)+ 


zct = z(t)— 
(et) + y? (#)) z'(2) 
C0 40 10E20) 


(ces formules sont compliquées, on remarquera cependant la disparition des 
radicaux). 
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e Dans le cas particulier d’un arc admettant une équation carté- 
sienne y = f (x) avec f de classe C* : 


L'abscisse x est un paramètre admissible, et la formule précédente donne 
1+/f"() 
PARLEZ) 
= 7) 
«+ Pour un arc donné par une équation polaire r = r (8) : 


Dans ce cas OM (8) = r (8) @ (8) donne M’(8) = r” (8) © (8)+r (8) Ÿ (6) 


et donc 

r'(6)&(6)+r(8) (8 r(8) ®(8)+r'(8) à (8) 
Om mes VR 0) 20 
avec 


(2 (8) + (8) 
72(0) + 22 (8) — r (6)r (0) 
Lorsque l’arc ne passe pas par l’origine et si l'expression 
L 
a(e)= NO) 


R(E) = 


est plus simple à dériver, on pourra remarquer que R (8) s’écrit aussi 


rw = E +" 0) 
CAONTUEr 10) 
EXERCICE 20-2.23 Soit F un point du plan euclidien et À une droite du plan passant 
par F. On considère un arc birégulier l' possédant la propriété suivante : la normale 
en un point M quelconque coupe A en P, la perpendiculaire à MP en P coupe FM en 
Q et la perpendiculaire à FM en Q coupe la normale en un point Q qui est le centre 


de courbure en M. Montrer que le support de l'est inclus dans une conique de foyer 
F et d’axe focal A. 


20-2.3.2 Méthodes pratiques 

On préfère souvent appliquer la définition 
c(=— FC) 

plutôt que les formules précédentes, ie 


ds= [#0] dt 


est ”simple” et lorsqu'on accède facilement à la dérivée de la fonction t ++ a (t), 
soit parce que « (t) est une expression simple de # ou parce qu'on dérive simple- 
nent une des expressions 


A0) sina({) (1) où tan (t) = 


VAOETAU) VE T A0) 70 


cosa(t) = 
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EXERCICE 20-2.24 On considère l'arc paramétré défini dans un repère orthonormé 
(0, T, 7) par 
æ{t)=a(t-sint) et y(t)}=a(i- cost) 


avec t € ]0,27[ (a > 0 est fixé). 

Montrer que cet arc est régulier, et que son support est trajectoire d’un point fixe 
d’un cercle de rayon a qui roule sans glisser sur l'axe Ox (cycloïde droite). Montrer 
que le lieu du centre de courbure se déduit de ce support par des transformations 
géométriques simples. 

Résultats : grâce aux formules de trigonométrie, on a 


2 (t) = 2asin À 
a t 
f: = in — -_ 
ÿ'{t) = 2asin 3% 
t 
On en déduit immédiatement, (pour 4 € ]0, 2rf, sin 3 > 0) 
ds=2asintdt et P(t)=aint P+cost 7 
3 5 2 
On peut donc choisir 
at) = 
et donc 
t 
2 
Le centre de courbure en M (t) a pour coordonnées 


R(E) = —4a sin 


æcç =a(t+sint) et yo) = —-a(1-cost) 


Pour un arc défini par une équation polaire r = r (8), on détermine en 
général l'angle orienté des droites OM (8) et Ts tangente au point de paramètre 
8 par 


-1®@) 
tan V (8) = 7© 
Comme 

a(8)=V(#)+0 modr 


la fonction 8 ++ a (8)—(V (8) + 8) est constante sur tout intervalle, ce qui donnera, 
avec la notation différentielle 


da = dV + d0 


EXERCICE 20-2.25 On appelle spirale logarithmique tout arc admettant, dans un 
repère orthonormé bien choisi, une équation polaire de la forme 


r(t)=ae"t 


avec a > 0 et m 3 0. Montrer que le lieu du centre de courbure à cet arc est également 
une spirale logarithmique. 
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20-2.3.3 Courbure à l'origine 


Un repère orthonormé direct (o, is 7) étant donné, considérons un arc para- 
métré de classe C* régulier 4 + M (t) défini sur un voisinage de 0, vérifiant 


M(0)=O et M'(0) colinéaireà 


La tangente à l’origine est donc l'axe des abscisses. Comme on à x (0) = 0 et 
æ(0) # 0, l'application £ ++ x (+) définit un C#-difféomorphisme entre deux inter- 
valles ouverts contenant chacun 0. L’abscisse r est donc un paramètre admissible 
au voisinage de 0, et l’arc considéré admet une équation cartésienne de la forme 


y= f(x) 
avec f de classe CŸ au voisinage de 0. On a f (0) = f’ (0) = 0, puisque la tangente 


à l’origine est horizontale. D'après les résultats de la section 20-2.3.1, la courbure 
au point d'abscisse z vaut 


PRES 
Q + f2(x)) 
et en particulier 
c(0) = f"(0) 


Si le point d’abscisse 0 est birégulier, le rayon de courbure à l’origine sera donné 
par 


el 
sf") 


Dans la pratique, on ne connaît pas explicitement la fonction f. Mais la formule 
de Taylor-Young donne, au voisinage de 0, 


Ro 


1 9 
y = f(x) = 39" (032 +o(2?) 
et par conséquent 


#( 


2y(t) 


On utilisera cette technique pour déterminer la courbure en un point particu- 
lier Mo d’un arc paramétré ou d’une courbe définie par une équation cartésienne. 
On pourra faire un changement de repère pour amener Mo à l'origine et la tan- 
gente en ce point sur l’axe des abscisses, et déterminer dans ce repère (soit en 
utilisant un paramétrage, soit en utilisant une équation cartésienne) la limite du 

2 


l 
Ro = GG = 


X 
quotient a lorsqu'un point du support M (X,Y) tend vers O : 
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EXERCICE 20-2.26 On considère l’ellipse d'équation 


z? y? 
FE Is 


dans un repère orthonormé. Montrer que Le rayon de courbure géométrique au sommet 
A(a,0) vaut 


EXERCICE 20-2.27 On considère un arc d'équation polaire 
r=f(8) 
avec f de classe C* au voisinage de 80. On suppose que f (80) = 0 et f’ (80) # 0. On 
oriente l'arc de manière à ce que le repère de Frenet en fo soit 
Ra = (O, ® (80) ; © (B0)} 
Montrer que le rayon de courbure en 89 vaut 


ro = 1 


20-24 Cercle de courbure 


En un point birégulier { d’un arc de classe C*, nous avons défini le centre de 
courbure 


C (to) = M to) + R(to) À (to) 


et le cercle de courbure, de centre C' (#9) et de rayon |R(t5)|. Ce dernier apparaît 
de manière naturelle lorsqu'on fait une étude locale de position relative de M (t) 
par rapport à un cercle arbitraire passant par M (to). Il s’agit d’une étude ana- 
logue à celle de la section 20-1.2.4 (où l’on travaillait avec une droite variable 
passant par M (to)) : 

Choisissons un repère orthonormé direct (0.7, 7) avec O = M{to) de 
manière à ce que la tangente à l'arc en {o soit dirigée par 7. Comme nous 
l'avons vu dans la section précédente, on peut localement paramétrer l'arc par 
son abscisse pour lui donner une représentation cartésienne 


y= f(x) 
avec f de classe C* au voisinage de 0, vérifiant f (0) = f’(0) = 0 et f”(0) #0, 
puisque l’arc est supposé birégulier. Considérons un cercle C passant par © et de 
centre (2 (a, 8). Son équation dans (o, 7,9) est 
Q{r,y)= 2 +9 —2ax-2By=0 


Nous savons que si P est un point quelconque du plan, de coordonnées (x,y), la 
quantité Q (x, y) représente 


ete frèf ce += fn re 
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où R est le rayon du cercle et donc le signe de Q(x,y) change selon que P est 
intérieur ou extérieur au cercle C. 
Pour placer, pour x proche de 0, le point M(x, f(x)} par rapport au cercle 


€, on étudie le signe de 
A (a) = 2° + f2 (x) = Var — 28 f (x) 
{en prenant un équivalent). Pour x tendant vers 0, f(x) est infiniment petit 


d'ordre 2. En supposant par exemple f de classe C$, la formule de Taylor-Young 
appliquée à f donne 


re LA pi a _ gl") 3 3 
A(z)=-2ar+(1-8f"(0))x Be +o(x) 
La discussion se mène en fonction de la position de { : 


e Si a 0, c'est à dire si (! n’est pas sur la normale à l’arc en O: 


Le cercle C est alors ”sécant” et 
A(x)= az 


change de signe avec + : l’arc traverse le cercle en ©. 


Sia=0etfs# 2 = Ro, ® n’est pas le centre de courbure en O : le 


cercle C est tangent à l’arc, mais n’est pas le cercle de courbure : 
A(z)= (1-8 f"(0))z° 


garde un signe constant : l’arc reste localement du même côté du 


cercle. 
sSia=0et f = FG° Bo, N est le centre de courbure en O : le cercle 
€ est le cercle de courbure : 
4"), 5 
()= DO +o(z) 


Lorsque f”’(0) # 0, A (x) est donc un infiniment petit d'ordre 3 et l’arc 
traverse son cercle de courbure en ©. On dit que le cercle de courbure 
est osculateur (surosculateur si À (x) = o(x#)) (figure 20.13). 


REMARQUE 20-2.28 On arriverait à la même conclusion en faisant un calcul 
intrinsèque : si s > M(s) est un paramétrage normal (défini au voisinage de 
0) d’un arc birégulier de classe C* (avec k > 3, ce qui assure le caractère C! de 
l'application s ++ R(s)), les formules de Frenet et la formule de l'aylor-Young 
donnent, pour s tendant vers Ü 


OT =e P+ Eh + EF EE) +o(s) 
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02 04 06 08 1 
x 


2 
Figure 20.13 — Positions relatives de la courbe y = + + et de 
son cercle de courbure à l’origine 


où (To Me) est le repère de Frenet en 0 et (Ro, R6) représentent le rayon de 


courbure ainsi que sa dérivée en 0. 
La position de M (s) par rapport au cercle de courbure en Q est donnée par 


le signe de 6(s) = |c (0) M (s f — RÈ, soit 


2 (7 À 
Reel ete | Te Be) +e(e) 


2 


8(s)= rm — #4 


Le développement limité à l’ordre 3 de cette quantité s'écrit 


ô(s) = Rs +o(s) 


Nous retrouvons en général un infiniment petit d'ordre 3. On peut également 
retenir que, chaque fois que le rayon de courbure passe par un extremum (A 
s’annule), le cercle de courbure est surosculateur. 


20-2.5 Développée d’un arc plan 
Considérons un arc birégulier de classe C* (avec k > 3) 
T:13t= M(t) 
On appelle développée de l” l'arc de classe C#-2 
11310 C(t)=M(t)+R() N (4) 
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Son support est donc le lieu du centre de courbure en M (4). 
SiJ 3 sr M(s) est un paramétrage normal de l', on obtient un paramétrage 
admissible de + 
J3srC(s)= M(s)+R(s) N(s) 
Les formules de Frenet donnent alors 


C'{s)= R'(s) N (s) 


Sur tout sous-intervalle de J (ou de F) sur lequel la dérivée du rayon de courbure 
ne s’annule pas, la développée est régulière. La tangente à la développée en s est 


C(s)+RN (s) 


c'est donc la normale à l'arc l'en M(s). Ceci nous permettrait de donner une 
deuxième définition de la développée de l comme enveloppe des normales à T. 


REMARQUE 20-2.29 Sur un tel sous-intervalle J, de J, un vecteur unitaire de 
la tangente à la développée au point de paramètre s est N (s). On peut choisir 
un paramétrage normal de la développée K1 5 o ++ C (a) de manière à ce que le 
repère de Frenet en tout point 59 (correspondant à ©) soit égal à 


(C(60), P (50), -P (50) 
On a alors 


Vseh PORTE ETES 


ce qui montre que 
Vseh a(s)—R(s) est constant 


Cette remarque est utile pour rectifier rapidement la développée : pour si et 
52 € J, a longueur de la développée 3p,,,7 vaut simplement [o (52) — a (si)! 
soit |R(s2) — R(s1)]. 

On retiendra que la développée présente un point stationnaire lorsque 


la dérivée du rayon de courbure à l’arc s’annule (donc en particulier lorsque 
ce rayon de courbure passe par un extremum). 


EXERCICE 20-2.30 Déterminer la développée de l’ellipse d'équation 


2 


BF 
Comment son support se déduit-il de celui de l'arc étudié à l’exercice 20-1.21 ? A quelle 
condition sur @ et 8 la longueur de la développée vaut-elle 7a? 


z 


A 1 
FA 


EXERCICE 20-2.31 Montrer que la développée de la cardivïde d’équation polaire 
r (8) = u (1+cos6) 


est encore une cardioïde. Indication : il faudra choisir une nouvelle origine correspon- 
dant au point stationnaire sur la développée. Où est situé ce point ? 
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2 
Figure 20.14 — Développée de la parabole y — _. 


EXERCICE 20-2.32 Si D: 1 3 t + Mt) est un arc birégulier de classe C* (avec 
k > 4}, tout arc paramétré de la forme 


lat13te P(t)=M(t)+aW (t) 

où a est un réel fixé est appelé arc parallèle à T. Montrer que F, est de classe C#-1 et 
qu’en tout point birégulier £ (pour L,), l et l, ont même centre de courbure. Un arc 
et un arc parallèle ont donc en général même développée. 
20-2.6 Courbure en dimension 3 
20-2.6.1 Définition 
Considérons un arc régulier de classe C* (k > 1} 

1319 M()EE& 


dont le support est tracé dans un espace affine euclidien de dimension 3, La 
notion de paramétrage normal est définie comme dans le plan, les résultats de 
la section 20-2.2.1 n'étant pas spécifiques à la dimension 2. Un paramétrage 
normal J 3 s ++ M (s) respectant l'orientation vérifie toujours 


ds = | @] dt 
+ En coordonnées cartésiennes, dans un repère orthonormé fixe, 
ds = Ver (DUO +77 dt 
+ En coordonnées cylindriques d’axe Oz, on a 


OM (= r (+) & (8()+2(0 À 
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et donc 
M'(D = (0) À (0(0) +7 (0 8 PE) +7 (0 À 


Comme la base (7 (0), ® (8), F) est orthonormale, on obtient 


ds = 1/r(t) + r2(4) 072 (4) + 22 (4) dt 


+ En coordonnées sphériques, avec 
OM (e) = r(#) cosp(#) @ (0(#)) + r (0) sine(9 À 
Sons iron 
MD = (0) (cosp(t) À ((0) + inv (9) F) 
+70) #'(0) (-snet) À (8(0)+c0s0(9 À) 
+ r (8) cos (0 (#)) (4) D (6(1)) 


Le vecteur dérivé est ainsi décomposé dans une base orthonormale et donc 


ds = 4/r2(4) + r2 (2) 2 (4) + r2 (+) 82 (#) cos? ((#)) dt 


+ Le vecteur unitaire de la tangente orientée au point de pararnètre {, corres- 
pondant au paramètre normal 5, est toujours 


mo _a,, 
For #0 


Pour un arc de classe C* (k > 2), le vecteur 


TPE 


est un vecteur normal à (s) (puisque la norme de Test constante) ; il est non 
nul si et seulement si le point de paramètre s est hirégulier. Comme, sur une 
normale à T, il n'y a pas de sens privilégié (pas d'orientation intrinsèque d'un 
plan en dimension 3), nous définirons la courbure géométrique en s par 


a a? 
PRO) pra 0) 


ce(s) = 


En un point birégulier, c(s) 4 0, et le rayon de courbure géométrique est alors 
défini par 
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par analogie avec ce qui a été fait dans le plan. 
En un tel point, le plan osculateur à l’arc au point s (correspondant au para- 
mètre { pour l'arc de départ) est par définition 


Pi = M (#) + vect (#'@,4"6) 
= M(s) + vect (ro-$ PACS 


Le vecteur non nul 


ni dr 
PR ner 


définit le demi-plan osculateur (voir section 20-1.2.3) et on définit le vecteur 
normal principal W (s) par 


Tia = ce(s) P(s) 


C'est donc un vecteur unitaire, normal à l'arc et définissant la concavité de celui- 
ci. 


20-2.6.2 Calcul de la courbure, interprétation cinématique 


On suppose l’espace orienté, ce qui permet d'y définir un produit vectoriel. Le 
calcul de la courbure se fait comme dans le plan, en remplaçant un produit 
mixte par la norme d’un produit vectoriel : en un point 49 € Î correspondant au 
paramètre normal 5 


a ds 


Mt) = D r (0) = DE A (= to] À 9 


R"(0) = tt). 2 (à (E C)] LR 
et donc 


M" (to) À M"(t0) = (Eco) M 50) A (0) 


Comme les vecteurs L (so) et (50) sont orthogonaux, nous avons 
, 2 d a EI 
|F Ko) AM! (to) = I &) Te (#0) É Te Le) | 


soit 


À 600) À (0) = || Co) (50) 
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On en déduit qu'en tout point t € J, la courbure est donnée par 
Loue) 
= —_—,—" 
A) 


et en un point birégulier, le rayon de courbure vaut 


# of 


FO [644] 


Si Papplication { +> M(t) modélise un mouvement ponctuel, le vecteur cu [0] 
représente le vecteur vitesse intantanée à l'instant t, et sa norme 


if 
dt 


ds 


à 


est la vitesse numérique. Le vecteur accélération 


dM Ts +($ a) e# 


47 df 


admet une composante tangentielle 


ds dv 
TT 


dv 
Gr 


est appelée accélération numérique) et une composante normale 


ds\° : 
dé 
eu tout point birégulier où le rayon de courbure est défini (en un point où c est 
nul, on pose {= +oc, et l'accélération n'a pas de composante normale). 


" 
eu 


20-3 Exercices 


EXERCICE 20-3.1 Dans le plan rapporté à un repère orthonormé on donne un triangle 
par les équations de ses côtés : (Di) aix + biy+ ci = 0, i = 1...3. Déterminer l’aire de 
ce triangle. 


EXERCICE 20-3.2 Pour t € R, le plan étant rapporté à un repère orthonormé, on 
considère la droite d’équation x + ty + at — 0, a est une constante réelle. Déterminer 
l’ensemble des points du plan où passent trois de ces droites, l'une étant bissectrice des 
deux autres. 
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EXERCICE 20-3.3 Déterminer l'image du cercle unité par la transformation 


1 
Tr 


EXERCICE 20-3.4 Nature et définition géométrique de l’arc défini en repère ortho- 


normé par 
1 


Or" 


t 
O= Tr 


EXERCICE 20-3.5 Déterminer le lieu des points d’où l’on voit la cardioïde d’équation 
polaire 
r=a(1+cosé) 


sous un angle droit. 


EXERCICE 20-3.6 Dans un repère orthonormé, l est la courbe d’équation polaire 
r(8) = -—————. Montrer que L possède une infinité d’asymptotes qui sont toutes 
Êcos 8 — sin 8 


tangentes à une courbe algébrique simple. (On rappelle qu’une courbe algébrique est 
donnée dans un repère du plan par une équation cartésienne polynomiale). 


EXERCICE 20-3.7 Déterminer un arc plan passant par ©, dont la tangente en M 
coupe Oz en T tel que la longueur de l'arc OM soit égale à 2|M7 |. 


EXERCICE 20-3.8 Déterminer le rayon de courbure en © de la courbe définie par 
l'équation cartésienne dans un repère orthonormé : 2% + y% + 2% + y$ = 0. 


EXERCICE 20-3.9 Une conique est tangente à Oz en A(a,0) et à Oy en B(0,b). Mon- 
trer que les rayons de courbure en À et B vérifient B°R4 = a°Rg. 


EXERCICE 20-3.10 Une cardioïde roule sans glisser sur une droite. Déterminer le lieu 
du point de rebroussement et du centre de courbure au point de contact avec la droite. 


EXERCICE 20-3.11 Dans le plan affine euclidien muni d’un repère orthonormé (0,7), 
on considère le point A(a, 0), où a est un réel strictement positif. 


L. P étant un point variable de l'axe ÿ/0y, montrer que l'ensemble F des points M 
du plan tels que || PM |}= a et MP.MÀ = 0 se décompose en une droite (D) et 
une courbe {C} que l'on représentera. 


2. Montrer que (C) est le support d'un arc paramétré y de classe C°® et définir les 
centres de courbure à y en 0 et À. 


EXERCICE 20-3.12 Déterminer la perpendiculaire commune à la droite D d'équa- 
tions, en repère orthonormé : (x = a,y = b) et à la droite D’ d'équations 


(z+cy+z=0,cx-y+2z=0) 
EXERCICE 20-3.13 Déterminer l'aire de la portion de plan comprise entre la parabole 
d’équation 
pe 9pr 
et sa développée. 
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EXERCICE 20-3.14 On considère la courbe définie en coordonnées polaires par 


a 


PT T+cos0 


Quelle relation y-a-t-il entre V (angle entre l'horizontale et la tangente orientée) et 47 
Déterminer le lieu du projeté Q(8) du pôle © sur la tangentc au point de paramètre 8. 
À quelle condition les tangentes en 6; et 8 sont-elles orthogonales ? Déterminer alors 
le lieu de leur point d'intersection. 


EXERCICE 20-3.15 On se place dans le plan euclidien et on considère F et F’ deux 
points distincts. Soit a > 0. 


1. Quel est l’ensemble £ des points M vérifiant MF + MF' = 2a? 

2. Montrer que la tangente en M à € est bissectrice extérieure à FM. 

3. Déterminer le lieu des symétriques de F par rapport aux tangentes à £? 
4. Déterminer le lieu des projections orthogonales de F sur les tangentes ? 


EXERCICE 20-3.16 Tracer la courbe d’équation 2°+y°—3zy = 0 dans le plan rapporté 
à un repère orthonormé. 


EXERCICE 20-3.17 Construire la courbe d'équation polaire 


Chapitre 21 


Surfaces 


21-1 Nappes paramétrées 


Dans tout ce chapitre £3 est un espace affine de dimension 3. Lorsque la notion 
d’orthogonalité est utilisée, on suppose de plus que £3 est euclidien orienté (ce qui 


permet d'utiliser le produit vectoriel). R = (0,7, d,R) est un repère affine 
fixe de £3. 


21-1.1 Définition 


DÉFINITION 21-1.1 Soit k € N°. Une nappe paramétrée de classe C* est une 
application 


M:U+E (uv)}r Mi(u,v) 
de classe C* définie sur un ouvert connexe U de R?. 


Si on travaille dans le repère R, la donnée de l'application M équivaut à celle 
de trois fonctions numériques 


US(uv)mz(u,v), UD(uv)myuu) et U3(u,r) + z(u,v) 
telles que 


Viuv)eu OMu,e)=z(uv) D +y(uv) Ÿ +z(uv) À 
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L'application M est de classe C* si et seulement si +, y et z le sont (ceci ne dépend 
évidemment pas du repère choisi). 

Comme dans le cas des arcs paramétrés, on peut introduire une notion d'équi- 
valence de nappes paramétrées : 


DÉFINITION 21-12 Soit k € N° et soient U et V deur ouverts conneres de R?. 
Deux nappes paramétrées 


Si:U (uv) Mluv) et Si:V3(st)r P(s,t) 
sont CF-équivalentes si et seulement s'il existe un C*-difféomorphisme 
d:uU—y 
tel que M = Po. 


& est donc une bijection de classe CÀ de Z{ dans V, dont la différentielle en 
tout point est un automorphisme de R2. Si 


Viuv)eu ®luv)=(s(uv).t(uu)) 


on a donc 


Vtuv)eu  detJ(u,v) = #0 


et, pour Lout (u,v) € Z{, Mu,v) = P(s(u,v),t(u,v)). 

On définit ainsi une relation d'équivalence sur l’ensemble des nappes paramé- 
trées de classe C*. Une classe d'équivalence est une nappe géométrique, et une 
propriété géométrique d’une nappe est une propriété invariante par C*-équivalence 
{on dit aussi par changement de paramétrage admissible). Par exemple, le sup- 
port d’une nappe et la multiplicité d’un point Mo du support 


{Mlu,v), (uv)EU} et card{(u,v) EU | M(u,v) = Mo} 


sont des notions géométriques. Une nappe est dite simple si chaque point du 
support est de multiplicité 1, ce qui revient à dire que l'application M considérée 
est injective sur Z{. 


REMARQUE 21-13 Si & : 4 —} V est un C“-difféomorphisme, l'application 
définie par (u,v) + det Je (u,v), continue sur le connexe {{, ne s’annule pas et 
garde donc un signe constant. On peut, comme dans le cas des arcs pararnétrés, 
scinder l’ensemble des changements de paramétrage en deux classes 


Ct={$]det Je >OsurU} et C7 = {® | det Jy < 0 sur L} 


A l’intérieur d’une même classe, deux paramétrages se déduisent l’un de l’autre 
par un diffléomorphisme de déterminant Jacobien strictement positif. On définit 
ainsi une notion d'orientation sur une nappe géométrique, Nous verrons que, 
lorsque l’espace est euclidien et la nappe est simple et régulière, cela correspond 
à la notion intuitive d'orientation sur la normale à la nappe. 
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21-12 Plan tangent en un point régulier 


DÉFINITION 21-14 Soit U 3 (u,v) -+ M (u,v) une nappe paramétrée de classe 
C*. On appelle rang de la nappe en (uo,vo) € U le rang de la différentielle de 
l'application M en (uo,vo). C’est donc le rang de la matrice Jacobienne 


# (0; vo) À (nov) 
2 (uote) DE (uote) 


C à: 
ga (uorvo) 2 (uoru) 


æ(u,v) 
si Mu,v)| y(u,v) est représenté par ses coordonnées dans un repère affine 
(uv) 


R=(0, 7, 7,R). Comme on a 


LL (uo, vo) = 2 (uo, vo) T + 2 (to, vo) né + Z (0; w) À 


D (uen) = = (os vo) P + 2 (uorto) ? + PE Coste) À 


7 | o d 
ce rang est aussi égal au rang du système de vecteurs vs (to; vo), Es (to, vo) ]. 
11 s’agit d’une notion qui se conserve par changement de paramétrage : si 
& : U — V est un difféomorphisme et si P : V —+ £3 est telle que M = Po®,on 
à par le théorème de différentiation d'une composée 
Muo vo) = dP(soo) © ÉPuo vo) 
si (50, to) = ® (vo, vo). Comme dun) € GL(R?), on a bien 


rang dMuoive) = 1808 dP{uo to) 


Ce rang intervient de manière naturelle lorsqu'on cherche à déterminer les tan- 
gentes aux arcs tracés sur la nappe : 


DÉFINITION 21-15 Si U 2 (u,v) + M (u,v) est une nappe de classe C*, on 
appelle arc paramétré de classe C* tracé sur la nappe toute application de la forme 


F=Moy 


oùg:1—U est un arc de classe C* dont le support est inclus dans U (I est un 
intervalle de R non réduit à un point). 


1030 Chapitre 21 : Surfaces 


Si @ est défini par 1 3 t + (u(t),v(t)) € A (les applications composantes 
étant de classe C*), nous aurons donc 


VtET F(t)=Miul(t),v(t)) 
Notations : par abus d'écriture, on utilisera souvent la notation M (£) au lieu 


de F'(t); le point ”générique” M (u,v) devient une fonction du paramètre t. 
Considérons un arc C* tracé sur la nappe 


v:13te M(t)= M (u(t),v(t)) 


et supposons 0 € 7 (on peut toujours s'y ramener par une translation sur le 
paramètre) et (uo, vo) = (u(0},v(0)). On a 


ao =! (0) on (üo, vo) + v' (0) va (uo, vo) 


Si l'arc / 3 1 r+ (u(t),u(t)) est régulier en 0, on a (u’(0),v’(0)) Fe (0,0). 
8 


Si la nappe est de rang 2 cn (u,&0), c’est à dire si les vecteurs  ( vo) 
a . : a 

et —— (wo, vo) sont indépendants, le vecteur ni (0) = Æ (0) est non nul et 

détermine la tangente à l’arc considéré en 0. On voit que ce vecteur appartient 

au plan vectoriel! 


vo) = vect (& (ao, vo), D ten) 


De plus, tout vecteur non nul de ce plan vectoriel peut être obtenu comme vecteur 
dérivé à un arc tracé sur la surface : si (a, 8) € R? est non nul, il suffit de prendre 
(a (t) = wo + at,u(t) = vo + Bt) (point qui appartient bien à l’ouvert Z{ pour |t| 
petit”) pour avoir 

di ë oi 
pra (0) = a (or ve) +83 (uo, vo) 
On a donc : 


1$i {u’{0) ,v’ (0) = 0, on à W'(0} = D. Si on suppose & > 2 et {u‘’ (0), v’” (0) 0, on 
aura 

eh 

PT 

puisque les autres termes apparaissant dans le calcul de dérivée seconde 


Go) = à (0 LP quo) + 0°) 2 (ao) 


; 5 
w?(0) # (uo, vo) + 2u' (0) v' (0) ie vo) + #2 (0) LD) (uso, vo) 


sont nuls. Le vecteur A7" (0) est donc non nul, et c'est lui qui dirige la tangente à l’arc considéré. 
Ce vecteur est toujours dans le plan 


vect (é (uo, vo), 2È tu) 


On généraliserait ce résultat. au cas où l'arc t + (u (t),v(t}} possède un premier indice fonda- 
mental en 0. 
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THÉORÈME 21-1.6 (et définition) Soit Z 3 (u,v) -+ M(u,v) une nappe 
paramétrée de classe C*. Un point (wo,) € 4 est dit régulier pour cette 
nappe si le rang de la nappe en (1,10) est égal à 2, c'est à dire si 
Li on ; 
PE (uo,v0) et De (0%) sont indépendants 

Si (uo,vo) est régufier, la tangente en 0 à un arc régulier quelconque (dé- 
fini au voisinage de 0) t + M(u(t),u(t)} tracé sur fa nappe et vérifiant 
(u (0) ,v (0)) = (wo, vo) est incluse dans le plan affine 


o ô 
Tiuoso) = M (uo, vo) + vect (Eu 20, À a) 
Réciproquement, toute droite de ce plan passant par M (u0, 0) est tangente 
à un tel arc. Ce plan est appelé plan tangent à {a nappe en (uo, vo). 


Ce plan est évidemment conservé par changement de paramétrage admissible. 


DÉFINITION 21-1.7 Une nappe paramétrée de classe C* est régulière si et seule- 
ment si lous ses points sont réguliers. 


æ(u,v) X 
Dans un repère R = (0, TR) où M(u,v)| y(u,v) , un point P| Y 
z(u,v) Z 


appartient à ce plan si et seulement si 


det(7,32) (rs (uo, vo), LL (uo, vo) ue (wo, ) =0 
soit 


X— 2 (uote) DEQuoyto) DE (uost) 
# 
Y — y{uo, vo) 2 (uo-tx) ge (Mort) =0 


ë: ô 
Ze (uote) DE (ue) DE (no) 
ce qui donne l'équation de T{y,w) dans le repère R. 


REMARQUE 21-18 Pour étudier la position d’un point M (u,v) par rapport à 
Tu) On étudie le signe de la quantité 


(uv) 2 (nor) DE (uote) DE (ua) 


Stuv)= | yQu0)- vla) Poste) (non) 


uv sf) Duo) Duo) 
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Il est clair que (wo, vo) est un point critique de 6. L'étude du signe de £{u,v) 
au voisinage de (wo, vo) pourra donc se faire en étudiant la signature de la forme 
quadratique associée à la matrice Hessienne de 6 en (uo, vo). 


REMARQUE 21-19 Le point (up, vo) € Ü est dit singulier (ou stationnaire) si 
le rang de la nappe en (wo, w) est strictement inférieur à 2 : 


° Si rang (ae (to vo) , ID) = 1 on peut supposer, sans nuire à la 


5 à o NA 
généralité, que — (uv, vo) £ D et qu'il existe un réel À avec 


êu 
DA (ur) = APE (ta) 


On a alors, avec les mêmes hypothèses que précédemment 
eo où 
= u‘(0) Tu (ue vo) + v’ (0) x (ue vo) 
= (2 (D) + en’ (0)) + (ose) 
Tous les arcs réguliers tracés sur la nappe vérifiant (u (0) ,v(0)} = (to, vo) 


ont la même tangente en { = 0. 


Si ce (vo, vo) = om (wo, vo) = Ÿ, tous les arcs tracés sur la nappe véri- 


fiant (u (0) ,v(0)) = (to, vo) sont stationnaires en { = 0. 


EXERCICE 21-1.10 Déterminer une nappe régulière L 3 (u,v) -+ M (u,v) où U est 
un ouvert de R? tel que le plan tangent en (u, v) ait pour équation 


wr+vy+(l-u-v) 2-0 
dans un repère (0, 7, 7, R). Cette nappe se prolonge de manière naturelle en unc 


nappe dont le support contient l’origine ©. Déterminer l'ensemble décrit par les tan- 
gentes en © aux arcs réguliers tracés sur cette nappe. 


21-13 Normale, orientation 

On suppose ici € euclidien orienté, rapporté à un repère orthonormé direct 

(Q TIR) et une nappe paramétrée régulière 3 (u,v) ++ Mu,v). En 
, 0 om 

tout point (wo, ty) € 4, le vecteur V (uos vo) égal à Er (0, vo) À te vo) est 

non nul, et est orthogonal au plan tangent à la nappe en (uo, vo) : 

DÉFINITION 21-1.11 Si 4 3 (u,v) + Mu,v) est une nappe régulière de 


classe C*, le vecteur 


LD ÉELTON 2 eo) 
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est appelé vecteur normal à la nappe en (u,v) EU. La droite 
Now = M (uv) + vect (À (u, v)) 


est la normale à la nappe en (u,v). 


ILest clair que, sous les hypothèses précédentes, l'application (u,v) + N (u,v) 
est de classe C*-1. L'équation du plan tangent en (u,v) peut aussi s'obtenir par 
la condition 


PET + PM (u,v).N (u,v) = 0 


Lorsqu'on ellectue un changement de paramétrage admissible, on travaille avec 
une autre nappe régulière V 3 (s,t} > P(s,t) telle que M = Po &, avec ® 
C*-difféomorphisme de 2 dans V, soit 


Mu,v)= P(s(uv),t(u,v)) 
On a alors, en (uo, vo) € L{ correspondant à (50, 10) € V, 


où 


d oP ô 8P 
ET (20, vo) = à (uo, vo) % (so to) + se (uo, vo) FETE (sorto) 


3 nv) = 2 (uortu ) Got à ge (ut) CEE 


ce qui donne 


où 


En (uo, vo) À PM 


2 (2 ou) À turn — 2) À uen) PE ant LE ut) 


Les vecteurs normaux aux deux nappes sont évidemment colinéaires, et le coef- 
ficient de proportionnalité est det Jo (uv, ü), déterminant Jacobien du difféomor- 
phisme ®. On voit donc qu’un changement de paramétrage pour lequel ce dé- 
terminant est > 0 nous donne deux vecteurs normaux de même sens, alors que 
ceux-ci sont de sens opposés lorsque ce déterminant Jacobien est négatif. On 
comprend donc que le choix de l'une ou l'autre des classes de paramétrage C+ 
ou €” cnvisagées à la remarque 21-1.3 correspond (en général) au choix d’une 
orientation sur la normale à la nappe. 


REMARQUE 21-1.12 11 fant savoir cependant qu'il existe des nappes 
U3(u,v)r Mur) 


pour lesquelles il existe un C* difféomorphisme ® de L{ dans lui même, de déter- 
minant Jacobien < 0 avec M = M o ®. Remplacer le couple (u,v) par &(u,v) 
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donne alors le même point du support de la nappe, mais avec une normale orien- 
tée différemment (une telle nappe est dite ”non orientable”). L'exemple le plus 
célèbre est sans doute le ruban de Môbius, défini en repère orthonormé par 


En R (2+sinucosv) cos 20 
]-55 XR> (uv) Mu,v)| R(2+sinucosv)sin 2v 
Rsinusinv 


où R > 0 est fixé. On vérifie que d (u,v) = (—u,v + x) a un déterminant Jacobien 
égal à —1, et vérifie M o & = M. En prenant par exemple u = 0, et en faisant 
varier v entre D et 7, un observateur placé sur la nappe décrit un cercle. Il revient 
à son point de départ avec la Lête en bas. 


21-14 Exemples 
21-1.4.1 Nappe définie par 2 = f (x,y) 


On considère {{ un ouvert connexe de R? et f : Z4{ — IR de classe C*. La nappe 
étudiée ici est parfois appelée nappe cartésienne”, elle est définie dans un repère 


(07.7. R) par 


x 
U>(ay)e M(ey)| y 
Fay) 
Les résultats des sections précédentes correspondent à ceux obtenus au chapitre 


sur les fonctions de plusieurs variables (section 18-2.3.2) : une telle nappe est 
évidemment simple et régulière, puisque 


Bone THÉ CHR et om =-7+2 À 


En (x, 40) € 4, l'équation du plan tangent est 


x X —% 1 0 


r Y- 0 1 
PT € Tex) © # ôf of 
Z Z-f(so%) 3 (zo, vo) En (o; vo) 


ce qui peut s’écrire 


2 = (au) = DL (so) (X = 20) + GE (eue) (Y — 1) 


Rappelons que, lorsque k > 2, la position locale du support de la nappe 
par rapport à son plan tangent s’étudie en fonction de la signature de la forme 
quadratique associée à la matrice hessienne de f (voir proposition 18-3.22). 

Nous verrons ultérieurement que (localement) une nappe paramétrée régulière 
admet un paramétrage admissible correspondant (avec un bon choix du repère) 
à une nappe cartésienne. 
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21-1.4.2 Nappe cylindrique 


DÉFINITION 21-1.13 Soient T une courbe” de l'espace £ et un vecteur 
non nul. Le cylindre de directrice let de génératrices parallèles à est la 
réunion des droites dirigées par @ et rencontrant T. Toute droite de la forme 
Po +R avec P, € Test appelée génératrice du cylindre. 


Si € désigne ce cylindre, on a done, pour M € &, 
MeCeiPMer 1seR PM=sv 
Si Test le support d’un arc paramétré 7 de classe C* 
r:lat35t- Pt 


on peut interpréter € comme support d'une nappe paramétrée de classe C* définie 
sur l'ouvert 4 = R x ]a,b{ par 


Rxlja {2 (st) M(st)=P(t)+s® 


f() a 
Dans un repère (0,7, 7,R) où P(t)| gft) et æ| 8 , cette nappe nous 
k() Y 
fournit une ”représentation paramétrique” de € : 
F(t)+as 
Mist)! g(t) +85 
h(t)+7s 


On a évidemment, pour (s,t) € R x Ja, b{ 


on 


(0 = F0) et M 52% 


e En général, le rang de (P (), 3) égal à 2. Le point (s, £) est donc régulier, 
et le plan tangent en ce point est 


Tan = M(s,t) + vect (P &), #) P(E) + vect (F'6,?) 

Ce plan tangent est donc constant le long de la génératice conte- 
nant M(s,t). C’est le plan déterminé par la génératrice et la tan- 
gente à yen t. 


Le point (s,t) est singulier lorsque P' (t)= né (t est un point stationnaire 
de 7) ou lorsque le vecteur P’(t) est non nul et colinéaire à 7. Dans ce 
cas, la génératrice du cylindre contenant M (s,t) se confond avec la tangente 
à l'arc y en { (et tous les points de cette génératrice correspondent à des 
points stationnaires de la nappe). 


Pour déterminer un cylindre, on en cherche souvent une section plane (inter- 
section avec un plan non parallèle à , qui contient un et un seul point de chaque 
génératrice). Lorsque l’espace est enclidien et le plan orthogonal à , on dit que 
la section est droite. 
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21-143 Nappe conique 


DÉFINITION 21-1.14 Soient Tune courbe” de l'espace £s et S € Es -T un 
point quelconque. Le cône de directrice V et de sommet S est la réunion des 
droites passant par S et rencontrant l. Toute droite de la forme S +R SPo avec 
Po € Fest appelée génératrice du cône. 


Si C désigne ce cône, on à alors 
MECH IP ET 3€R SM =55P0 
Ainsi, si l'est le support d’un arc paramétré + de classe C* 
rl bl5te P() 


on peut interpréter € comme support d’une nappe paramétrée de classe C* définie 
sur l’ouvert Z4 = R x Ja, bf par 


RxJa,b{3(s,t)r M(st}=5+sSP(t) 


HU] a 
Dans un repère (0.7,7,R) où P(t)| g(t) et 5] 8 , on obtient une repré 
10) 7 


sentation paramétrique de € : 
sf(t)+(1-5) a 


sg(t)}+(1—s) À 
sh(t)+(1—s)7 


M(s,t) 


On a ici, pour (s,t) € R x Ja, b( 


om : où 

0 = sP'(t) et FE (t)= SP(t) 

e Pour s # 0 et (P°(), SP (+) indépendants, le point (s,t) est régulier, et 
le plan tangent en ce point est 


Tes = M{s,t} + vect (Fo ,FP(E)) = 5 +vect (P 58) 


Ce plan tangent est donc constant le long de la génératice conte- 
nant M(s,t). C’est le plan déterminé par la génératrice et la tan- 
gente à yent. 


Lorsque P' () = © (# est un point stationnaire de +) ou s = 0 {on a 
alors M (s,t) = S), le point (s,t) est singulier. C’est aussi le cas lorsque le 
vecteur P(t) est non nul et colinéaire à SP (t). Dans ce cas, la génératrice 
du cylindre contenant M (s,{) se confond avec la tangente à l’arc + en t (et 
tous les points de cette génératrice correspondent à des points stationnaires 
de la nappe). 


Si un plan P ne passant pas par S rencontre toutes les génératrices d’un cône 
€, ce dernier est entièrement déterminé par la donnée de S et de CNP. Cette 
intersection est alors appelée base du cône. 
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21-1.4.4 Nappe de révolution 


L'espace £3 est évidemment muni ici d’une structure euclidienne. 


DÉFINITION 21-1.15 Soit l'une courbe de £s et À C £a une droite. La surface 
de révolution S de directrice T et d'axe À est la réunion des cercles d’axe À 
rencontrant T. Un tel cercle est un parallèle de S. On appelle plan méridien 
{pour S) tout plan contenant A. L'intersection de S avec un plan méridien 
quelconque est une méridienne de S. 


S est donc la surface engendrée par la rotation de autour de A. Si P est 
un plan méridien, tout parallèle rencontre P en deux points (symétriques par 
rapport à À, éventuellement confondus si ce cercle se réduit à un point de A). 
La surface S est donc aussi engendré par la rotation d’une des ses méridiennes 
autour de A. 

Pour décrire S on utilise souvent un repère (0.7,2,r) pour lequel la 


droite À se confond avec l'axe O +R P : 
e Si L'est le support d’un arc paramétré de classe C* s’exprimant dans ce 
repère par 


ft) 
g(t) 
LI0) 


ri jadore P() 


T 
un point M|y € £s appartient à S si et seulement s’il existe t € Ja, b{ et 
Zz 
8€ R tel que M se déduise de P(t) par la rotation d’axe Oz et d'angle 6. 
On a donc 


z 
y eSæitelatl 30€ER 
z 


M y = f(t}sin0 + g(t)cos® 


z=h(t) 


{ æ = f{t}cos 8 — g(t}sin® 


La surface S peut donc être interprétée comme support d’une nappe para- 
métrée de classe C* 


la, b[XR3 (4,8)+ M(t,0) 
avec OM (1,6) = f{t) À (0)+o(t) À (8)+A(R 


avec les notations usuelles des coordonnées cylindriques d'axe Oz. 


e Si la méridienne dans le plan de coordonnées O+vect (P, FR) est le support 
d'un arc C* 
a ()=p() 
lb>te 0] DE 4 (0 


on aura plus simplement une représentation de & : 


la xRa3 (1,6) M(,8) avec OM(,6)=p(t) à (8)+h()R 
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Sous cette forme, on a évidemment 


em 


CO =-PORG)+ROR et Lo = 70 


à 
ê8 
On en déduit 

ao = 2% on 49 =O[-OT)+F OR] 

ôt 06 

Le point (4,6) est donc stationnaire si p (t) == 0 (le point correspondant de la 
méridienne est sur l’axe A) ou si p’(t) = h’(t} = 0 (le point t est stationnaire 
pour la méridienne). Hormis ces cas particuliers, le vecteur normal en 
(4,8) est colinéaire au vecteur ñ(t} = —h'(t) ® (8) +Pr (DR, qu'on peut 
interpréter comme normal? en { à la méridienne contenant M (4,8). 


21-15 Définition par paramétrage et par équation 
21-1.5.1 Equivalence locale 


e Si &3 est rapporté à un repère (o, TT FR) et si f est une fonction de 


classe C* (k > 1) définie sur un ouvert U/ de R, la ”surface” d’équation 
f(x,v,2) = 0 est, par définition 


E={M(ryz)e&l(nyz)eU et f(rv,z)=0} 


Rappelons qu’un point Mo € Z/ est dit régulier si et seulement si df, # 0. 
Le théorème des fonctions implicites (section 18-3.4.3) nous a montré qu’au 
voisinage d’un point régulier Mo, Z; peut être considéré comme support 
d’une nappe paramétrée classe CF. Plus précisément, si M (20, %o, 20) 

F 
©z 
C# définie sur un voisinage ouvert L de (ro, Yo) à valeur dans un voisinage 
ouvert V de 


appartient à Zy et vérifie += (Mo) # 0, il existe une fonction & de classe 


US (ay)mv(auev 
telle que 
ENG x V)= {M(x,y,z) | (x,v) EU et z = v(z,v)} 


Zy N (4 x V) est donc le support de la nappe paramétrée (cartésienne) 
définie par U > (x,y) M{z,y,y(x,y)}). Une telle nappe est régulière, 
au sens de la définition donnée à la section 21-1.2. 


?Le vecteur 
Dn-H020+FOR 
dirige la tangente en M (4,6) à cette méridienne, alors que 


SG = 099) 


dirige la tangente en M {t,8) au parallèle passant par ce point. 
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« Réciproquement, soit 4 3 (u,v) ++ Mu,v) une nappe paramétrée. En 
travaillant dans un repère (0, T7, R) on a 
OMuv)= fu) P + qu) + h(uv)R 
Si (wo; vo) est un point régulier de cette nappe, la matrice 


à ô, êh 
2 (uote) DE (tort) 9e (uote) 


ô à dk 
2 tu vo) ge (ue, vw) at ve) 
est de rang 2 et, sans nuire à la généralité, on peut supposer que le déter- 


minant formé par ses deux premières colonnes est non nul 


à. à 
2 (uorto) DE (ut) 

ë és 
2L (uosve) 32 (uor vo) 


Le théorème d'inversion locale montre alors qu'il existe un voisinage ouvert 
Uo C U de (wo, vo) et un voisinage ouvert Vo de 


Mo = (ï0 = f (wo, vo) ,Yo = g (u0, vo)) 
dans R? tels que l’application induite 
Sid (uv) (fluv),g(uv)) 


soit un C*-difféomorphisme. On peut considérer que cette application défi- 
nit, au voisinage de (uo, vo), un changement de paramétrage admissible. Si 
nous notons Ÿ le difféomorphisme réciproque 


Lib (ay) (us y),u= (2,9) 
la nappe définie par 


z 
V3 (a,y)r+ P(ay)= MoY(y,x) y 
Ra e,9), Pa (my) 


est équivalente à Ml. Cette dernière est donc simple, et son support est 
exactement 


EN (æa2) € E | (æ,y) € Vo et 2 = h (4h (ay), V2 (x,9))} 
Ce support est donc défini par une équation cartésienne de la forme 
F(æ,y,:) =0 
avec F de classe C* définie sur Yo par 


Feusze)= 2 h(ÿeu),V2 (av) 
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Il y a donc, localement, et sous une hypothèse de régularité, équivalence 
entre la définition d’une surface par une équation ou comme support d’une nappe 
paramétrée. 

Le passage de la représentation paramétrique 


U > (uv) M(fluv),g(u,v),h(uv)) 


à la représentation à l’aide d’une équation est un problème d'élimination : si 
(x,y,2) € RS, il s’agit de trouver une condition nécessaire (et on l'espère suffi- 
sante) pour que le système d'équations 


z= f{u,v) 
y=g(uv) avec (u,v) EU 
z=h{u,v) 


ait au moins une solution. 

Théoriquement, le théorème des fonctions implicites permet de passer d’une 
représentation par équation à un paramétrage. On ne peut trouver explicite- 
ment un paramétrage en partant d’une équation que dans des cas tout à fait 
particuliers. 


21-1.5.2 Exemples : cylindres, cônes et surfaces de révolution 


CYLINDRES : 

Par cylindre, nous entendons ici réunion d’une famille de droites parallèles à 
une direction donnée. Considérons un cylindre € de génératrices parallèles à un 
vecteur @, caractérisé par une section plane € NP, où P est un plan dont la 
direction ne contient pas 7. On choisit un repère affine d’origine Q pour lequel 
le plan P est le plan XAY d’équation Z = 0, l'axe QZ étant dirigé par 7. Si 
CNP admet une équation cartésienne 

M(XY,0) ECNPe F(X,Y)=0 
on obticndra une équation de € en remarquant que, les génératrices du cylindre 
étant parallèles à (7, 
M(XY,Z)eCe M(X,V0)eCnP 
L'équation F(X,Y) = 0 caractérise donc les points de €. Réciproquement, il 
est clair que l'ensemble des points vérifiant une telle équation est invariant par 


translation parallèlement à OZ, et est donc un cylindre de génératrices parallèles 
à OZ (axe dont un système d'équations est X = Y = 0). 

Si on travaille à présent dans un repère quelconque (0. 7,2,R), où les 
coordonnées du point générique” sont notées (x,y,), les formules de change- 
ment de repères nous donnent des relations de la forme 

X = x + fy+72+6 

Y=ar+By+vz+6 
Les coordonnées X et Ÿ sont des formes affines indépendantes® de (x,y,z). Nous 
avons donc : 


SCela signifie que les formes linéaires associées, donc ici les lignes (a, 8, y) et (a”, 8,1), sont 
indépendantes. 
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PROPOSITION 21-1.16 L'espace £: est rapporté à un repère (oc, vi 7: FR). 
Si 
Pifz;y,z)=0 et Pi(x,y,z)=0 


sont deux équations de plans P; et P; non parallèles (les formes affines P: 
et P, sont indépendantes), et si F est une fonction numérique définie sur 
une partie de R?, l'ensemble des points M (+,y, z) de £; vérifiant l'équation 


F(Pi(zsu2), Peau) = 0 
est un cylindre (éventuellement (} dont tes génératrices sont parallèles à la 
droite 
D=PNP, 


Une équation de cylindre est donc, d’une certaine manière, "dégénérée” : dans 
un bon repère, une des coordonnées n'apparaît pas. 


EXEMPLE 21-1.17 Dans (0. T,; F7, R) , l’ensemble des points vérifiant l’équa- 
tion 


22 y 2 + Oyz — 3y — 3z = 0 


est un cylindre dont les génératrices sont parallèles au vecteur & = T-R.En 
effet, l'équation peut s'écrire 


a —(y—2) -3(y-2)=0 
et fait intervenir les formes affines indépendantes 
Pi(asz) = 2 et Pa(æ,yre) = v— 2 


Ce cylindre possède une section plane qui est une hyperbole : si on complète ces 
deux formes par une troisième (indépendante des deux premières) par exemple 
Par; y,z) = y +2, on aura l’équation 


X?-Y?-3Y=0 
dans un repère où les coordonnées seraient données par 
X = Peu), V = Pilasysz) et Z = Paz, y) 


L’intersection avec le plan de coordonnées Z = 0 est une courhe du second degré 
qui est bien du genre hyperbole. 


EXERCICE 21-1.18 Soit une surface S d'équation 
fwu2 =0 


dans un repère (0, 7, 7, R°), où f est une fonction de classe C* (k > 1), tous les 
points de S étant supposés réguliers. Si 


D=oT+8 +R 
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est un vecteur non nul, le cylindre de génératrices parallèles à 2 circonscrit à S est, 
par définition, la réunion des droites dirigées par © et tangentes à S. Montrer qu’on 
peut trouver une équation de ce cylindre en éliminant le paramètre À dans le système 
d'équations 

f(x + )ay+)XB,z+ A7) =0 


SL (a+ Maur A2 2m) + BL (a day + MA, + An 


+ (+ da,y+ B,2+ M7) =0 
Trouver de même un système d'équations du contour apparent de S dans la direction 
vect (), intersection de ce cylindre avec la surface. 
Déterminer par exemple une équation du cylindre circonscrit au paraboloïde d’équation 


(2? +?) = 2pz 
dans la direction du vecteur @ (a, 8, y) avec (a, 8) # (0,0). Réponse : 
(82 — ay)? + 2p (az + Byy — (a? + 87} 2) - 7° =0 


CÔNES : 

Les termes cône de sommet (” désignent ici une réunion d'une famille de 
droites* passant par le point {. Soit {{ une partie de R° stable par les homothéties 
vectorielles : 


Vosvo, 2) EU VAGR X(rov0,z) EU 
Une fonction F : A —+ R est homogène de degré p € N si et seulement si 
V(&o,Yo,2) EU VAER F(Azu, Ayo, À20) = X°F (20, ÿo, 20) 


Soit un repère d'origine {, où les coordonnées du point générique sont notées 
(X,Y,2). Si F est homogène de degré p, l’ensemble 


C={M(X,Y,Z)| F(X,Y,Z)=0} 


est (s'ilest non vide et non réduit à {(}) un cône de sommet Q : si Mo (Xo, Yo, Zo) 
est un point de € distinct de { 


L'(Xo,Y,20)=0VAER F(AXD, AY, 20) = 0 


et il est clair que la droite M, est incluse dans €. 
En effectuant un changement de repère cornme dans le cas des cylindres, nous 
obtenons : 


On pourrait aussi étudier des demi-droites ouvertes issues de Q, L'étude de ce paragraphe 
pourrait être menée de manière analogue, en introduisant la notion de fonction positivement 
homogène, vérifiant 

V{zov2)EU VAER‘* F{Azo, Ayo, A2) = XF (x0, 30, 20) 


où a est à présent un réel quelconque. Voir à ce sujet la section 18-3.5. 
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PROPOSITION 21-1.19 L'espace £; est rapporté à un répère [C2 TT. R). 
Soient 
Pifayz)=0, Pi(z,ysz) = 0 et Pe(z,y,z) = 0 
trois équations de plans P:1, P: et P; dont l'intersection est réduite à un 
point 
PNP 0 Pa = {0} 

{les formes affines P,, P, et P; sont donc indépendantes). Si F est une 
fonction numérique homogène de degré p € N définie sur une partie de R°, 
l'ensemble des points M (z,y,2) de £ vérifiant l'équation 

F(Pi(au2), Pafriuz), Ps(a,y,z)) = 0 
est un cône (éventuellement vide ou réduit à {{}) de sommet Q. 
EXEMPLE 21-1.20 L'équation 

(2% -(x+y-5)(r-24+2)=0 

définit un cône de sommet {, dont les coordonnées vérifient 

z-2=0,z+y-5=0etz-2+2=0 
soit 9 (2,3,4). 


EXERCICE 21-1.21 L'espace euclidien £3 est rapporté à un repère orthonormé. Si 
a > 0, déterminer une équation du cône de sommet €? (a, a, a) el dont une directrice est 
le cercle passant par les points À (a, 0,0), B (0,4, 0) et C' (0,0, a). 


EXERCICE 21-1.22 Comme à Pexercice 21-1.18, définir le cône de sommet { circons- 
crit à vne surface S d’équation F (x, y, z) = 0 (on suppose ( # S) et le contour apparent 
de la surface S vue de 2. Dire comment en trouver des équations. 


EXERCICE 21-1.23 Soit & : Ü -+ R une fonction de classe C1, avec L ouvert de 
R? stable par les homothéties de rapport strictement positif. On considère la nappe 
cartésienne définie par l'équation z = @ (x, y). Montrer que le support C de cette nappe 
est inclus dans un cône de sommet © si et seulement si 


vMec OMN(M)=0 


où (M) désigne le vecteur normal à la nappe au point M (on pourra utiliser les 
résultats de la section 18-3.5). 


SURFACES DE REVOLUTION : 

Une surface de révolution d’axe A est ici considérée comme réunion d’une 
famille de cercles d’axe A. Soit S une telle surface et ( un point choisi arbitrai- 
rement sur À. Dans un repère orthonormé d’origine {, et d’axe (7 égal à A, 
un cercle d’axe A peut être considéré comme intersection d’une sphère de centre 
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9 et d’un plan parallèle à XAY. Il possède donc un système d’équations de le 
forme 

X?4+Y?4+27= 0? 

Z2=8 


Îl en résulte que toute équation de la forme 
F(X?+Y?4+27,2)=0 (+) 


où F est une fonction définie sur une partie de R? définit une surface de révo- 
lution S d’axe (7 (éventuellement vide ou réduite à une partie de l’axe 2) : 
st Mo (A0, Yo, Zo) vérifie cette équation, tout point M (X,Y, Z) appartenant au 
cercle engendré par la rotation de M) autour de {2 la vérifie également, puis- 
qu’alors on a 


Z=Z% et X?+Y?+277= X2 410 +22 
En définissant la fonction G sur une partie convenable de R? par 
G{U,V) = F(U +V?,V) 
on préfère souvent écrire (x) sous la forme 
G(X?+V2,2)=0 (++) 


L'interprétation géométrique de cette équation est simple : X? + Y? représente 
le carré de la distance du paint M (X, Y, Z) à l'axe (7. Elle se conserve, comme 
Z, par rotation autour de cet axe. Sous cette forme, l'équation G(X?,Z) = 0 
définit la méridienne de la surface dans le plan XAZ. 

Par changement de repère, l'écriture d’une équation de S sous la forme (x) 
nous donne : 


PROPOSITION 21-1.24 Soit { un point de l'espace euclidien £; et soit 
Mr P(M) une forme afline définie sur £3, l'équation P (M) = 0 définissant 
un plan ?. Si F est une fonction définie sur une partie de R?, l'équation 


F (Lu R20) =0 


définit une surface de révolution (éventuellement vide) dont l'axe est la 
droite passant par { et orthogonale au plan P. Dans un repère orthonormé, 


|” | est évidemment une expression de la forme 


[em = (ea) + @- 87 + 


EXERCICE 21-1.25 Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé, équation du cône 
C de révolution, de sommet S(1,1,1), d'axe dirigé par # (1,0, 1) et passant par 
A (0, 1,0). 
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Indication : si A = S +R '%? est l’axe du cône, un point M # S appartient à C si et 
seulement si 


d'(M,A) _ HA) _ qe, 
Im] [5] 


où « est le demi-angle au sommet du cône. On à 
2 
[F4 5#| 
Ki 


puisque & À SM = # À HI, où H est la projection orthogonale de M sur A. On en 
déduit aisément l'équation de €. 


&(M,A)= 


EXEMPLE 21-1.26 Dans £; euclidien, on se donne deux droites Di et Di. On 
veut décrire la surface $ engendrée par la rotation de D2 autour de D. 


e Si les deux droites sont coplanaires, le résultat est simple : c’est un cylindre 
de révolution si les deux droites sont parallèles, et un cône de révolution 
(voire un plan) si les deux droites sont concourantes. 

e Si D, et D; ne sont pas coplanaires, on choisit un repère orthonormé 

0, T, 7, R) de la manière suivante : l'axe TDi sera choisi comme axe 
Oz, le point O = O, étant pied de la perpendiculaire commune à Di et D:. 
Nous choisirons cette perpendiculaire commune comme axe Oz de sorte 
que, si d est La distance de la droite D, à D2, le pied de la perpendiculaire 
commune sur D est O2 (d, 0,0). 


On peut ainsi caractériser D comme intersection de deux plans : le plan 
parallèle à yOz contenant D:, d’équation x = d, et le plan déterminé par 
Oz et D2, d’équation z = my (m est le coefficient directeur, dans le repère 


(0. Fe R) de l'intersection du plan avec yOz) : 


Dmi{il, 


2= my 

Un point M (x,y,2) appartient à S si et seulement s’il existe 

Mo (to: Yo; 20) € Pa 
vérifiant 

2+yf=si+yé et 2=20 

ce qui donne la condition nécessaire ct suffisante (silon suppose m # 0) 

RTE £ + 
Dans le plan zOz, on trouve donc la méridienne d’équation 


zè 
æ mé 
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Figure 21.1 — Choix du repère 


qui est une hyperbole : la surface est un hyperboloïde de révolution (voir 
section 21-2.2). 


Si m = 0, la droite Di est orthogonale à D, el la condition nécessaire et 
sullisante est alors simplement z = 0 et x? +? > d? : S est l’ensemble des 
points de xOy dont la distance à Oz est plus grande que d. 
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21-21 Définition 


L'étude est analogue à celle de la section 20-1.7.1 


DÉFINITION 21-2.1 L'espace affine €s étant ramené à un repère quelconque 
(0.7, 7,r), on appelle surface du second degré (ou quadrique) tout sous- 
ensemble S de £s caractérisé par une équation polynomiale de degré 2 


S = (M(iy2) € Es | Q (y, 2) = 0} 
où Q est un polynôme des trois variables x, y et z 
Qayz) = Az + By? + C2? + 2D œy + 2E yz + 222 + 2x + 2Hy+212+J 


avec (A,B,C, D,E,F,G,H,1,J)E R et (A,B,C,D,E,F)#0 
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Si $ est la forme quadratique sur E3 (espace vectoriel sous-jacent) et { est la 
forme linéaire dont les matrices dans la base (P,?, À sont respectivement 


ADF 
M=| D B E | et L=(G,H,1) 
FE C 


on a donc 


MES + &(0M)+21 (0) +3 =0 


Comme dans le cas de la dimension 2, on vérifie que la forme ® ne dépend pas du 
repère choisi. C’est essentiellement en discutant selon la signature de ® que nous 
allons obtenir une équation simplifiée (dite réduite) qui va permettre de décrire 
la surface correspondante. 


21-2.2 Classification 


On suppose l’espace euclidien, et le repère de départ orthonormé. On cherche un 
autre repère orthonormé (e, Tdi R:) où l'équation se simplifie : 


1. La signature de % est égale à (3,0) ou (0,3) : on dit que S est du 
genre ELLIPSOIDE. 
En multipliant l'équation par —1, on peut supposer ® définie positive. En 
diagonalisant l’endomorphisme symétrique u associé à ® (ce qui revient à 
diagonaliser M), on détermine une base (Pa 7, R:) avec 


& (ri +YTi+ ZR:) = pi X2 + po? + po7? 


(avec tous Les y; > 0). On peut ensuite, par translation de l'origine, déter- 
ù : TU R:) où l'équation s’écri 
miner un repère (a, 1 Ji, À i) où l'équation s’écrira 


M(XY,2)eS & a X°+ pv? + p32 + 8 = 0 


Si 6 > 0, S est vide. Elle est réduite à {Q} si 8 = 0. Enfin, si $ < 0, on 
obtiendra une équation réduite 


xX1 "2 
MAY2)ES 6 ++ 
On dit que S est un ellipsoïde de centre {. Dans le cas particulier où u 
possède une valeur propre double, deux des trois nombres a?, b? et c? sont 
égaux, et l'ellipsoïde possèdera une symétrie de révolution autour d’un des 


axes de coordonnées. 


2. La signature de ® est égale à (2,1) ou (1,2) : on dit que S est du 
genre HYPERBOLOIÏDE. 
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2 2 
Figure 21.2 — Ellipsoide d'équation ne + < + 2 =1 
a bb © 


On suppose que cette signature vaut (2,1). On aura cette fois, dans une 
base orthonormale (Ps + R:) diagonalisant u 


+ (XP +VP+ ZR:) = pX? +4? pu? 
avec y; > 0. Par translation de l’origine, on trouvera un repère 
(8 PR) 


oùüona 
M(XY,2)ES & p,X? + mY? — u32? +6 =0 
La discussion se fait ici selon le signe de 6 : 
+ Si é = 0, on arrive à l'équation réduite 
X1 Y2 7 
MAV2) EST +7 
qui est l'équation d'un cône de sommet { : on dit que S est un cône 
du second degré. Dans le cas particulier où y, = 41, (u possède une 


valeur propre double), $ possède une symétrie de révolution autour de 
A=N+RR. 


+ Si 6 < 0, en divisant par 6 on obtient l'équation réduite 


"2 
F-5t1 


On dit que S est un hyperboloïde à une nappe. Ici encore, si u 
possède une valeur propre (strictement positive) double, $ sera une 
surface de révolution d’axe +R AK. 


X? 
MAV2)ES & T4 
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e Enfin, si 6 > 0, $ est un hyperboloïde à deux nappes d’équation 
réduite 
XP2.V? 2? 


MXY2ES Se tp I 


Si u a une valeur propre double, S possède une symétrie de révolution. 


Figure 21.3 — Signature (2,1) : quadriques du genre hyperboloïde 


3. La signature de ® est égale à (2,0) ou (0,2) : on dit que S est du 
genre PARABOLOIDE ELLIPTIQUE. 


On suppose ® positive, et on dispose cette fois, en diagonalisant la matrice 
M, d’une base orthonormale (Ps TR) avec 


o (Gen +YTi+ ZR:) = Xt + us? avec ju et pu, > © 
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< 


Figure 21.4 — Signature (2,0) : quadriques du genre paraboloïde 
elliptique 


Après avoir effectué la rotation des axes du repère, on peut, par translation 
sur l’origine du repère, faire disparaître les termes de degré 1 en X et Y. 


On arrive donc à un repère orthonormal (er, An dE R:) où l'on a 


M(XY2)ES & pi X? + pu? — 2aZ + 8 = 0 


e Si a = 0, cette équation réduite ne fait pas intervenir la coordonnée 
Z, et S est donc un cylindre de génératrices parallèles à K1. Plus 
précisément, si 6 > D, on aura S = (, si à =0 l'équation de S équivaut 
à X =Y =0,etS est égale à l’axe Q +R K1. Enfin, si $ < 0, on aura 
un ”véritable” cylindre de génératrices parallèles à Æ'1, d’équation 
réduite 

X2.. 7? 
MAY2)ES 6e r+ rl 
Il s’agit donc d’un cylindre à section droite elliptique. Il est de 
révolution si 41 = + 
e Sia # 0, on peut toujours supposer a > D (quitte à changer ré en son 
û 
opposé). On peut alors translater l'origine en prenant N = (, + hr 
a 
Dans le repère (87,781) la surface S aura une équation ré- 


duite de la forme 


X? y? 
MAY 2eSe +72 


On dit que S est un paraboloïde elliptique. Si y, =, + RAR, 
est un axe de révolution. 
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4. La signature de ® est égale à (1,1) : on dit que S est du genre 
PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE. 


On a cette fois, dans une base orthonormale diagonalisant u 
& (Ti +YT + ZR:) = XV avec pu et pa > 0 


Comme dans le cas précédent, on trouve d’abord un repère 
(eu, Ti da Ri) 


où on a 
M{XY,2)ES & mX°-p,Y? -2aZ +5=0 


e Si a = 0, & est un cylindre de génératrices parallèles à A1. Plus 
précisément, si $ = 0, on aura M(X,V,Z)}eSæY=+/EXes 
2 
est réunion de deux plans sécants. Si 6 # 0, on aura un ”véritable” 
cylindre de génératrices parallèles à A1, d'équation réduite (quitte à 
permuter les rôles joués par X ct Y} 
X? y? 
MXNZ)ESe T1 
Il s’agit donc d’un cylindre à section droite hyperbolique. 
: : 6 TP, TR.) à l'équati 
+ Si à # 0, on arrivera dans un repère (e, 5 Ji, K à) à l’équation 
réduite 
X? y! 
MIXV2)ESE TT 


S est un paraboloïde hyperbolique. 


Figure 21.5 -— Signature (1,1) : quadriques du genre paraboloïde 
hyperbolique 
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5. Enfin, si la signature de ® est égale à (1,0) ou (0,1) : S est du genre 
CYLINDRE PARABOLIQUE. 


En supposant ® positive, on a une base orthonormale où 
CI (x +YDi+ 0) =yX? avec y >0 

Dans un repère (e,, Te Ts R:), on arrive à une équation de la forme 
M(XV,2)ES & ju X? — DaY - 287 +8=0 


(on est passé de l’origine initiale O à pour faire disparaître le terme du 
premier degré en X). 


Figure 21.6 — Signature (1,0) : cylindre parabolique 


e Si (a, 8) = (0,0), l'équation se réduit à À? = aièr. ce qui donne, en 


1 
fonction du signe du second membre, S = ÿ ou S est le plan d’équation 
X = 0, on enfin S est réunion de deux plans parallèles d'équations 


x=af-i 
Hi 
« Si (a, 8) # (0,0), on pose 
+ a Di+8Rà 5 8 T1+aRi 
ge OREONT Un SEPritenr 


: t 
Ver : Ve +8 


Dans le repère orthonormé (eu, Ti J;, R:) , on aura alors 


M(XY,2)€S & mX?-2V0 + BY +5=0 
Après translation de l'origine, on arrivera à l'équation réduite 
X2 = 9pY 


équation d’un cylindre à section droite parabolique. 
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REMARQUE 21-2.2 Dans la discussion qui précède, nous avons vu qu’une condi- 
tion suffisante pour qu’une quadrique (non vide) passède une symétrie de révo- 
lution est que l’endomorphisme symétrique associé à la forme quadratique ait 
une valeur propre multiple. On peut démontrer que cette condition est aussi 
nécessaire (si la quadrique n’est pas réduite à une droite ou un point). 


21-2.3 Intersection avec un plan affine 


Considérons une quadrique € de £; associée à la forme quadratique $ # 0 et un 
plan P déterminé par un point À € P et sa direction IT (plan vectoriel de Es, 
espace vectoriel sous-jacent). € possède une équation de la forme 


Mece®(añ)+2 (2) +5-0 
avec f ER et h € Es. Comme M € P & AM € II, on en déduit 
M CAP + AN € I et Sin (A) + 2hln (AM) + f = 0 
où Pl et Aln sont les restrictions respectives de ® et A au plan II. 
, Si & est identiquement nulleÿ en restriction à IT, cette condition se ramène 
à 
in (4) +f=0 


et CNP peut être D (si li]n est nulle et f # 0), le plan P (si Lln est nulle 
et f = 0, soit P C C) ou une droite de P (si li]n est non nulle). 


Si &]n est non nulle, la condition obtenue montre que CNP est une courbe 
du second degré du plan P, associée à la forme quadratique &]n. Le 
genre de cette courbe (ellipse, hyperbole ou parabole) dépend de la signature 
de cette forme quadratique, donc uniquement de la direction du plan P. Il 
en résulte par exemple que, si € N P est une ellipse £ et Pi est un plan 
parallèle à P, l'intersection CNP peut être une ellipse de même excentricité 
que celle de £, avec des axes parallèles à ceux de £, ou un point ou l’ensemble 
vide. 


EXERCICE 21-2.3 Dans £3 rapporté à un repère orthonormé, on considère le cône de 
révolution C d’équation 


2 = tan? a (x? + y?) 


Soit P un plan dont la normale fait un angle f avec l’axe Oz. Discuter, en fonction de 
B, le genre de l'intersection € NP. Dans quels cas cette intersection n'est-elle pas une 
?vraie” conique ? 


SCeci n’est possible que si la signature de ® est (1,1), (1,0) ou (0,1). Sinon, il existe au 
moius un plan vectoriel IT, sur lequel d est définie (positive ou négative), et l'intersection NII 
contient au moins une droite vectorielle. 
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EXERCICE 21-2.4 £s est rapporté à un repère orthonormé. Déterminer les plans 
affines coupant l'hyperboloïde d'équation 


(avec a > b > 0) selon un cercle. 
Indication : il s'agit d'abord de déterminer les plans vectoriels sur lesquels la forme 
& induit une forme quadratique proprtionnelle au carré de la norme euclidienne. 


21-24 Remarques 
21-2.4.1 Quadriques réglées 


On dit qu’une surface est réglée si elle est réunion d’une famille de droites. Pour 
les quadriques, parmi les cas discutés précédemment, les cônes du second degré, 
les cylindres (à section droite elliptique, hyperbolique ou parabolique), les plans, 
les couples de plans (parallèles ou sécants) et le cas tout à fait particulier d’une 
seule droite sont des quadriques réglées. 

Il reste à étudier les ellipsoïdes, hyperboloïdes (à une ou deux nappes) et 
paraboloïdes (elliptiques ou hyperboliques) : 


e Un ellipsoïde est clairement compact, et ne contient donc aucune droite. 
On peut même être plus précis en disant qu’il ne contient aucun segment 
de droite (non réduit à un point). Cette propriété, presque une évidence, 
peut se justifier en disant que l’ellipsoïde d’équation 


est image de la sphère de centre O et de rayon 1 par la bijection affine 
M (a,y,2) + M'(ax,by, cz) 


et en remarquant que la sphère unité d’un espace euclidien est toujours 
strictement convexe : si | #|] = | © || = 1, on ne peut avoir 


si © Z D (exercice). 
+ Un paraboloïde elliptique P. d'équation réduite 


a? y? 
tt 


ne contient aucune droite : une telle droite ne pourrait se trouver dans un 
plan où z est constant, puisque l'intersection de P, avec un tel plan est une 
ellipse (un point ou fi}. Comme ?, est inclus dans le demi-espace z > 0, 
il ne peut également contenir une droite non parallèle à rOy. On peut 
dire de plus qu'aucun segment non réduit à un point n'est inclus dans Pe. 
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Ceci peut se prouver en vérifiant que tout point de P. est elliptique : si 
2 


2 
(ay) = 5 + _e la forme quadratique associée à la matrice Hessienne de 
f en tout point est égale à 2f et est définie positive. La surface est donc 
située strictement au dessus de son plan tangent$ en tout point, alors qu’un 
segment tracé sur P. serait contenu dans le plan tangent en chacun de ses 
points. 


+ Un hyperboloïde H; à deux nappes, d'équation réduite 


2 


été el! 
ne contient de même aucune droite : une Lelle droite serait nécessairement 
incluse dans un des demi-espaces z > c ou z €, et serait donc parallèle 
au plan rOy. Comme précédemment, ce n’est pas possible. On pourrait 
également montrer que tous les points de ‘#2 sont elliptiques, en étudiant 
la matrice Hessienne de la fontion 


pe] 


Fay) = +e 


a 
Il n’y a donc aucun segment de droite inclus dans Hz. 


« Le paraboloïde hyperbolique P; d’équation réduite 


est réglé : 

Cherchons d’abord les droites horizontales incluses dans P; : l'intersection 
avec un plan horizontal est une hyperbole (dégénérée en deux droites si ce 
plan est zOy). Il y a donc exactement deux droites horizontales dans P;. 
Elles ont pour équations 


€ 9 z 
Deilatst «& D: à 
z=0 2= 


Si une droite D n’est pas parallèle à z0y, elle peut être paramétrée par z 
sous la forme 


at 


y=az+# 


Les quantités (£ -Y 
DC PA la condition 


éLocalement, mais aussi globalement, puisque f étant un polynôme de degré 2, le 
développement limité de f à l'ordre 2 en tout point ne contient pas de terme complémentaire. 
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(vérifiée pour tout z) montre qu’une de ces quantités est constante non 
nulle, l’autre étant proportionnelle à z. On trouve donc, pour À € R° les 
droites D; et D\ d'équations respectives 


LL Let 

a a b 
Di: et Di: 

2,81 Elu 1 

a b à a b À 


incluses dans P;. On peut considérer que les droites D, et D, sont les 
positions limites de ces droites pour À + +00. On remarquera que toutes 
æ É 
les droites D; sont parallèles au plan d’équation F + ÿ 2vec une propriété 
analogue pour les droites Di. 
Par chaque point M (x, y, z} de P; passe une unique droite de la forme Di 
et une unique droite de la forme 2”. L'intersection de la surface avec le 
plan tangent en M est exactement la réunion AND. On vérifie facilement 
que chaque point de P; est hyperbolique. 


+ On pourrait faire une étude analogue pour l'hyperboloïde à une nappe Hi 
d'équation réduite 


2 2 2 
a og z 
atrsatl 
en écrivant cette équation sous la forme 


G+DG-2-6-D 049 


On trouverait deux familles de droites 


z 2 y & 2 y 
SU Er A LH te) y 
sté=a(i-?) testé 

NN et Di: 
RES ER LUE (EE 
ir Ca 2) 
complétées par 
1-5=0 1+2-0 
Ds : et D: 
2-20 rte 
a € a oc 


On vérifierait que, par chaque point de #1, passe une et une seule droite 
de chaque famille. 


On peut aussi remarquer qu'un hyperboloïde de révolution à une nappe est 
engendré par la rotation d’une droite autour de son axe : nous avons vu à 
l'exemple 21-1.26 que la surface d’équation (en repère orthonormé) 


2 
tp = + 
m 
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était engendrée par la rotation (autour de Oz) de la droite d'équation 


Dpe 


2 = my 


(mais aussi par la droite D’ obtenue en changeant m en son opposé). En 
tournant, D et D’ décrivent les deux familles de génératrices. Comme #1 
se déduit d’un hyperboloïde de révolution par affinité, on retrouve le fait 
que Hi est une surface réglée. 


21-2.4.2 Image par une bijection affine 


Considérons une quadrique € d’équation 

8 (0) +21 (0H) +3 =0 
et considérons une bijection affine 

f:£—€ MmM'=f(M) 


u € GL(Es) étant l’application linéaire associée : si O’ est l’image de O, on a 
VMEEs OM =u(on) 


Nous cherchons à déterminer la nature de l’ensemble f (C). 
Ona 


M'ef(ts3Mec OM=u! (ow) 


On obtient donc 
M'Ef(C)& bout (ow) ou (ow) +J=0 


On en déduit que f (C) est une quadrique qui est associée à la forme quadratique 
Œ=Sou"!. Comme la signature d’une forme quadratique est définie en consi- 
dérant les sous-espaces sur lesquels la forme est définie positive ou négative, il 
est clair que $ ou"! a même signature que $ et f (C) est donc de même genre 
que €. De plus, f étant une bijection affine transforme toute droite de £ en une 
droite. Cette remarque, et une étude attentive de la discussion menée lors de la 
classification, permet de voir que € et f (C) sont exactement de même nature : 
Par exemple, si la signature de ® est (2,1), C peut être un cône du second 
degré ou un hyperboloïde à une ou deux nappes. Des propriétés, conservées par 
transformation affine, permettent de distinguer ces différents cas : 


e siC est un hyperboloïde à deux nappes, il est non connexe, et il en est de 
même de f (C) (car f est bicontinue). 


e SiC est réglée, il en est de même de f (C). On distingue le cône de l’hyper- 
boloïde à une nappe en remarquant que, dans Îc premier cas, les génératrices 
passent par un point fixe et donc f (C) est aussi un cône. 
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PROPOSITION 21-2.5 Si C est une quadrique de £, et f est une bijection 
affine de £; dans lui-même, f (C) est une quadrique de même nature que C. 


Cette proposition va nous permettre de déterminer la nature exacte d’une qua- 
drique sans calculer l'équation réduite. La méthode est décrite sur un exemple : 


EXEMPLE 21-2.6 Nature de la quadrique C, dont l'équation dans un repère 
orthonormé R de £3 est 


22 +39 — 82? — day + Dee — 10ye — 2 — 5y— 12: +1 =0 


La méthode de Gauss permet d'écrire la forme quadratique associée sous la 
forme 


D{z,y,2)= 2° + 3u7 — 82? — 4xy + 2»z — 10yz = (x —2y+ 2) —(y +32) 


Elle est donc de signature (1, 1), et € peut donc être un paraboloïde hyperbolique, 
un cylindre à section droite hyperbolique au Ja réunion de deux plans sécants. Si 
on complète le système de deux formes linéaires intervenant dans la décomposition 
de ® par une troisième forme affine indépendante, en posant” 


X=2-2y+z 
GS Y=y+3 

Z=r+5y+12z—1 

l'équation s'écrit alors 
X?-Y?=Z 

Dans un repère orthonormé, ce serait l'équation réduite d’un paraboloïde hyper- 
bolique. Ici, on peut interpréter les formules (*) comme représentant un change- 
ment de repère. Mais comme la matrice associée n'est pas orthogonale, le nouveau 
repère n’est pas orthonormé. 


Pour voir que € est effectivement un paraboloïde hyperbolique, on interprète 
plutôt (x) comme définissant une bijection affine 


gs Es M(ryz)e P(XY,2) 


(les coordonnées étant exprimées dans le repère de départ R). Si P; est le para- 
boloïde hyperbolique dont l'équation dans R est 


ap =z 
on a € = g7!(P3}), et C est bien un paraboloïde hyperbolique. 


REMARQUE 21-2.7 Ce qui précède peut aussi être utilisé dans le plan pour 
déterminer rapidement la nature exacte d'une courbe du second degré. 


1 -2 1 
M=|0 1 3 
1 65 12 


est eu effet inversible. Si la troisième ligne se trouvait être combinaison linéaire des deux 
prerrières, l'équation de € serait dégénérée (ne ferait intervenir que deux coordonnées dans un 
bon repère) et € serait un cylindre 


*La matrice 
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21-2.4.3 Centre de symétrie 
PROPOSITION 21-2.8 Soit C une quadrique non vide d’équation 


& (0) +21 (0H) +320 
Le point 0 € £3 est centre de symétrie de C si et seulement si 


IKER VMES& (0) +2 (0) +3 = 8 (0m) +K 


Démonstration : Cette condition est évidemment suffisante pour 
que { soit un centre de symétrie, car il est alors évident que 


Mecem=0+Mec 


Supposons réciproquement que { soit un centre de symétrie. Nous 
savons qu'il existe une forme linéaire {; et un réel K tels que 


vues o(0N)+2(0m)+1-0 (0) +20 (9) +K 


Comme { est centre de symétrie, si le point M vérifie l’équation de 
C, ilen est de même du point M' tel que AM? = -NM. On en déduit 
que 


vMec ®(nn)+2n (0) +K 
= 9 (RM) -2n (nn) + K =0 


ce qui montre que M € C = li (en) = D et donc 


CCAR+kerh 


Si la forme {1 n’est pas nulle, cela signifie que € est incluse dans un 
plan affine. En reprenant l’étude menée lors de la classification, ceci 
nous montre que € est un point, une droite ou un plan. Le point 
A appartient donc à € et, dans ces trois cas, nous avons vu dans 
la discussion de la section 21-2.2 qu'en ramenant l'origine en ! on 
faisait disparaître les termes du premier degré et le terme constant, 
c'est à dire 


VMeE, ®(0N)+2(0M)+7-8 (7) 


La forme {, est donc toujours nulle, et on a alors le résultat annoncé. 


Pour déterminer une équation réduite on cherche souvent, dans la pratique, 
à ramener d’abord l’origine du repère en un éventuel centre de symétrie, avant 
d'effectuer une rotation des axes. Comme 


VME& ®(OM)+2(0M)+7 
= 8 (ni) +2 [1 (fn) + (oû,an)] + & + 8 (O8) +21 (oû) 
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( étant la forme polaire de &) le point ( est donc un centre de symétrie si et 


seulement si 
g (o8, +) =-t 


+ Si ® est non dégénérée (genre ellipsoide ou hyperboloïde), l'application 
À + p(@,e) est un isomorphisme de E; vers son dual, et il existe un 
unique { vérifiant cette équation. La quadrique a un unique centre de 
symétrie. 


e Si ® est de rang 2, le radical de 4 est de dimension 1, et lorsque l'équation 
pre) = 


possède des solutions, celles-ci forment une droite vectorielle. Il en résulte 
que la quadrique peut ne pas avoir de centre de symétrie (paraboloïde ellip- 
tique on hyperbolique), ou posséder une droite affine de centres de symétrie 
(cylindres à section droite elliptique ou hyperbolique, droite ou réunion de 
deux plans sécants). 


Enfin, si ® est de rang 1, il n’y a pas de centre de symétrie (cylindre 
parabolique) ou un plan formé de centres de symétrie (C est un plan ou un 
couple de plans parallèles). 


Dans la pratique : 
Si F:£3 — R est définie par F (M) = à (on) +21 (on) + J, on a clairement 
dEu = 2(#(0m,e) + 


et donc les points critiques de F sont exactement les centres de symétrie de la 
quadrique : 


PROPOSITION 21-2.9 Si une quadrique non vide C à, dans un repère quel- 
conque, une équation du second degré 


Q(,y,z)=0 
un point Q(x0, 4, z) est un centre de symétrie de C si et seulement si 


ne a € fa) 20 


21-3 Exercices 


Sauf mention contraire, les équations des surfaces intervenant dans les exercices 
qui suivent sont écrites dans un repère orthonormé. 


EXERCICE 21-3.1 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n el g une forme 
quadratique sur E, u l’endomorphisme symétrique associé à g. Montrer qu’il existe 
une base orthonormale de E formée de vecteurs annulant g ssi la trace de v est nulle. 
Montrer qu’alors il y à une infinité de telles bases. 

Soit l la conique de R° euclidien d'équations ax? + by? — 1 = 0 et z = 0. Déterminer 
le lieu des points M tels qu’il existe un trièdre rectangle d'origine M s'appuyant sur L. 
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EXERCICE 21-3.2 Nature de la quadrique d’équation 
(2 +62)22 + (c2 + at)y? + (0? + b?)22 — Dboyz — 2cazx — 2abry — d = 0 
EXERCICE 21-3.3 Soient a > b > 0. Déterminer les plans coupant 


LOT 
it a 


suivant des cercles. Quel est le lieu des centres de ces cercles ? 


EXERCICE 21-3.4 Déterminer l’ensemble des foyers des paraboles tracées sur un cône 
de révolution. 


EXERCICE 21-3.5 Déterminer l'équation du cylindre de génératrices parallèles au vec- 
teur &{u, v, w) circonserit à la surface d’équation 


z? y? z? 
Œ):S+té 


Ce cylindre peut-il être de révolution? Quel est alors son rayon? 


EXERCICE 21-3.6 Soit (S) la sphère d'équation 
224 y +22 - 2er R?=0 
et Q\ la quadrique d'équation 
22 ++ (1+2)27 — 2ez - R?=0 
Un plan tangent (P) à la sphère rencontre Q; suivant une conique F. Montrer que 
F = (P)n{S) est un foyer de F. 


EXERCICE 21-3.7 Déterminer le lieu des points équidistants d’une droite et d’un plan. 
Déterminer le lieu des points équidistants de deux droites données. Si ces droites ont 
pour équations (x = 0,y = 0) et (z = 0,x + y = 1) déterminer les droites incluses 
dans ce lieu. Si D et D’ sont deux droites non coplanaires, un point M se projette 
orthogonalement en H sur D et en H’ sur D!. Trouver le lieu de M pour que 


(MH) + (M'A) = à 


EXERCICE 21-3.8 Soit Z la surface d'équation cartésienne (2?+y?)z? — a??, Quelle 
est la nature de l'intersection de £ avec un plan parallèle à z20y? Quelles sont les 
droites incluses dans ©? Montrer que ces droites restent tangentes à deux sphères 
fixes. Déterminer les trajectoires orthogonales de ces droites (c’est à dire les arcs tracés 
sur la surface coupant toutes ces droites selon un angle droit). 


EXERCICE 21-3.9 Soient a, b,c trois réels tels que a > b > c. Pour tout réel À, on 
définit Ex ensemble des points de coordonnées (x, y, z) tels que 
2 2 2 
z z 
Ce LV re 
a+A b+X c+A 
1. Pour quels À ZX est-il non vide ? 
2. Pour quels À et y: tels que À < y, l'intersection Z3 NE, est-elle non vide ? 
3. Montrer qu’alors, en tout point de l'intersection, les plans tangents aux deux 
surfaces sont perpendiculaires. 
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Aide-mémoire de géométrie 
analytique 


Le plan & et l’espace £3 sont euclidiens orientés. Les repères (0, ?, 7) et 
(0,"#, 7, ) sont orthonormés directs. 


e 1 Equation normale d’une droite, d’un plan 


Pour une droite D du plan, c’est une équation de la forme 
zcosô+ysinô—p=0 


Le vecteur unitaire 
D = co50 7 +sin0 7 


est alors normal à D. Si H est la projection orthogonale de © sur D, on a 
OË = p@. Si M(z, y) est un point du plan, la quantité x cos 8 + ysin 0— p 


représente donc 
Ov -OË.v = Ho 


C’est donc la ”distance” algébrique de M à D. 
On a le même résultat dans l’espace pour un plan P d’équation 


ax +By+7:-p=0 


si a2+ 8° + y? = 1 Le vecteur © = à? +87 +YR est unitaire et oriente 
la normale au plan. 
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Figure 22.1 — Vecteur unitaire normal à une droite 


e 2 Distance algébrique d’un point à un plan 


Conséquence de ce qui précède : si ux + vy + wz + h = 0 est l'équation du 
plan P et M(zx,y,2) a pour projection orthogonale m sur P on a : 


hk 
es 71e ae - tuteur 
a Var For + uw 


ir= = avec N = u? +07 +wf oriente la normale. La direction 


du plan est évidemment le plan vectoriel d’équation ux + vy + wz = 0. 


3 Condition pour que 3(4) points soient alignés (coplanaires) 


Dans le plan les points (M(z:;, y:}):-1.a sont alignés ssi 
det( MM, M M3) = 0 


Cette condition peut s’écrire de manière plus symétrique sous la forme 


T1 T2 T3 
uv Y|=0 
don 


Condition analogue dans l'espace pour que 4 points soient coplanaires. 
L'équation du plan passant par trois points À, B et C s'écrira notamment 


ZX TA TB TC 
ÿ va vB vc | _ 9 
2 24 28 % 

LT TI 
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Dans le cas particulier où A(a, 0,0), B(0,b,0) et C(0,0, c) sont les intersec- 
tions du plan avec les axes de coordonnées, on peut écrire directement cette 
équation 

y 
b 


+ 4 Faisceau linéaire de plans (de droites) 


2484221 
a La 


Dans l'espace on considère deux plans distincts P; et P2 d'équations 
affines P(M) = 0 et P,(M) = 0. (P1 # P2— les formes P; et P, ne sont 
pas proportionnelles.) 


— $iles deux plans sont parallèles, tout plan parallèle à leur direction 
commune a une équation de la forme A Pi(M) + À2P.(M}) = 0 où 
(0,0) # (1, 2) € R°. Plus précisément si Mo est un point de l'espace, 
le plan d'équation 


Pa(Mo) PM) — Pi(Mo) PAM) = 0 


est parallèle à la direction commune de P; et P1 et passe par Mo. 

— Si les deux plans sont sécants suivant une droite D, tout plan 
contenant D a une équation de la forme À P.(M) + A2P2(M) = 0. Si 
Mo $ D, le plan (Mo, D) à pour équation 

Pa Mo)P(M) — P(Mo)P2:(M) = 0 


Il s’agit ici d’une application directe d’un résultat de dualité : si y 
et ÿ, sont deux formes linéaires sur un espace vectoriel, une forme 
linéaire 6 est combinaison linéaire de 4, et &, ssi 


Ker(y) N Ker(:) € Ker(y) 


11 suffit alors d'écrire les équations des plans, en choisissant un point 
Mo € Pi P2, sous la forme 


P(M) = ex(Moël) = 0 et PM) = (Mo) = 0 


L'intersection des deux plans a pour direction l'intersection des noyaux 
des formes 4, et 42. Un plan contenant cette intersection aura une 
équation de la forme 


PCM) = e(MEA) = 0 
avec ÿ combinaison linéaire de 4, et 42. 


On a évidemment le même résultat dans le plan avec deux droites distinctes 
parallèles ou concourantes en un point. Par exemple, si (M) = 0 et 
P{M) = 0 sont les équations normales de deux droites concourantes, les 
bissectrices ont pour équation 


P(M) + P(M) = 0 
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ce qui peut se justifier par le fait que les bissectrices sont le lieu des points 
équidistants des deux droites, ou parce que, si U? et 4} sont unitaires nor- 
maux aux deux droites, u{ + 7? sont deux vecteurs orthogonaux qui dirigent 
les deux bissectrices. 


+ 5 Distance d’un point à une droite de l’espace 


— Si la droite D est définie par un point À et un vecteur directeur 


R,ona 


- IAMA | 
LT 


d(M,D) = 


Figure 22.2 — Distance d'un point à une droite 


— Si la droite est définie comme intersection de deux plans d'équa- 
tions P.(M) = 0 et P,(M) = 0, on a immédiatement des vecteurs 
normaux aux plans a? et u} : 

« Si ti.è=0, les deux plans sont perpendiculaires et le théorème 
de Pythagore donne immédiatement 


VMEEs d'(M,P)= d'(M,P1)+ (M, P2) 


* Sinon on détermine a avec &}.(at + au?) = 0 et on remplace le 
plan P; par le plan P>' d’équation P(M) + aP{M) = 0. La 
théorie des faisceaux de plans montre qu’on est alors ramené au 
cas précédent. 


+ 6 Symétrique d’un point par rapport à une droite ou un plan 


— On écrit que, si M’ est symétrique (orthogonal) de M par rapport à 
D (ou P), on a 34 + M°) € D (ou P)et MM'LD (ou P). 
— Si la droite D est définie par un point À et un vecteur directeur ®, 


on peut aussi remarquer que 


An + 7-24 v 
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Figure 22.3 — Symétrie par rapport à une droite ou un plan 


+ 7 Perpendiculaire commune. Distance de deux droites 


Di et D2 sont deux droites de l’espace non parallèles. 


— Siles droites Di = (A1, #}) et Da = (A2, U) sont définies par un point 
et un vecteur, la direction de la perpendiculaire commune est évidem- 
ment définie par le vecteur tt A ü?. Les pieds de cette perpendiculaire 
sont Hi = A+ iü et Hi = A2 + müÿ où (li, 2) est point critique 
de (À,u) ++ d'(A1 + AT, Ai + pi). La distance des deux droites est 


ALU RAD 
5 = VAR = ARE 


Figure 22.4 — Perpendiculaire commune à deux droites 
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— Si D; = Pi N Qi est intersection de deux plans d'équations d’équa- 

tions P(M) = 0 et Qu(M) = 0 et Di = P2 N Q2 plans d'équations 
respectives PM) = 0 et Q(M) = 0, ces équations donnent immédia- 
tement des vecteurs Pi, #, Fè, Le normaux respectivement aux plans 
Pas Qu, Pa et Q2. Les vecteurs 57 = pf AY et v} = p} A À dirigent 
respectivement Di et D, donc © = D? À 5} dirige la perpendiculaire 
commune. On peut déterminer cette dernière comme intersection de 
deux plans, l’un du faisceau d’arête D, parallèle à & (donc son équa- 
tion sera de la forme P(M) + aQ1(M) = 0 avec (pt + agt).w = 0) 
l'autre du faisceau d’arête D} vérifiant une condition similaire. 
La distance des deux droites est aussi la distance de deux plans pa- 
rallèles, l’un du faisceau d’arêtc 1 parallèle à 37, l’autre du faisceau 
d'arête D: parallèle à 7. Siur+uywz+h = Oetur+uy+wz+h = 0 
sont les équations de ces deux plans, cette distance est évidemment 
distance d’un point quelconque d’un des plans à l’autre plan, soit 


I = #1 
+v?+ 


° 8 Cercle passant par trois points, sphère passant par quatre points 


On sait que, dans le plan rapporté à un repère orthonormé, l'équation du 
cercle de centre N{a, B) et de rayon R traduit la condition 


IF = 2 


soit (x — a)? + (y — 8)? = R?. Il s’agit donc d’une équation du second 
degré, dont les termes de degré 2 correspondent à une forme quadratique 
égale (ou proportionnelle) au carré de la norme euclidienne. Lorsque ce 
cercle passe par l’origine, cette équation n’a pas de terme constant et s'écrit 
immédiatement 

274 y} —2ar — 28y = 0 


Dans le cas général, l'équation du cercle passant par trois points non alignés 
ÀA,B et C peut s'écrire 


a+ x y 1 
24 +và va ya l 
2h +Vb 28 Vs 1 
akt+uë 2e ve 1 


=0 


(En développant par rapport à la première ligne on trouve en effet une 
équation de cercle, le cofacteur de x2+y? n'étant pas nul). On a évidemment 
un résultat analogue pour la sphère passant par 4 points non coplanaires 
de l’espace. 


+ 9 Plan osculateur à un arc 


— Sitn M{t}{(x(t),y(t},z(t)) est un arc paramétré, le plan oscula- 
teur en un point M(fo) est le plan affine passant par M(fo) et dont 


22 
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la direction est déterminée par les deux premiers vecteurs dérivés in- 

dépendants en to. En particulier, si M(t0) est birégulier, c'est à dire 
0 fr A à à 

que {M (to), pi (to)} est libre, l'équation de ce plan osculateur est : 


X —a(to) z'(to) z“(to) 
Y—ylto) y{to) w"{to) | = 0 
X —2(to) 2/to) 2"(to) 


On trouve parfois directement l’équation de ce plan sous la forme 
aX +bY +cZ+d=0 


en remarquant que t ++ az(t)+by(£)+cz(t) + d doit être un infiniment 
petit d'ordre au moins 3 au voisinage de to. 


— On a la même caractérisation en dimension 2 pour l'équation 
az+by+c=0 


de la tangente à un arc régulier en un point de paramètre to. La 
quantité ax(t}+ by(t) + c doit être infiniment petit d'ordre au moins 2 
en to. Si c’est un infiniment petit d'ordre supérieur ou égal à 3, il s’agit 
d’une tangente en un point d'inflexion analytique (les deux premiers 
vecteurs dérivés appartiennent à la direction de la droite). Si c’est 
de plus un infiniment petit d'ordre impair, l'arc traverse sa tangente 
au point de paramètre { et on a effectivement un point d’inflexion 
géométrique. 


+ 10 Propriétés métriques des arcs plans 


— est un arc plan t ++ M(t) régulier de classe C?. Un paramétrage 
normal de > orienté dans le sens des f croissants est une fonction 
t+ s(t) telle que 

ds = | (L)IIdt 
s est alors un paramètre admissible pour + puisque { ++ s(t} est un 
C?-difféomorphisme. 
— Repère de Frenet : On note alors TP = - . C'est le 
FOI 


vecteur unitaire de la tangente orientée dans le sens des £ croissants. 
Si, dans la base orthonormée directe {7,7} on a 


T2 cos(a) ? + sin(o) 7 
le vecteur normal 
N = sin(a) ? + cos(a) 7 


vérifie 


(FN) = À mod(2r) 


et (M(t), Te N) est le repère de Frenet en M{t). 
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d 
— Courbure : En posant c(s) = TE on à alors 


# =T, LR ne DT 


+ est nn si pour tout £ € 1 (M(4), MÂ(e)) est libre, ce qui 
équivaut à 
VsEJ ds)#0 

On définit alors le rayon de courbure R = a = 2 et le centre 
de courbure C = M+ RW. Le lieu du centre de courbure est la 
développée de 7. Le cercle de courbure en M, de centre C et de 
rayon [AR] est osculateur à + en M (contact d'ordre supérieur ou égal 
à 3) si l'arc est de classe au moins C. 


— Calcul de la courbure : On a (+) )=ÊT et donc 
eh _&s ds\? 
æ AT + (x) COL 
On en déduit, en notant [&, 7] le produit mixte de deux vecteurs 
9 = POP) | PO] 


ER E LOF 


— Par exemple, pour un arc défini par un paramétrage polaire 
OM(6) = r(0)% (0) 
ona: M = sm +r8 et M = (r"—r)t +2. On en déduit 


F2 4 27 —rr" 
(r2 + r7)5 


1 
r(8) 


(c'est le cas pour les coniques avec foyer au pôle). Le calcul des dérivées 
successives du vecteur OM(0) = 0H" ene alors 


Les calculs sont parfois plus simples lorsqu'on travaille avec g{8) = 


_ SQ+s) 
(+ 
— Pour un arc tangent en O à l’axe Ox et orienté dans le sens des x 
croissants, le rayon de courbure en O vaut 
2 
LE 
Re me 
Cette remarque permet de calculer (en utilisant un changement de 
repère) le rayon de courbure en un point M sans nécessairement faire 
la rectification de +. 
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— Dans le cas des arcs en dimension 3, la courbure n’est plus algébrique. 
Le vecteur normal principal (situé dans le plan osculateur) en un point 
birégulier est unitaire et défini par la relation 

at 


= ds)N et c(s) > 0 


+ 11 Surface d’équation f(x,y,2) = 0 


— f est une fonction de classe C! sur un ouvert { de R?. 
S={M(zy,z) € Es | (ay, 2) = 0} 


— Un point Mo(zo, Vo, 20) € S est dit régulier ssi gredf(Mo) £# ©. Sur 
un voisinage Vo de Mo, $ admet une paramétrisation : 


si SL (Mo) É0 Mryz)e SN Vo: = y(x,y) 


où g est une fonction de classe C! définie sur un voisinage V de (x9, y). 
SN Vo est alors le support de la nappe paramétrée de classe C! 


(BY)EV Ms uve(zy)) 


— En particulier, si [lo est le plan tangent à cette nappe en Mo, un point 
P(X,Y, Z) appartient à [lo ssi 


MoP.gradf(Mo) = 0 + 


BLMOX — 50) + EUMEXY — ve) + PEU NZ — 2) = 0 


+ 12 Nappe paramétrée régulière 


— Si 4 est un ouvert de R?, une nappe paramétrée de classe C! est une 
application de classe C! : UE: 


z = Plu) 
(uv) Mu,v) de coordonnées 4 y = Qu,v) 
z = R(u,v) 
On a alors 
OM 8P_, 8Q_, ôR> OôM 8P_, 8Q_,, 8R> 
Bu où toto D m7 D 


— Le point Mo(uo,v) est dit régulier ssi les vecteurs PE (uasto) et 


ere vo) sont indépendants (sinon M6 est dit stationnaire). Le plan 
tangent à la nappe au point de paramètre (uo, vo) est alors le plan 


To: Mo + vec( 2 {un 0), PM {uma} 
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— Le vecteur No = CL PEER A Le vo) est normal à la nappe en 
ue 
Mb et l’équation du plan Île s’écrire : 


PE + Fè (Se LE on, LT (uosvu)) = 0° 


— Au voisinage d’un point régulier Mo(zo, vo, 20) de paramètres égaux à 
(vo, vo) € U, avec par exemple 


ôP ôP 

du à 
(üo, vo) # 0 

22 2 

du 


l'application (u,v) ++ (x = P(u,v},y = Q{u,v)) est un difféomor- 
phisme local. u et v se déterminent donc en fonction de z et y par 
u = S(z,y) et u = T(zx,y). Le support de la nappe possède alors, au 
voisinage de (wo, vo) une équation cartésienne : 

Le point M{u,v) a pour coordonnées (x,y,2 = f(æ,y)) où la fonction 
{, de classe C! au voisinage de (xo, Yo) est donnée par 


Fr) = Rav) = R(S(x,y), T(x,y)) 


Il y a donc équivalence locale des définitions par paramétrage et par 
équation (nappes et surfaces régulières). 


13 Equation cartésienne d’un cylindre 


C'est une équation de la forme f(P,(M), P;(M)) = 0 où P, et P; sont deux 
formes linéaires indépendantes. Les génératrices du cylindres sont alors 
parallèles à la droite d'équations P,(M) = 0 et P;(M) = 


14 Equation cartésienne d’un cône 


Si f est une fonction homogène de degré a c’est à dire vérifie 
VAER" f(Az, Ag, 2) = JA f(a,y2) 


Si P,, Pa, Ps sont trois formes affines indépendantes (les trois formes linéaires 
associées sont indépendantes), l'équation (P.(M), PM), P(M)) = 0 est 
une équation de cône dont le sommet est intersection des plans d'équations 


Pi(M) = 0, PM) =0 et Pa(M) = 
15 Equation d’une surface de révolution 


Si { est un point de l’espace euclidien de dimension 3 et P, est une forme 
linéaire non nulle, l'équation (|| M/||?, P(M)) = 0 est équation d’une sur- 
face de révolution d’axe passant par A et perpendiculaire au plan d’équation 


Pi(M) = 
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intégrales curvilignes, intégrales 
multiples 


23-1 Formes différentielles de degré 1 


23-1.1 Forme différentielle, champ de vecteurs 
23-1.1.1 Forme différentielle de degré 1 


Dans cette section, À, est un espace affine basé sur un espace vectoriel normé 
(En, 111) et 2 est un ouvert de À. Si B = (8), est une base de E, et O 
est un point de 4,, on associe à {{ un ouvert U de R7 : 


U={(z1... ,œn) ER"| M(&1,... ,7n) EU} 


les coordonnées étant écrites dans le repère R = (0,B). Rappelons que l’espace 
dual E* est l’espace des formes linéaires sur E,. La base duale de B est la base 
de E* composée des formes coordonnées dans B. 

Notations : comme c’est l’usage (cf. section 18-1.2.2), si on note (r1,...,t) 
les coordonnées du vecteur générique” de E, 


2-Yae 
i=l 


les formes coordonnées dans la base B seront notées (dzi)igign- Si y est une 
forme linéaire sur E, représentée par la ligne L = (ai, … ,a,) lorsqu'on travaille 
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dans la base B, on aura 


FE Sc des 


il 
DÉFINITION 23-1.1 Une forme différentielle de degré 1 sur l’ouvert U de A, 
est une application w de U dans l’espace dual E*. 

Si la base B est fixée, et B° = (dz;),,;<, est sa base duale, une forme dif- 
férentielle w de degré 1 est donc caractérisée par la donnée de nr applications 
numériques (Pi); es 

P:U—R Mo PF(M) 


telles que 


n 
VMEU w(M}= ŸP.(M) dr 
er 
On commettra souvent l'abus d'écriture consistant à confondre l’ouvert { et sa 
traduction U dans R° (en identifiant le point M et le n-uplet de ses coordonnées 
dans R = (0, B)), et on notera 


D (A1 = À Pau. ven) de 


sl 


On a alors, pour M{x1,... sn) EUeth= DhPieE, 


D (M)(H) = D Pen sen) hi 
tel 


Lorsqu'on change l’origine du repère R, l’écriture de w ne change pas (on 
effectue simplement une translation sur les arguments des fonctions P: si on les 
considère comme étant définies sur un ouvert de R”}. Lorsqu'on effectue un 
changement de base, les fonctions P; se transforment comme composantes d’une 
forme linéaire : 


PROPOSITION 23-12 Soient 8 = (2), et B'=(@ihce, deux bases 
de E, et P = (a)igige la matrice de passage de B à B', les bases duales 
A 18èn 
étant notées 

B'=(dihge et 8" = (dyihicien 
Si une forme différentielle est définie sur un ouvert de À, par 


VMEU u(M)= SPAM) des = D Q(M) du 
LE i=1 
on a 
Q M) P,(M) 
vVMEU : =tP| : 


Q2 (M) P. (M) 
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Démonstration : C'est simplement la formule de changement de 
base duale (cf. exercice 4-2.6). La formule de changement de coor- 
données lorsqu'on passe de B à B’ peut s’écrire symboliquement 


da dy 
den dun 
L’expression des (Q;),.;<, en fouction des (Pi),<ic, en résulte. M 
DÉFINITION 23-13 Une forme différentielle de degré 1 définie sur U par 
VMEU w(M)= ŸP.(M) ds; 
ii 
est de classe C* (k € N) si les applications P: : U — R le sont, Ceci ne dépend 


évidemment pas du repère choisi dans A,. 


Comme E% est un espace vectoriel, on peut évidemment munir l’ensemble des 
formes différentielles de degré 1 sur {{ d’une structure d'espace vectoriel : si w et 
w’ sont de telles formes et si a € R, on aura simplement par définition 


(w+aw)(M)=w(M)+auw (M) 
L'ensemble des formes de classe C* est évidemment un sous-espace vectoriel. 


EXEMPLE 23-14 Si f : { — R est une fonction numérique de classe C! définie 
sur {{, on lui associe de manière naturelle la forme différentielle w = df, définie 
par 


VMEU w(M)= dfu = D (M) dei 
Si f est de classe C**1, la forme w est évidemment de classe CË. 


23-1.1.2 Cas d'un espace euclidien : champ de vecteurs 


Si l’espace affine À, est euclidien, on sait que, pour toute forme linéaire & sur 
l'espace F,, il existe un unique vecteur ? € E, tel que 


p= (re) 
(identification de l’espace et de son dual à l’aide du produit scalaire). Si 
wiU+E; 


est une forme différentielle de classe C#, on peut lui associer une application 
:U + E, par 


VMEU w(M)= (Van,e) 
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Il est clair que V scra également de classe C*. On dit que V' est le champ de 
vecteur dans l’ouvert {{ associé à la forme différentielle w. Réciproquement, tout 
champ de vecteurs de classe C* dans {{ permet de définir une forme différentielle de 
degré 1 et de classe C* dans 24. L'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur 
U est un espace vectoriel pour les opérations évidentes de somme et multiplication 
par un scalaire. 

Si on travaille dans un repère R = (0, B) orthonormé, le passage d’une 
notion à l'autre est simple : si B=(®ihigie, est orthonormale et si 


w(M)= ŸP.(M) de 
fsl 


on aura simplement 


(dans une base non orthonormale, il faudrait faire intervenir la matrice du produit 
scalaire pour calculer les composantes de Ÿ (M) en fonction des (P.(M)}icies). 

Lorsqu'on effectue un changement de bases orthonormales, la formule de la 
proposition 23-1.2 peut d’ailleurs être interprétée comme formule de changement 
de coordonnées d’un vecteur : si P est matrice de changement de bases ortho- 
normales, on a ‘P = P°1. 


23-1.1.3 Intégrale, circulation 


DÉFINITION 23-15 Soit w une forme différentielle de degré 1 continue sur un 
ouvert U de A, et soit 


:lats5t- M{tjeu 


un arc paramétré de classe C! dont le support est inclus dans U. L'intégrale de 


w le long de 7 est 
PEU (#0) & 


Si on fixe un repère R = (O,B) de À, l'arc paramétré est déterminé par la 
donnée des coordonnées (x; (t),... ,æ (t)) de M (t) dans R (donc par un n-uplet 
de fonctions numériques de classe C!). Si w est donnée par 


VMEU w(M)= Sr) da 
i=1 


on aura alors 
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ce qu'on pourra encore écrire, en considérant que chaque application P, est définie 
sur l'ouvert U de R" 


a 
[e=/ D Perf), sœn (#)) #2 (0) de 
* 8 ei 


Cette intégrale existe bien, puisque la fonction considérée est continue sur [a, 6]. 
Etant donné son expression, on utilisera aussi le symbole 


fe= [Era au 


PROPOSITION 23-1.6 L'intégrale d'une forme différentielle « continue de 
degré 1 ke long d’un arc 7 de classe C' est invariante par changement de 
paramétrage admissible strictement croissant. Elle est multipliée par —1 si 
on intègre le long d’un arc se déduisant de + par changement de paramétrage 
admissible strictement décroissant. 


Démonstration : Soient 
y: la8]2t Mt) et: [a fjiurs P(u) 


deux arcs C'-équivalents tracés dans 4. Il existe donc un C'-difféomor- 
phisme 8 : {a,b] + [a, 8] tel que 


M=Po0 


On à donc 


Le [ww (Ro) « 
= (PGO) (PO) (0 à 
Comme 8 est de classe C! sur [a,b] et comme la fonction 
ur w(P(u)) (P'(u) 


est continue sur [a, 8], la formule de changement de variable donne 


[- s few (P'(0) du 


Si 8 est strictement croissant, on à 0(a) = a et 0(b) — B, et on 
retrouve l'intégrale de w sur +,. On obtient l’opposé de cette intégrale 
si 8 décroît. 8 


REMARQUE 23-1.7 Si + est un arc paramétré (a, 6] + 4 supposé continu et 
de classe C'! par morceaux, on pourra définir l'intégrale de w sur + en utilisant, 
comme d'habitude, une subdivision de [a, b] adaptée à +, et en coupant l'intégrale 
par la relation de Chesles. 
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Les propriétés qui suivent découlent immédiatement de la définition : 


e Si ur et w2 sont deux formes différentielles de degré 1 continues sur {{ et si 
7 est un arc paramétré continu et C! par morceaux tracé dans 4 


VAER ertaon= fois [ra 
+ Ÿ c 


e Siy:fabl2tr Mitjet 7, : [af] 3 tr N (t) sont deux arcs continus 
et C! par morceaux tracés dans {{ avec M (b) = N (a), on peut ”juxtaposer” 
1 et +2 en un arc + continu et C! par morceaux défini par 


:le,6+8-a]3te P() 


avec P(t)= M{t}sitel[e,b}et P(t) = N (t+ œ —b) sinon (on peut aussi 
envisager tout paramétrage équivalent respectant l’orientation). On a alors 


Re 


Lorsque l’espace est euclidien, on préfère souvent faire intervenir le champ 
de vecteur associé à une forme différentielle de degré 1. L'intégrale porte alors le 
nom de circulation du champ : 


DÉFINITION 23-18 La circulation d’un champ V de vecteurs continu dans U 
le long de l'arc paramétré + : [a,b] + M (t) € U continu et C! par morceaux est 


6 
[rona :/ V'(M(E)).M°(e) at 


Cette circulation possède évidemment les mêmes propriétés que l'intégrale des 
formes différentielles de degré 1. 


23-12 Forme exacte, forme fermée 


23-1.2.1 Définitions 


DÉFINITION 23-19 Soit k un entier naturel. Une forme différentielle de classe 
CF w : U — Ex est exacte dans U si et seulement s’il existe une fonction numé- 
rique f:U —R de classe C'# telle que 


VMEU w(M)=dfu 
Si w est définie à l’aide du choix d’une base B = (Pihicien par 
VMEU w(M)=ŸP.(M) ds; 
t=1 


cela signifie qu'il existe f :  —+ R admettant des dérivées partielles d'ordre 1 
(dans la base B) par rapport à chaque variable vérifiant 


. np 
Vi VMEU ZE (M)= P(M) 


(l'hypothèse faite sur w montre qu’alors f est nécessairement de classe C*#1). 
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DÉFINITION 23-1.10 Si w est une forme différentielle de classe C* ezacte dans 
U, toute fonction f : U — R vérifiant df — w sur U est appelée primitive de w 
dans U. 


PROPOSITION 23-1.11 Si Z{ est connexe, deux primitives d'une même 
forme différentielle exacte dans {{ diffèrent d'une constante. 


Démonstration : Si f et g sont deux primitives de w, on a 
VMEU d(f-0)}u = 0e: 


et on sait que ceci entraîne que f — g est constante sur {{ si cet ouvert 
est connexe (sinon, f—g est constante sur chaque composante connexe 
deu). m 


Si Pespace est euclidien, une forme différentielle & est exacte si et seulement 
si le champ de vecteurs V correspondant est un champ de gradient 


VMEU V(M)=graù f(M) 
(avec toujours f de classe C*#! si le champ est de classe C*}. Toute fonction f 
vérifiant cette égalité est un potentiel (scalaire) du champ V. On dit aussi que 
dérive du potentiel f. 
23-1.2.2 Condition nécessaire : forme fermée 


On suppose que w est une forme différentielle de classe C* (avec k > 1) qui 
s’exprimme dans une base B = (Pi);cies Par 


w(M) = D P.(M) dr 
i=] 
Si w est exacte et si f en est une primitive, on a 
vi VMEU 24) = P.(M) 


Comme f est au moins de classe C? (puisque les fonctions P; sont de classe C*, 

avec £ > 1), on obtient pour i # j dans {L,.. ,n} 

ne 2 8P. &f 
7, )= ôz; (M): 58€ ôriôr; 


Comme f vérifie le ee de Schwarz, on est amené à la définition suivante 


VMeEU (M) = 2e EE ça) 


DÉFINITION 23-1.12 Une forme différentielle w de classe C* (avec k > 1} 
définie sur U par 


vMEu o(M)= SP (M) dr; 


dl 
est fermée dans U si et seulement si 


VMEUViZjef{l...,n} _ (M) = 2 (M) @) 
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PROPOSITION 23-1.13 Toute forme différentielle exacte w de classe C* 
{avec k > 1) définie sur {{ est fermée dans 4. 


Les conditions (+) sont donc nécessaires pour que w soit exacte. Nous 
verrons (théorème 23-1.19) que ces conditions sont suffisantes avec une hypo- 
thèse supplémentaire sur la géométrie de l’ouvert 44, vérifiée notamment par les 
boules ouvertes. Il en résultera qu’une forme fermée dans un ouvert est toujours 
localement exacte. 


REMARQUE 23-1.14 La définition 23-1.12 semble dépendre du choix de la base 
B. On pourrait vérifier qu’il n’en est rien en utilisant les formules de changement 
de base (proposition 23-1.2) dans laquelle il faut utiliser deux systèmes de coor- 
données du même point M € U{. Ce caractère intrinsèque sera en fait établi par 
le théorème 23-119. 


23-1.2.3 Intégrale d’une forme exacte 
PROPOSITION 23-1.15 Soit w une forme différentielle continue et exacte 


dans un ouvert Z{, et f une primitive de w dans 4. Si +: [a,b] > tt M(t) 
est un arc continu et C! par morceaux tracé dans Z{, on a 


CO EIUC) 
Cette intégrale ne dépend donc que de l'origine et de l'extrémité de l'arc 7. 


Démonstration : On a en eflet, par définition de l'intégrale 


[Le [ae (#'«) a fEuu» dt 


d’après la formule de dérivation d’une fonction composée. Comme f 
est de classe C! dans Z, l’application f o M est continue et C! par 
morceaux sur [a,6], ce qui donne le résultat par application de la 
formule fondamentale du calcul intégral. 


COROLLAIRE 23-1.16 L'intégrale d'une forme différentielle exacte le long 
d'un arc fermé continu et C! par morceaux tracé dans /{ est nulle. 


COROLLAIRE 23-1.17 On suppose l'espace euclidien. Si f : Z{ -; R est une 


fonction de classe C! et si +: [a,b] > ++ M (t) est un arc continu et C! par 
morceaux tracé dans Z{, on a 


OR EC OS IC D) 


En particulier, la circulation d'un champ de gradient le long d'un arc fermé 
est nulle : on dit qu’un champ de gradient est à circulation conservative. 
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Ces résultats nous permettent de montrer que la proposition 23-1.13 ne donne 
pas une condition suffisante pour qu'une forme différentielle de classe C! soit 
exacte : dans R?, considérons l’ouvert 4 = R?— {(0,0)} et la forme différentielle 
de classe C® définie sur Z4 par 


La 
ca de + ris do = Pau) de + Q (av) dy 


Cette forme est fermée dans 4, car l'égalité 


9P _ôQ 


y Oz 
est vérifiée en tout point de 24. L'arc +: [0,2r] 3 £r+ (cost, sint) est fermé, C® 
et son support est tracé dans Z. On a 


2 sint cost 
= -sint #)| dt =2 
Îe Î [ PATENT Fe + ri ane CS ] 


Comme cette intégrale n’est pas nulle, w ne peut être exacte. 


23-1.2.4 Théorème de Poincaré 


DÉFINITION 23-1.18 Soit un ouvert U d’un espace affine et Mo un point de U. 
On dit que U est étoilé par rapport à Mb si et seulement si 


VMEU le segment [Mo, M] est inclus dans U 
Un ouvert U sera dit étoilé si et seulement si 
3M EU U est étoilé par rapport à Mo 
Par exemple, un ouvert convexe est un ouvert étoilé par rapport à éhacun de 
ses points. Dans R?, l'ouvert R? — (R- x {0}) est étoilé alors que R? — {(0,0)} 


ne l’est pas. Un ouvert étoilé est évidemment connexe par arcs. 


THÉORÈME 23-1.19 Si // est un ouvert étoëé, toute forme différentielle de 
degré 1 de classe C! et fermée dans {4 est exacte. En particulier, dans toute 
boule ouverte 
w fermée = w exacte 
Démonstration : On choisit un point O € LA tel que Z{ soit étoilé 


par rapport à O, et on prend un repère R = (0,8) où B = (;}igigns 
dans lequel w s'écrit 


&(M)= D PCM) ds 
ET 
les P; étant de classe C! et vérifiant 


Vi#je{l..n} De UM = SE (M) 
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Si M est un point quelconque de 4, l'arc de classe C® 
mu: Dl>t M(b=0+10N 


a son support tracé dans 44. 
Analyse : Si une primitive f de w existe, on aura nécessairement, 
d’après la proposition 23-1.15 


vMeu r(m)-500)= f w 


Synthèse : Comme la primitive est définie à une constante près, 
nous définirons f par cette formule, en imposant f (0) = 0 (par 
exemple). En identifiant M avec le n-uplet (x1,... ,z,) de ses co- 
ordonnées dans R, nous aurons donc 


Sense Î DAIUOEC 


puisque W () = OM. Comme les coordonnées de M (t} sont évi- 
demment égales à (4x1,... tn), on a 


in 
Fame [ D Pau. tra) ai dt 
ial 


Si on fixe (z2,... ,#A), on considère la fonclion (définie au voisinage de 
21, donc au moins sur un intervalle ouvert de la forme ]z1 — @, z1 + af) 


Th fair... ;m)= 
1 " 
se Pi(éastaneee shrn) e + D Piltasten… tan) 24] dt 
9 i=2 
On peut lui appliquer le théorème de dérivation sous le signe d’inté- 
gration (10-2.2) puisque l'application 
g: 10,1] x}r1- ax +al +R 


" 
pta)= Pilates. ste) 2 + DU P(lriten ler) 2 
i=2 
est continue sur [0,1] x]z; — «, z1 + a et possède une dérivée partielle 
par rapport à la seconde variable 


æ (x)= Pitr,tas,.…. tan) 


êP, =, êP 
+tz En (CREER EAN ES Lt 3m (éz,tre,.… tan) 


23-1 Formes différentielles de degré 1 1083 


la fonction 22 étant aussi continue sur [0,1} x }z1 — as + a (le 
x 

calcul de dérivée est justifié par le fait que les fonctions P; sont de 

classe C'). Comme w est fermée, cette dérivée s'écrit aussi 


& 
(ha) = Pi(tzitre,... tan) 
êP cs. OP 
+tz 2 (z,tze,... ,fœn) + > tri dm (x,tr,... ,tzn) 


soit finalement 
dp _d 
3a 2) 7 Lez Pi (tx, tra,... ,trn)] 


On en déduit que f admet en M une dérivée partielle par rapport à 
la première variable 
ôf ‘d 
3 (M) = 1 Ale Pi (taste sian)] dt 
= [he Pa (ester ten)l) = Pi (M) 


On calculerait de même les dérivées partielles par rapport aux autres 
variables. Si les P; sont supposées de classe CF, il en résulte que f est 
de classe C*+! sur LA, avec 


VMEU dfu=w(M) 
et w est bien exacte. 


COROLLAIRE 23-1.20 L'espace étant euclidien, si V est un champ vec- 
toriel C' dans {{ étoilé s'exprimant dans une base orthonormale (CPicien 
par 


vVMEU V(M) =YP(M) À; 
V dérive d'un potentiel si et seulement si 


2 ap = 28e 


Vi#jetn) (M) = Ge UM 


En particulier, dans toute boule ouverte, ces conditions caractérisent les 
champs de gradient (de classe C!). 


EXEMPLE 23-1.21 Nous avons vu à la section 23-1.2.3 que la forme différen- 
tielle 
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était fermée mais non exacte dans R?—{(0,0)}. En restriction à tout ouvert étoilé 
inclus dans R? — {(0,0)}, elle est exacte. Par exemple, sur R? — (R- x {0}), la 
fonction 8 définie par 


a 
a+ Vtt 


(détermination C® dans cet ouvert de l'argument du complexe x + iy) est une 
primitive de w. On comprend ainsi pourquoi l’intégrale de w le long du cercle 
unité orienté positivement vaut 27. 


O(z,y) = 2arctan 


Dans la pratique, lorsqu'une forme différentielle est fermée, on en détermine 
une primitive par ”intégrations successives” : 


EXERCICE 23-1.22 On considère le sous-ensemble de R° 
D={{ay,r)eR$|r?-y 20} 


Montrer que D est réunion de quatre ouverts convexes, et que la forme différentielle 
définie sur D par 


Ar?yz Qr? 
di 
CET: 


29 — 22 Dj Age? 
.=| ay + ay — 4xay # 


RP ] di+ 
est exacte. En donner une primitive. 

Comme D est réunion de quatre ouverts où le théorème de Poincaré s’applique, on 
peut prouver l’existence de primitives (sans en donner une explicitement) en montrant 
que w est fermée, Si 

w= Pdr+Qdy+Rdz 


on a bien 
OP _ guy + _0Q 8@ _ y OR OR _ 4m _ôP 
dy Vu 010: (w-yÿ) y Or  {-y) de 


avec 


LE 
8 7 


En ‘intégrant par rapport à 7”, on voit que ceci peut s’écrire 
o 227: 
TZ f{auz) = | =0 
3 fu) - ps 


Ceci amène évidemment à chercher la fonction f sous la forme! 


222 
fy2= Er +v(sy) 
où ÿ est une fonction C® dans l'ouvert {(x,y) € R?| 2° 5 y2}. Les conditions 
D _ pa 0 
D Pet y = Q 


1On est assuré locales 


d'une telle écriture pour f. Voir la remarque 18-3.6. 
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donnent alors 


On voit ainsi que l’on peut choisir 


2az a 2% y? +672 
PPT CET) 


HOPOEE 


On notera que l’ensemble des primitives de w dans D est ici un espace affine de dimen- 
sion 4. 


EXERCICE 23-1.23 On rappelle que, dans un ouvert connexe d’un espace affine eu- 
clidien, on peut toujours relier deux points quelconques par un chemin polygonal (voir 
exercice 7-7.22). En s'inspirant de la démonstration du théorème 23-1.19, montrer 
qu'un champ de vecteurs continu dans un ouvert connexe est un champ de gradient si 
et seulement. s’il est à circulation conservative. 


23-13 Rotationnel, divergence, laplacien 


On se place dans un espace affine euclidien orienté de dimension 3, ramené à un 
repère orthonormé direct (0, T, T, F). On se donne un champ de vecteur V 
de classe C! dans un ouvert 4 


V(M)= P(M)T+Q(M)T +RMR 
Le théorème de Poincaré nous montre que V est localement un champ de gradient 


(globalement dans si cet ouvert est étoilé) si et seulement si le champ vectoriel 
(continu) W défini dans 4 par 


+(Fun-% a an) 7 + (9 (M)- FUN)R 


est identiquement nul. Il est aussi défini par 
Pon= 747 +RA% 


Ce champ, défini lorsque V est de classe C!, ne dépend pas du repère ortho- 
normal direct utilisé pour sa définition : en effet, si on considère l'application 


Vus E 


et si on choisit un point Ma € Ü arbitraire, l’endomorphisme dV 4 € L(Es) est 
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représenté, dans la base B = (P, 7, R), par la matrice jacobienne 


op 0e op 
x dy 07 


r(vjao= | 5 28 28 | 


oR oR on 

0: dy 2 
Si la base est orthonormale, l’adjoint de dV {endomorphisme défini de ma- 
nière intrinsèque) est représenté dans B par la transposée de cette matrice, et la 
différence Vs - (Vu) (qui représente deux fois la partie antisymétrique 


de Vu) a pour matrice 


JE (?) (Mo) — ‘J5 (F) (Mo) = 8Q _2P 0 6Q _ôR Gé 


si (TR) est orthonormale directe, cette matrice antisymétrique est inter- 


prétée comme matrice du produit vectoriel par w (Mo) : 
dm - (PV w) = (M}ne 


Le champ WP est appelé rotationnel de V, il ne dépend donc effectivement pas 
de la base orthonormale directe utilisée. 


PROPOSITION 23-1.24 Si V est un champ de vecteurs de casse C! ex- 
primé dans un repère orthonormal direct par 


V'(M)=P(M)T +Q(M)T +R(M)R 


son rotationnel défini par 
rot V (M)= (on FU) T 


êP ôR 4Q êP 
+(Fun-Æun)7+(Bun-Æun)r 
ne dépend pas de la base orthonormale (directe) choisie. Dans un ouvert 
étoilé, un champ de classe C' est un champ de gradient si et seulement si 
son rotationnel est identiquement nu. 
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Le rotationnel, comme le gradient, a donc une définition intrinsèque, ce qui 
en fait un outil pour exprimer certaines lois de la Physique. Il en est de même 
de la divergence d’un champ vectoriel de classe C!. Si 


V(M)=P(M)T +Q(M) Ÿ +RM)R 
est exprimé dans une base NE 


av Peu) = can + Ban + EG 


n’est autre que la trace de la matrice jacobienne envisagée plus haut. On a donc, 
indépendamment du choix de toute base 


div V (M) = trace (ax) 


EXERCICE 23-1.25 Si © est un vecteur fixe et V est un champ de classe C!, montrer 
que 


div (Pa #) = Pro 


De même, si f : 4 — R est un champ scalaire de classe C?, son laplacien 
exprimé dans une base orthonormale de l’espace par 


2 


ê? 
arqa)= GE ça + EE (an + SE UN 


ne dépend pas de la base puisque 
AS (M) = div (gra j) (M) 


REMARQUE 23-1.26 On suppose que l’espace R° est muni de sa structure 
euclidienne canonique. On considère l’espace vectoriel E = C® (R°,R) et pour 
p € N°, on appelle opérateur différentiel linéaire homogène de degré p tout endo- 
morphisme T de E de la forme 


& 
fm g=Tf avec VrER” g(r)= De (z) Lt) 
foler 
où les a, sont des fonction C® de R' dans R (pour les notations, voir la section 
18-2.5.2). Soit T un tel opérateur (non identiquement nul) invariant par les 
translations et les automorphismes orthogonaux de R”, c’est à dire tel que 


VICE T(fo6)=(Tf}08 


où 8 est une translation ou une transformation orthogonale arbitraire de R". On 
peut démontrer que ces hypothèses entraînent que p est nécessairement pair et 
que T est proportionnel à l'opérateur 


AF=A0-..0A (& fois) 
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À étant l'opérateur laplacien défini par 
na 
®f 
Af= > En 


C’est pour cela que de nombreuses lois de la Physique, tenant compte de l’ho- 
mogénéité et de l’isotropie de l'espace, ont une traduction mathématique faisant 
intervenir le laplacien. 


23-14 Exemples d'applications 


À titre d'exercice, nous donnons ici quelques résultats sur la théorie des fonctions 
dérivables d'une variable complexe. La définition a déjà été donnée à l’excrcice 
11-3.41 : une fonction f définie sur un voisinage d’un complexe z0 est dérivable 
en 2 s’il existe d € € tel que, pour h € € avec [h| assez petit on ait 


FGo+h}= F2) +hd+lhle(k) 


avec lims_,0€ (h) = 0. Le complexe d est alors unique et on le note f’(z0). Nous 
savons par exemple que la somme d’une série entière est dérivable en tout point 
de son disque ouvert de convergence, Nous faisons le lien, dans cette section, avec 
les fonctions réelles de deux variables réelles : 


EXERCICE 23-1.27 Soit Z{ un ouvert de R? identifié à C. On rappelle que, dans R? 
euclidien canonique, l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice 


a —b 

b a 
où R? 3 (a,6) # (0,0) est une similitude directe (composée de l’homothétie de rapport 
Va? + 82 et d’une rotation). 


1. On se donne P et Q deux fonctions de classe C! définies sur Z{ et à valeurs réelles 
US (euh Pl) et U3(25) Q(e1) 
On leur associe une fonction f de la variable complexe 2 = x + iy en posant 
fe +iy) = Pau) +iQ (cv) 


Montrer que f est dérivable en tout point de {/ si et seulement si P et Q vérifient, 
dans Z, les conditions de Cauchy-Riernann 


op _2Q  2P_ 2 


07 y dy 


Montrer qu'alors, en tout point de {{ 


Le tin = D Cu +5 y) 
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2. On suppose de plus les fonctions P et Q de classe C2. Montrer que, si f est 
dérivable en tout point de {4, les fonctions P et Q sont harmoniques, c’est à 
dire que leur laplacien est identiquement nul dans 4 : 


SP, or 8,80; 
Or? Op Or? 


3. On suppose l’ouvert Z/ étoilé et on se donne une fonction À € C?{U,R) harmo- 
nique. En considérant la forme différentielle définie sur 4 par 


montrer qu’on peut trouver une fonction B € C?(4,R) telle que la fonction F 
définie sur Z{ par 
F(e+iy)= A(zu)+5B(e,y) 


soit dérivable sur Z{. Que peut-on dire de deux fonctions Bi et B2 répondant à 
la question ? Déterminer une fonction B dans le cas particulier 


U=C-R- et Afe,y)= jm (+4) 
et faire le lien avec l'exercice 9-6.21. 


4. Montrer que, si P et Q sont comme à la première question et si la fonction f” 
ne s’annule pas dans {, la transformation de {{ dans R? (euclidien canonique) 
définic par 


DiM=(sy)r N=(P(2,y),Q(c,y) 


transforme un arc y de classe C! régulier tracé dans 4 en un arc régulier & (y). 
Montrer que cette transformation est conforme, c'est à dire qu’elle conserve 
l'angle des tangentes à deux ares réguliers sécants (voir l'exercice 18-2.7). Que 


peut-on en déduire pour les familles de lignes de niveau? (l),er et (0 3) JE 


tracées dans #{ et définies par 


la={@yeulP(y=o) et Ti=t{(zy)EUlQ(zy)= 8} 


ZI] s’agit d'une situation que l'on rencontre en électrostatique, lorsqu'on étudie le potenti 
créé par une répartition de charge invariante par translation dans une direction donnée choisie 
comme axe Oz (symétrie ”cylindrique”). Le potentiel ne dépend pas de z et, en dehors des 
charges, vérifie 


œv ov 
dx? Op? 


Si on peut trouver une fonction W conjuguée à V {c'est à dire telle que le couple (V,W) 
soit solution du problème résolu à le question 3), dans un plan perpendiculaire à Oz, les 
équipotentielles sont les lignes de niveaux de V tandis que les lignes de champ sont les lignes 
de niveau de W. 
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EXERCICE 23-1.28 (Suite de l'exercice précédent) : On suppose à présent que l’ouvert 
U est étoilé. 

Si P et Q sont des fonctions de classe C! vérifiant les conditions de Cauchy-Riemann, 
et si f est la fonction complexe dérivable associée, les formes différentielles 


Pdr-Qdy et Qdr+Pdy 


sont fermées et donc exactes dans 4. On introduit la notion de forme différentielle 
complexe* 


&w = (Pdr — Qdy) + à (Q dr + Pdy) = (P+iQ)(dz + idy) 
que l'on représente symboliquement par 
w= f(2) d2 


On a donc : si f est une fonction d'une variable complexe de classe C! dans 
un ouvert {{ étoilé de C, pour tout arc fermé 7 continu et C! par morceaux 
ona 


fre a=o 


Application : démonstration du théorème de D’Alembert. 

Soit P(2} = an 2" + an-1 27! + +. .4 ag un polynôme à coefficients complexes, de 
degré n supposé ne pas posséder de racine complexe. On considère la fonction f définie 
par 


ni 


10= 5% 


Montrer que f est de classe C! sur €, et montrer que 
2ir 


ENT 


si yr est le chemin défini en affixe complexe par 
R: [027158 2R(t) = Reït 
Conclure. 


Le théorème étudié dans l’exercice qui suit est remarquable : il montre la 
grande différence entre la dérivabilité dans R et dans C. II s’agit également d’une 
belle illustration de l'efficacité des séries de Fourier : 


SQui n'est pas autre chose qu'un objet représenté formellement sous la forme 
w = ur +ius 


où wi et w3 sont deux formes réclles. On intègre w le long d'un arc paramétré + par 


[u= fus: fus 
nd gs 
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EXERCICE 23-1.29 Soit Z{ un ouvert de € et f : U —+ C une fonction de classe C!, 
Soit 4 € U et R > 0 tel que le disque fermé D (20, R] de centre z0 et de rayon R 
soit inclus dans 44. On se propose de montrer que, dans ce disque, f est somme d’une 
série entière de la variable (z — 0). En d’autres termes, nous aurons montré que toute 
fonction f de classe C! sur {4 est analytique dans 44, et que si 


D(,R]cU 


f est représentable dans tout ce disque par une série entière de la variable (z — 20). 


1. Montrer que, pour r € [0, R}, la fonction définie sur R par ++ f (20 + ref?) est 
somme de sa série de Fourier 


VOER S (20 +re) = an (r) 
nez 


et que cette série est normalement convergente sur R. 
2. En utilisant l'expression intégrale 
an(r)= sl 1 (eo+re) ea 
montrer que la fonction r ++ a, (r} est de classe C! sur [0, R] et vérifie 
VneZ Vrel0A] ra,(r)}=na,(r) 
En déduire que a, (r}= 0 pour n < 0 et est de la forme 
Gn (r) = ar” 


pour n > 0, avec a, € C. En déduire que, dans D (20, R], 
+oo 
fe) Dan ( + 20)" 
ns 


Montrer que le rayon de convergence de cette série entière est supérieur ou égal 
à la distance de z au complémentaire de Z. 


REMARQUE 23-1.30 En utilisant le résultat de l’exercice 11-3.41, on a montré 
que f est en fait C® dans Z4. On notera la grande différence avec la situation 
réelle. On démontrerait, avec beaucoup plus de difficulté, que les résultats qui 
précèdent sont encore valables si on suppose seulement f dérivable sur {. 
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23-2 Intégrales doubles 


Dans cette section, nous nous contenterons souvent d’énoncer les résultats sans 
démonstrations. 


23-2.1 Compacts mesurables de R? 

23-2.1.1 Mesure d'un compact pavable 

On définit la mesure (ou aire) d’un pavé compact R = [a,b] x [e, d] de R2 par 
m(R)=(b-a)(d-c) 


On considère ensuite l’ensemble £ des réunions de familles finies de tels pavés, 
auquel on ajoute l'ensemble vide. Il est clair qu'une union ou une intersection 
d’un nombre fini d'éléments de € est encore dans €. 

Un élément de £ sera appelé ’compact pavable” de R?. On démontre qu’un 
tel ensemble E 3 @ peut toujours s’écrire sous la forme 


£=[JR 
ie 
avec 1 finie, les R; étant des pavés compacts ” presque disjoints” c'est à dire tels 
que 


i£i= ROR;=F(R)NFr(R;) 
où Fr (A) désigne la frontière d’une partie À de R?. Le réel 


m(E)= Em(R) 
ier 
ne dépend alors pas de la décomposition de E, on l'appelle mesure (ou aire) du 
compact pavable E. Par convention, on pose m (9) = 0. On démontre : 


PROPOSITION 23-2.1 L'application m : £ —> R* vérifie : 
VE,E'e£ ECE'=m(E)<m(E) 
VEE'E£ m(EUE’)+m(ENE)=m(E)+m(£) 
23-2.1.2 Compact mesurable 
Soit A un compact de R?. Les ensembles 
Et={BEElKCE} et &={EEE£|ECK} 


sont non vides : X étant compact est inclus dans un pavé compact, qui appartient 
donc à £#, et €x contient l’ensemble vide et toutes les parties finies de K. De 
plus, pour LE € Ex et F2 € €} 

ECKCE, = m(E)<m(E) 


Il en résulte que les ensembles {m(EÆ) | £ € Ex} et {m(E)|E € £X} sont res- 
pectivement majorés et minorés et on 2 : 
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DÉFINITION 23-2.2 Soit K un compact de R?. On appelle mesure intérieure 
de K le réel 


m.(K)=sup{m(£)| E € Ex} 
et mesure ertérieure de K le réel 
m°(K)=inf{m(E) | E € £t} 
On a toujours 
mu (K) &m°(K) 


Lorsque E € €, on a clairement m(E) = m.(E) = m°(E). On va donc 
prolonger la définition de m par : 


DÉFINITION 23-2.3 Un compact K du plan est mesurable (au sens de Jorden, 
on dit aussi quarrable) si et seulement si 


mm (K) = m°(K) 
Ce réel positif est alors la mesure (ou l'aire) de K, on le note simplement m(K). 
La mesure ainsi définie est invariante par translation : 


PROPOSITION 23-2.4 Si X est un compact mesurable et si a € R? est 
quelconque, le translaté a + K est mesurable et 


m(a+ K)=m(K) 


EXERCICE 23-2.5 On considère deux fonctions réelles f et g continues sur un segment 
le, 8] de R vérifiant 


Væeleb] f(x) <a(x) 
et 
K={(2y) € R°1x € (a,b] et f(x) < y < g(x)} 


Montrer que X est un compact mesurable et que 


me f'u6 -101# 


(utiliser une subdivision à pas constant suffisamment petit de [a,b] et des sommes de 
Riemann bien choisies pour f et g). 


23-2.1.3 Propriétés 


DÉFINITION 23-2.6 Un compact K de R? est négligeable si et seulement si 
m°(K) = 0. Ceci équivaut à dire que, pour € > O arbitraire, K peut être inclus 
dans une union finie de rectangles dont la somme des aires est inférieure à €. Un 
tel compact est évidemment mesurable et de mesure nulle. 
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Il est clair qu'une union d'un nombre fini de compacts négligeables est négli- 
geable. 

Les résultats qui suivent ont des démonstrations très techniques. Nous les 
admettrons : 


PROPOSITION 23-2.7 Le support d'un arc paramétré de classe C! 
s:ltlste M(t}eR? 
est négligeable. 


PROPOSITION 23-2.8 Un compact ÆK est mesurable si et seulement si sa 
frontière est négligeable. 


Il en résulte qu’un compact dont la frontière est le support d’un arc continu 
et Cl par morceaux sur un segment [a, b] est mesurable. 


PROPOSITION 23-2.9 Si K, et K2 sont deux compacts mesurables, il en 
est de même de A, U K2 et K1N K et 


m (Ka U Ka) + m (Ki N Ko) = m(Ki) + m(K3) 


L'ensemble des compacts mesurables de R? est donc stable par unions et 
intersections finies. 


PROPOSITION 23-2.10 Si (K;),., est une famille finie de compacts mesu- 
rables tels que 
i£i= in K;=0 
alors leur réunion est mesurable et 
m (U x) = Dm(K) 
i€I 3er 


PROPOSITION 23-2.11 Soit À un compact mesurable de R? et u € G£ (R?). 
Le compact (A) est mesurable et 


m{u(K)) = Idet u| m(K) 
En particulier, pour À € R 
m(AK) = Xm(K) 


On pourra revoir à ce sujet la section 14-4.2 et la remarque 4-4.31. Tout au- 
tomorphisme de déterminant égal à +1 conserve donc la mesure dans R?. C'est 
le cas notamment pour les automorphisrnes orthogonaux de R? euclidien cano- 
nique. On pourrait utiliser cette propriété, ainsi que l’invariance de la mesure par 
translation, pour définir la notion de compact mesurable dans un espace affine 
euclidien de dimension 2. 
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23-2.2 Intégrale d’une fonction continue 


23-2.2.1 Intégrale d’une fonction étagée 


DÉFINITION 23-2.12 Si K est un compact mesurable, on appelle subdivision de 
K en compacts mesurables toute famille finie d = (Ki);e, de compacts mesurables 
tels que 
K=UK à i45=Kink;=0 
ier 
Le pas de cette subdivision est, par définition, 
r (d) = max SK) 
où &(K;) représente le diamètre de K;. 


DÉFINITION 23-2.13 Soit K un compact mesurable de R?, une application 
s:K — K=R ou € est étagée si et seulement s'il existe une subdivision 
d = (Ki);er en compacts mesurables telle que s soit constante (égale à a; € K) 
sur chacun des intérieurs! des K;. On définit alors l'intégrale de s sur K par 


À = Daim(k) 
Kiel 

On peut voir que cette définition ne dépend pas de la subdivision adaptée 
à s : ceci se prouve en remarquant que, si (Ki) et (Ki);es sont deux telles 


subdivisions, la famille (K; N Kiiperxa est aussi adaptée à 5, avec 


Vie! m(K)=)m(KNK) et VjeJ m(K)= D m(KNK) 
3€ ier 


En utilisant la même méthode, on peut montrer que l’ensemble des fonctions 
étagées sur K à valeurs dans K est un sous-espace vectoriel de KX , et que l’ap- 
plication 


sos fs 


est une forme linéaire sur cet espace vectoriel, continue pour la norme de la 
convergence uniforme. En effet, par l'inégalité triangulaire, nous avons 


[+ 


Si l'intérieur de Ki est vide, a; n'est pas défini, mais il n'interviendra pas de manière 
effective dans la définition de l'intégrale de s, puisque dans ce cas 


Ki Fr(Ki) 


< Ill, (K) 


et donc m (Ki) = 0. 
Si m (K) = 0, on pose simplement 


fe 
k 


1096 Chapitre 23 : intégrales curvifignes, intégrales multiples 


Si nous notons 14 la fonction constante égale à 1 sur K, nous aurons évidemment 


Lx =m(K) 


23-2.2.2 Intégrale d’une fonction continue 
Nous définissons à présent l'intégrale d’une fonction continue 

J:K—K=RouC (r,y}r f(r,y) 
définie sur un compact mesurable Æ° de IR?. 


PROPOSITION 23-2.14 Si f est une fonction continue définie sur un com- 
pact mesurable X et à valeurs dans K, il existe une suite (s,),.\ de fonctions 
étagées sur A qui converge uniformément vers f sur X. La suite des inté- 


(er) 


est alors convergente dans K et sa limite ne dépend pas de la suite (s,,) 
considérée. On l'appefte intégrale de f sur K, et on note 


Î f= lim Sn 
re non fx 


Démonstration : La convergence des intégrales (et le fait que la 
limite ne dépende pas de la suite choisie) utilise Le critère de Cauchy 


et la majoration 
Î £ 
K K 


Lexistence de la suite (s,)},en est conséquence de la continuité uni- 
forme de f sur K : 
Si e > 0 est fixé, on peut trouver un a > 0 tel que 


neN 


< Il8n — SmÎloo 7 (K) 


Vmn'ek Im-m|<a=lf(m)-f(m)l<e 


(on utilise par exemple la norme |||| = ||{|,, sur R?). On considère 
alors un pavé [a, b] x {c, d] tel que 


K € la, ë] x {e, d] 


et on choisit n € N° pour avoir 
ba d-c 
max ( n ) <a 
n Li 


laë)xfed= |] E&; 


Guy)elon-1p 


On écrit alors 
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avec 

.b—a A b—a dc ; d—c 
Bi [ei a tn} es Gen = ] 
On a alors 


K= OK; 


Giebn-1f 
où À; = (E;;N K) est un compact mesurable (on ne tient compte. 
effectivement que des K; non vides). On choisit un point m;; dans 
Ki; lorsque cet cnsemble est non vide, et on définit une fonction 
8: K — K par s(x) = f(x) si x appartient à la frontière d’un des 
Ki; et s(z) = f(mi;) si x est intérieur à un des Ki; (forcément 
unique). La fonction s est alors étagée sur K et vérifie clairement 
If-sl <e 
REMARQUE 23-2.15 On pourrait aussi intégrer de fonctions continues à va- 
leurs dans un espace normé complet. 


23-2.2.3 Propriétés 


La démarche est la même que celle de la section 10-1.2.2 : on obtient toutes les 
propriétés de l’intégrale par passage à la limite : 


e L'intégrale est une forme linéaire sur C°(K,K), continue pour la 
norme de la convergence uniforme 


VIE C(KK) Lf4 < fl (R) 


e Intégrale d’une fonction complexe : 


VSEC(K,C) Le fre s+i fins 


« Forme linéaire positive : 
VSEC'(K,R*) Î f>0 
K 


De plus, s’il existe un point ms intérieur à K° avec f (mo) > 0, alors l’inté- 
grale de f est strictement positive. 


° Inégalité du module : 


VIEC(KO [Li< fan 
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+ Intégration des inégalités : 


Vhae CR) fegsks [ s< fs 


On démontre, comme dans le cas de l'intégrale sur un segment, les inégalités 


PARTONS 
(fre) <(Lur) + (Lier) 


Additivité par rapport à l’ensemble d'intégration : 


n 
2 


V£,ge C(K,C) 


Si K1 et K2 sont deux compacts mesurables avec 
CT 
Ki 0 K:=0 


et si f : A1 U Ka — C est continue, on a 


Lt=fr+ls 
KiUK2 Ki Ki 


Changement de variable linéaire : 


Soit Æ un compact mesurable de R? et # un automorphisme de R?. Pour 
{ continue de u (K°) dans R ou €, on a 


[= etat freu 


On montre cette égalité pour s étagée, le cas d’une fonction continue s'en 
déduisant par passage à la limite : si s est étagée sur K° = u (K'), considé- 
rons une subdivision de K” adaptée à 5 


K'=[U# 
“er 
On 2, si a; est la valeur de s sur l’intérieur de K? 
8—=% am(K!) 
2 2 | 
Si on note K; le compact mesurable u-1 (ÆK!), on a 
K=ut(k)= [JR 
ET 
Comme « est un automorphisme, c’est en particulier un homéomorphisme 
qui transporte les ouverts. On à donc 


i#45+RnË sut COS (&) eu (&nk) =9 
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Comme m(K}} = [det u| m(K;), on a 
Î 5 = aim (Ki) = det ul D aim (Ki) = |det d fsou 
u(K) sel “ET k 


puisque (A5);e, est une subdivision de A adaptée à sou et a; est la valeur 
° 


prise par sou sur Ki. 


23-2.3 Calcul des intégrales doubles 


Nous donnons ici, sans démonstrations complètes, quelques techniques de calcul 
d’intégrales doubles. 


23-2.3.1 Formule de Fubini 


THÉORÈME 23-2.16 Soient deux fonctions réelles 4, et , continues sur 
un segment [a, b] telles que 


Vaeabl (x) < px) 
Le sous-ensemble X de R° défini par 
K={(Ly)ER?|rElab) et (x) < y <v2(x)} 
est un compact mesurable et, si 
J'KDC (y) f(x) 


est une fonction continue, on à 


br É(furreus) « 


Démonstration (partielle) : La mesurabilité de K° a été évoquée à 
l'exercice 23-2.5. Il est facile de voir qu'avec les hypothèses faites sur 
u 2 et f, l'application 

pale) 
(VERS Fey) dy 


wat) 


est continue sur a, b], ce qui justifie l’existennce de l'intégrale 


[ (ren 4) & 


Nous ferons la démonstration dans le cas particulier où 


K = [a,b] x [ed] 
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c'est à dire lorsque les fonctions @, et 4, sont constantes. On fera ainsi 
le lien avec le résuitat du théorème 10-2.7. Notons A, = {a, xj x [c, d] 
et 


Vz € [a,b] ot [ 


(abus d'écriture commode, on considère en fait la restriction de la 
fonction f à K.). Par additivité de l'intégrale par rapport à l’ensemble 
d'intégration, on a clairement 


Va;z' lab] lo(z) gr <Iz-21(d-c) file 

La fonction g est donc continue sur [a,b]. Nous allons prouver que g 
est de classe C' sur [a, b], de dérivée 

4 

g'&)= Lay) dy 

e 

et l'égalité 
$ 
POEPCErOES PIC 


donnera le résultat. Supposons donc x et x + h € [a,bl, avec par 
exemple À > 0 (le cas k < 0 se traiterait de la même manière), et 
étudions 


ote+#) (= f 


lea+hx(cd) 
Notons fi l'application de [a,b] x [c, d] dans C définie par 
VGYER fitty)= f(x) 


Cette fonction est bien continue et, par continuité uniforme de f, pour 
€ > 0 arbitrairement choisi, on peut trouver un a > 0 tel que 


0<h<oa=m[V(y)elrc+hlxled 1f(éu)- A (ul <e] 
On en déduit, par inégalité du module, 


Î s-[ fi 
Laz+h]xle,d] Bz+h]xle,d) 


gG+h)-a(s),s, és AE +o() 


0<h<o= 


<e(d—c)h 


On a donc obtenu 


Pour approcher l'intégrale de la fonction f. (qui ne dépend que de la 
variable y), on considère la décomposition 


Betkxlod= (J Ei 


(i)elon—1f 
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avec 


€ 


re 
1e+ (+1 


RE EL re SR .d 
= [e+ihe (sen À] x [ess = 


et une fonction étagée s,, coïncidant avec f1 sur chacune des frontières 
de ces rectangles, et valant 
—€ : 
= € 
Fe ) f (-. +j 


sur l'intérieur de E;;. La suite (s,),.n. converge uniformément vers 
sur (r,z+4] x [c, d], avec 


d 


h : 
a;=h (+ihers 


Sn = 


loss 


hd-—c «d—c d—c .d—c 
Sy ICCE = JE = f(me+i = ) 


i=0 j=0 


On a donc 


d 
lim = à f f{e,y = f 
DIS Jlrx+h}x [cd] e ) Ea+hx(cd) ‘ 


(propriétés des sommes de Riemann des fonctions continues), et fina- 
lement 


d 
gts +h)-g(e) = h | Fa) du +ott) 


ce qui permet de conclure aisément. 


REMARQUE 23-2.17 Le raisonnement qui précède est une autre démonstration 
du théorème 10-2.7, puisqu'on peut évidemment intervertir les rôles joués par x 
et y. Dans le cas général, si K admet une écriture de la forme 


K={(ny)eR’lyeled et w(y)< x <v2(v)} 


avec 4, < 4, deux fonctions continues sur [c, d], on aura aussi 


fe-[(En'rune)s 


Lorsque Æ° se décompose en une union finie de compacts d’intérieurs disjoints 
deux à deux et admettant chacun une telle description, on peut opérer par addi- 
tivité par rapport à l’ensemble d'intégration. 

Notation : l'intégrale d’une fonction f continue sur un compact mesurable 


est aussi notée 
JT ren art 
K 


où, conime dans le cas de l’intégrale en dimension 1, les lettres zx et y sont *muet- 


tes”. 
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EXERCICE 23-2.18 Calculer l'intégrale 


22y 
1e Haras 


K={(GyEeR’|y>0 et s°+y-7<0} 


où Æ est le compact du plan 


(Réponse : 1 = Sn?) 


Dans la pratique, on est souvent limité dans l’utilisation de la formule de 
Fubini par la complexité du domaine K. On utilisera souvent un changement de 
variable pour transformer X en un domaine plus simple” : par exemple, si 


æ? 2 
-{ewertir>auxe et S+he} 


il serait très maladroit d'appliquer la formule de Fubini pour calculer 


. 4? y 3 
P'ACGDE 
a + 1-7 a? a 3 

- (4 (5+5) #)« 


Un changement de variable très simple va permettre de calculer cette intégrale à 
moindre frais : 


en écrivant 


23-2.3.2 Changement de variable 


Nous admettrons le résultat suivant : 


PROPOSITION 23-2.19 Soient X un compact mesurable, U un voisinage 
ouvert de K et & : U -> R? une appfcation de classe C!, dont la restriction 
à l'intérieur de K induit un C' difféomorphisme 

SL: HS (à) 


Le compact & (A) est alors mesurable et, si f : &(K°) -> C est continue, on 


a 
La t= fus Wet Jel 


où J+ représente la matrice jacobienne de ®. 


5On sait que cela signifie que & est injective en restriction à f{, et que sa différentielle en 
tout point de cet intéricur est un automorphisme de R?. 
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Si ® est définie par 
US (u,v)r &(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) 


la formule de changement de variable pourra s'écrire aussi 


[fr Gr dry 
&(K) 
= dz dy êz dy 
= Jf 1600) ot) [55 0) PE tu) — Eur) GE uv due 


Sous réserve de vérification des hypothèses énoncées précédemment, cette trans- 
formation se fait de. manière ’automatique”, en remplaçant x et y par leurs 
expressions en fonction de u et v, et en remplaçant le symbole ?drdÿ” par 
?Îdet Je (u,v)| dudu”. 


REMARQUE 23-2.20 Dans cette formule, la valeur absolue autour du détermi- 
nant jacobien peut surprendre : il n’y a en effet pas de valeur absolue dans la 
formule de changement de variable (en dimension 1} énoncée au théorème 10- 
1.50. C’est parce que dans ce cas, les intégrales sont calculées sur des intervalles 
orientés : on a donné un sens à 


L'rewvea 
f: 


lorsque 8 > a. Si on rétablit les bornes lorsque 4 décroît, on change y’ en —. 

Lorsque k est connexe, la fonction (continue) det J4 ne s’annulant pas sur K, ; 
elle garde un signe constant. La valeur absolue autour du déterminant rétablit 
alors le signe +, de manière à ce que l'intégrale 


[tro 8 lé 
K 


soit positive si f l'est sur $(K). 

Sans donner de démonstration de cette formule”, nous pouvons cependant com- 
prendre d'où elle vient : si (K{);e, est une subdivision de ® (K) en compacts mesu- 
rables de diamètres petits” et si on choisit pour tout i un point m; € K!, une fonction 
étagée valant f (rs) sur l'intérieur de K} est une ”bonne” approximation uniforme de 
f (si cette fonction coïncide avec f sur les frontières des compacts de subdivision) et 


donc 
Î eZ (mm) 


iel 
Si ® induit un homéomorphisme de K sur & (K), K; = 8! (K) est un compact de 
K de diamètre petit (®|x et dax) sont uniformément continues). Si on considère 
pi = D! (m;) € K°, on peut approcher ®|x, par son application affine tangente en 
pi. On à donc 


m(Ki)= m(® (K5)} & Idet Jo (pi)| m (A5) 
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On obtiendra 


La SF (@ (pa) Idet Je (pit m ( Ke [ ([ 0 &) ldet Jal 


ir 


EXEMPLE DU PASSAGE EN COORDONNEES POLAIRES : 
Soit D un compact du plan admettant une représentation polaire 


D = {(r cos8,r sin 4) | (r,8) € K} 
où K est un compact mesurable de R? vérifiant (par exemple) 
K CRt x [0,27] 
Les hypothèses du théorème sont alors vérifiées pour l’application (de classe C®) 
D:R?=U-+R? D(r,8)= (rcos8,rsiné) 


puisque & C R°+ x ]0,2x[, ouvert sur lequel ® induit un C! difféomorphisme. 
Comme le déterminant jacobien de ® en (r,8) vaut r > 0, nous aurans donc, 
pour f continue dans D) : 


fLre dxdy = L 1 (res birsin6) r drd@ 


EXERCICE 23-2.21 Reprendre le calcul de l'intégrale de l'exercice 23-2.18 en passant 
en coordonnées polaires. On trouvera 


22y " cos 8 : 
1= eee Lsdy = ae rEadr) 2cospain de 


Calculer cette dermière intégrale. 
EXERCICE 23-2.22 Si 


æ? ra 
={enert:20y>0 el B+$<i} 


JET as 


EXERCICE 23-2.23 On définit l'application f sur R? par 
Jey)=e #7) 


calculer 


Pour R > 0, on pose 
Kn=[0,R)x[0,R] et Cr = {(,y) ER]: >0,y>0etx?+y7< R°} 


Montrer que 


VR>0 Lil. sel 1 
x 


Cri 
En déduire la valeur de 
+00 2 
[ et dt 
lo 
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23-2.3.3 Formule de Green-Riemann 


Soit + : (a,b] > t + M(t) € KR? un arc continu et C! par morceaux, fermé 
(c'est à dire M(a) = M(b)) et simple (l'application M restreinte à [a, b[ est 
injective). Son support S (+) est une partie compacte de R?. On démontre que 
son complémentaire dans R? est réunion de deux ouverts connexes disjoints, dont 
l'un Oi est borné. Le domaine 
1Q) = OUs(r) 

est alors un compact mesurable du plan, appelé intérieur de +. On admet 
qu'on peut définir une orientation de + correspondant à la notion intuitive de 
description du support ”dans le sens trigonométrique direct”, et on suppose que 
le paramétrage choisi correspond à cette orientation (intuitivement, l’intérieur de 
7 est localement ”à gauche” d’un observateur décrivant le support selon la loi 
tr M(#)). On dit alors que est orienté positivement. 


PROPOSITION 23-2.24 Soit Z{ un ouvert de R?et 7 : {a,b] 5 1 M(t) € R? 
un arc continu et C! par morceaux, fermé et simple, orienté positivement, 
tel que 

IMCU 
Si P et Q sont des fonctions de classe C! de {4 dans R, on à 


[res de + Q(x,v) dy = IL, (Se - 1) ddy 


On remarquera que l'hypothèse faite sur y impose à l'intérieur de + (et pas 
seulement le support) d’être dans Z{. Cette hypothèse assure l'existence de l’in- 
tégrale double$, Nous admettrons ce résultat dans le cas général, en la justifiant 
dans un cas particulier : 


Justification (partielle) : Nous supposons que l’intérieur de + peut 
être représenté par 
K={(syeRtlselt et (x) <y<e2(x)} 
et K={(GYER Iyelod et d(y) <2<i(u)} 
où ÿ1 < Y2 sont deux fonctions continues et C! par morceaux sur 
[e,b], #, < #2 vérifiant la même propriété sur [c, d]. L’arc + utilisé est 
alors €! par morceaux, et est défini par la juxtaposition des chemins 
nm: let) 3 tr Mi(t)= (te (8) 
2: le (6) ,#2 (0) > 45 Ma(t) = (ht) 
ja: lb 2 ér+ Ms(#) = (a+ b— gr (a+ b— t)) 
da: lei (a)i2(a)] 3 t4+ Ma (e) = (as pa (a) + va (a) — 0) 
SLa formule de Green-Riemann est un cas particulier d’un résultat plus général (formule de 


Stokes) permettant de remplacer unc intégrale ”à l'intérieur” d'un domaine par une intégrale 
*’au bord”. La version la plus élémentaire de la formule de Stokes est tout simplement 


‘ 
[re a= st rte) 


pour f de classe C! sur un segment [a, ë]. 
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Sans trop nous préoccuper de la validité du changement de paramé- 
trage, nous aurons une représentation analogue de + en permutant les 
rôles joués par x et y (en conservant l'orientation). 

À l’aide de la formule de Fubini, nous évaluons 


IE aày= fl Un Eu (ay) #)# 


Comme P est supposée de classe €! sur 4, en utilisant la définition 
de la dérivée partielle on a 


Vz € {ai LT ea 4e Pete) Plante) 


et donc 


= ff, ten dés 


On obtient finalement 


Pins dr+ [ Pt dr = [ (au ar 


mn vs 


+ + 
Free a- [rate à 


Il 


puisqu'on a clairement 


[reve [ Pt &- 


On montrerait de même, en permutant les rôles joués par x et y, que 


fee» = ff (2,9) drdy 


En soustrayant ces inégalités, on obtient le résultat souhaité. 


EXEMPLE 23-2.25 Pour calculer l'intégrale 


i- ff 2? drdy 
K 


où À est le compact du plan défini par 


K-{aner)£ +É< 1} 
on pourra utiliser le paramétrage de l'ellipse 


[0,27] 5 t++ M(t) = (a cost,bsint) 
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3 
et choisir (par exemple) Q (+, y) = = et P(z,y) = 0. On obtient alors 
ab [7 1 
= dt= las 
I 3 Î cos*{ 3° bre 


Un changement de variables (x = ar cos 0, y = br sin 8 avec (r,6) € [0,1] x{0,2x}) 
transformerait ”dzdy”" en "’abr drd@” et donnerait 


1 2x 
1= [ f a%br% cos? 6 drdO = ab ( [ rar) ( cos o4t) = Loôbr 
Lx [0.27] 0 A] 4 


APPLICATION : CALCUL DE L’AIRE D'UN SECTEUR PLAN. 
Soit À un compact mesurable pouvant être décrit comme intérieur d’un arc 


fermé simple et C! par morceaux. En prenant pour fonctions P(z,y) = — et 


Q(z,y)= A nous aurons 


4Q ôêP u 
a CA) Es a C1) = 
sur K, et donc 
K = I) + m(K) = 3 [sé -vas 
g 
EXEMPLE 23-2.26 Aire du domaine plan délimité par l’astroïde définie para- 
métriquement par 


VHE€[0,2r] x(t)=acost et y(t) = asimt 


Réponse : a?x). 
E 


Lorsque le secteur K est déterminé en coordonnées polaires par les conditions 
PEL P] et 0<r< f(8) 


où f est une fonction positive de classe €! par morceaux (en fait le résultat 
subsisterait avec f simplement continue) sur [81,02], l'arc + est obtenu comme 
juxtaposition de trois arcs. L'intégrale de la forme différentielle xdy — ydz le long 
de OM et de M20 est nulle (paramétrage de la forme x = at et y = Bt, avec a 
et B constants). Le long de l’arc Mi M2, on a la représentation paramétrique 


z(8)= f(8)cos0 et y(8)= f (0) sing 
et donc 
ædy — ydr = f?(6) dd 


On en déduit 


62 
m(K)= 3 | (8) d0 
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EXEMPLE 23-2.27 Aire délimitée par la cardioïde d'équation polaire 


r=a(l+cosé) 
(Réponse : gun). 


EXERCICE 23-2.28 (Inégalité isopérimétrique) Dans R? euclidien canonique, on con- 
sidère un arc de classe C! régulier fermé simple dont le support a pour longueur L. On 
paramètre cet arc par son abscisse curviligne 


(0,113 sr> M(s) = (x (s},y(s)) 


où æ et y sont de classe C1 et vérifient x (0) = z(L), 2’ (0) = z’(L) et y(0) = y(L), 
y'(0) = y (£). On a de plus, puisque le paramétrage est normal, 


Vse(0E] 27(5)+#2(s)=1 
On pose 
Vse[0,1] z(s)=zx(s)+iy(s) 


Montrer qu'on peut prolonger z par L-périodicité en une fonction de classe C!. Montrer 
que l’aire du domaine délimité par + est donnée par 


A= zum (j' 2! (s)z(s) as) 


En utilisant la suite (c,),-7 des coefficients de Fourier de z, montrer que 


A=rÿn fer? 


ÊA 
Montrer également que 
L? 
L" I = 2 
et en déduire l'inégalité 
2 
SAT 


Déterminer le support de dans le cas de l'égalité. 


23-2.4 Extension aux intégrales triples et multiples 


La notion de compact mesurable peut se définir dans R”, les ensembles pavables 
étant encore les unions finies de pavés compacts, produits cartésiens de n seg- 
ments, avec la mesure définie par 


ñ 


m (i tal) =I[6-4) 


Les résultats obtenus dans R? se généralisent, avec quelques modifications d’énon- 
cés. Par exemple, la proposition 23-2.7 devient : 
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PROPOSITION 23-2.29 Si U est un ouvert de R"-! et si M : U —> R' est 
une application de classe C!, pour tout K compact inclus dans U le compact 


M (K) est négligeable. 


En particulier, dans R$, toute morceau compact de support de nappe para- 
métrée de classe C! est négligeable. 

On construit l'intégrale d’une fonction continue sur un compact mesurable de 
R” et le théorème de Fubini s'écrit, dans le cas particulier n = 3 : 


PROPOSITION 23-2.30 (Intégration par piles) Soit K un compact mesu- 
rable de R° et f : X -> C une fonction continue. On suppose que X admet 
une description de la forme 

K={(uz)eR| (ay) € Ki et qi (r,y) 2 < po (2,9)} 


où K est un compact mesurable de R° et y, < y, sont deux applications 
continues de X1 dans R. On a alors 


fs = ie (ren +) drdy 


PROPOSITION 23-2.31 (intégration par plaques} On suppose cette fois que 
K admet une description de la forme 


K={(xu2)ER|zeElat] et (x,y)€ Ki} 


où, pour tout z € [a,b], K, est un compact mesurable de R?. Si l'application 


2 [seu drdy 


est continue par morceaux sur {a, b), alors 


LL (sean) à 


On a évidemment des résultats analogues en faisant jouer un rôle particulier 
à la variable z ou à la variable y. Pour ces raisons, l'intégrale de f est aussi notée 


fs=Î L 7 (82) deduds 


EXERCICE 23-2.32 En utilisant les deux méthodes, calculer 


IROEET 


1 
où K={(:,y,2)ER°|rz20,y>0,2>0 et z+y+2<1}. (Réponse : FU 


La formule du changement de variables s’énonce comme dans la cas de R?. 
Pour n = 3, on à en particulier : 
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e Passage en coordonnées cylindriques d’axe Oz : 


Si K est un compact mesurable de R$ admettant La description 
K = {(rcos0,rsin 8, z) € R° | (r,0,2) € Ki} 


où X3 est un compact mesurable inclus dans R+ x [0,2x] x R, on a 


Îf JEU?) drdydz = I]. f(rcos4,r sin 8, z) r drdôdz 


+ Passage en coordonnées sphériques d’axe Oz : 


Si K est un compact mesurable de R° admettant la description 


K = {{r cos 8 cos, r sin 8cos@,rsing) € R°|(r,8,6) € Ki} 


où Ki est un compact mesurable inclus dans R+ x [0,27] x [-5, 2]; on a 


ff, 7 y,2) drdyd 


== /] J (r cos 8 cos, r sin D cos, r sing) r° cos drdôde 
Ki 


EXERCICE 23-2.33 Si a > 0 est un réel, calculer 


If æy drdydz 
K 


K={(z42) ER |y>0,2<2+y et 2747202 < 0} 


où le domaine K est défini par 


ë NÉTA TC 
(Réponse : ($+2)e ). 
EXERCICE 23-2.34 Même question avec 
K={(s1,2EeR|y>0,2>0 et 2749 +22 2ar <0} 


(Réponse : Fe). 


23-3 Exercices 


EXERCICE 23-3.1 Soit D = {{r,y) € R°| Fe -yl< 2? +9 < 1} Calculer 


Î, + )dxdy et s MC + y')drdy 


EXERCICE 23-3,2 Calculer L {l VEbdedy où 
D 


D={(eyeR|y>0, (»+u) < 2} 


23-3 Exercices 1111 


EXERCICE 23-3.3 Soit F : [0, 1] x [0, 1]-+R continue. Déterminer 


ALU ïl ji ne Fa, y) cos(nzy)drdy 


dx dydz à 
a+ 494+32 ° 


D={(my2)ER|x7+ 2y? + 32? < a?} 


EXERCICE 23-3.4 Calculer 4 [f, ‘Re 


EXERCICE 23-3.5 Calcul d'intégrales doubles : calculer Î If fæ.vdrdy dans 
les cas suivants : P 
°fey=1V Pr et D= {{ay)/r>u ÿ<2} 
cfEy=zt+ye D= {(a,v)/0< 2 < 20, 0<y < Ver — 77} (a > 0) 


°fey= ES « D 2 (ei W/z2>0,y>0, + <R°}(R>0) 


efay= 1/04 +) et D= {(ey)/lel< 2° +? < 1} 
o fev) = 2°y Ÿ/a = 28 — yet D= {(x,y)/7 > 0, y > 0, 2° + y  a°}. 
EXERCICE 23-3.6 Calcul d'aires de domaines plans : 
°D={(ny/z>20y>0 2y>1/4 r + <1} 
2 
eD=(ey/R+h er + ct 


EXERCICE 23-3.7 Calcul d'intégrales triples : calculer Î f, Sasu 2)drdydz 
dans les cas suivants : a 
efeua= d+peD= {aur/2>0 der 4 +2 < 8) 
e flz,v,2)= (az+by+ cz} et D= {{x,y,z)/2? +422 R°} 
EXERCICE 23-3.8 Intégrales de Fresnel : 
1. Soit f continue de [0,x/2] dans R**. Pour tout £ > 0, on pose : 
De= {(z,y) € R?/ A(8,r) € [0,*/2] x [0,+f(8)], tel que + = rcos8, y = rsin0} 
On appelle é{t) = Î ( ain(z? + y')dedy et (= l 1 cos(z? + y')drdy. 
Montrer que, quand T—+ + 00, À xf d(E)dt—+x Ja et LF (Dar —0 
2. On choisit alors f afin que Di = [0,1]. Pour tout { > 0, on pose 


: 
sin(z?)dz 


C(t}= ['osterrée et S(t) = 


Montrer que $ = 2$C et # = C? — S?. En déduire la valeur des intégrales de 


Fresnel 4 #00 +60 
[ cos(x?)dz et É sin(z?)dz 
0 0 
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EXERCICE 23-3.9 Chercher f : R —+ R telle que la forme différentielle 
a+y-y #) 
= | "dx + — æ 
(+ &) ur) 
soit exacte dans l'ouvert {(x,y) € R? | zy # 0}. 
EXERCICE 23-3.10 On considère la courbe (C') d'équations paramétriques z = cost 
dy — e'yde 
&?+v) 
EXERCICE 23-3.11 Construire la courbe plane d’équation : (2? + y)? = zy, puis 
calculer Î[ VZydzdy où D représente le domaine intérieur à cette courbe. 
D 


et y= sin°#, (4 € [-r, r]). Calculer l'intégrale curviligne [ 
(+ 
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A 
Abel 
continuité radiale, 544 
lemme, 531 
transformation, 413 
Abscisse curviligne, 1004 
Accroissements finis, 328, 329, 333 
Adhérence 
d’une partie, 224 
point adhérent, 223 
Adjoint 
d’un endomorphisme, 661, 714 
matrice adjointe, 711 
Algèbre, 42 
Alternée 
application multilinéaire, 101 
forme n-linéaire, 103 
Anneau, 137 
(Z/nZ,+, x), 784 
caractéristique, 793 
groupe des unités, 138 
intègre, 138 
morphisme, 138 
principal, 142 
sous-anneau, 137 
Annulateur, 151 
Antihermitienne, 712 
Antisymétrique 
application, 100 
endomorphisme, 665, 695 
forme bilinéaire, 612 
matrice, 619 
Arc paramétré, 944 
Asymptote, 354, 961 
Attractif, 365 
Auto-adjoint, 664, 719 
Automorphisme intérieur, 774 
Autonome, 908 


B 
Banach, 232 
Base, 12 
adaptée, 27 
duale, 53, 58, 70 
incomplète, 23 
orthonormale, 635 
préduale, 70 
Bernoulli, 938 
Bertrand, 388, 575 
Bessel, 558, 658, 711, 745 
Bezout, 145 
Bilinéaire, 99 
Birégulier, 947 
Bolzano-Weierstrass, 207, 210 
Borne supérieure, 203 
Boule, 212 
Branche infinie, 959 


Le; 
Cône, 1036, 1042, 1048 
Cauchy 
conditions de Cauchy-Riemann, 1088 
critère, 242, 381 
critère uniforme, 514 
inégalité de Cauchy-Schwarz, 615 
inégalités, 565 
produit de Cauchy, 429, 537 
suite, 231 
théorème, 865 
théorème de Cauchy-Lipschitz, 923 
Cayley-Hamilton, 169 
Cercle d'incertitude, 533 
Circulation, 1078 
Classe C!, 797, 810 
Classe C?, 324, 827 
Classe de similitude, 93 
Compact, 260 
mesurable, 1092 
Comparaison locale, 304 
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Complet, 208, 232 
Composante connexe, 285 
Conique, 993 
Conjugaison, 779 
Connexe par arcs, 278 
Continuité, 238 
uniforme, 245 
Contraction, 247 
Convergence 
absolue, 404 
d’une série, 377 
d’une suite, 204, 216 
dominée, 591 
en moyenne, 462 
forte, 257 
monotone, 578 
normale, 521 
semi-, 411 
simple, 249, 511 
uniforme, 249, 511 
Convexe 
fonction, 355 
partie, 212 
théorème de projection, 660 
Convolution, 605, 747 
Coordonnées polaires, 966 
Courbure, 1009 
Cramer, 117 
Cycle, 777 
Cylindre, 1035, 1040 
elliptique, 1050 
hyperbolique, 1051 
parabolique, 1052 


D 
D'Alembert 
règle, 389 
théorème, 267 
Dénombrable, 417 
Dérivée, 318 
d'ordre supérieur, 324 
logarithmique, 324 
partielle, 798 
selon un vecteur, 797 
Déterminant, 103 
d’un endomorphisme, 110 
d’une matrice carrée, 104 
développement, 107 


jacobien, 805 
Développée d’un arc, 1019 
Développement asymptotique, 349 
Développement limité, 338 
Demi-tour, 688 
Dense, 226 
Diagonalisable, 172, 174, 177 
Diamètre, 214 
Difféomorphisme, 326, 841, 842 
Différentielle, 317, 803 
Dilatation, 124, 132 
Dimension, 24, 25 
Dini, 579 
Directrice, 993 
Dirichlet 

noyau, 736 

théorème, 737, 740 
Discriminant d’une forme quadratique, 

621 

Disque de convergence, 533 
Distance, 211, 215 
Divergence, 1087 
Domination, 305 
Drapeau, 87 


E 

Ellipse, 987, 994-996 
Ellipsoïde, 1047 
Endomorphisme, 31 

induit, 156 
Equation différentielle 

à variables séparables, 933 

autonome, 908 

de Bernoulli, 938 

homogène, 935 

linéaire, 863, 897 
Equivalence 

de fonctions au voisinage d’un point, 

310 

de normes, 219, 268 
Espace 

de Hilbert, 642 

dual, 53, 57 

métrique, 215 

préhilbertien, 639, 705 

vectoriel, 1 

vectoriel normé, 210 
Eloilé, 1081 
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Euclide, 147 

Euclidien, 640 

Euler 
constante, 393 
identité, 858 
indicatrice, 792 
schéma d’Euler, 917 

Excentricité, 993 

Extremum, 332, 836 
lié, 855 


F 
Faisceau linéaire d’hyperplans, 67 
Famille 
génératrice, 8 
liée, 9 
libre, 9 
sommable, 419, 421 
Fejér, 743 
Fermé, 223 
Fermat, 787 
Fonction 
affine par morceaux, 303 
analytique, 549 
continue, 238 
convexe, 355 
dérivable, 316 
différentiable, 802 
en escalier, 300 
gamma, 410, 593, 596 
globalement continue, 242 
harmonique, 1089 
homogène, 858 
implicite, 848 
uniformément continue, 245 
zeta, 528 
Forme 
linéaire, 53 
polaire, 613 
Forme différentielle, 1074 
exacte, 1078 
fermée, 1079 
Forme quadratique, 613 
définie, 614 
non dégénérée, 624 
positive, 614 
Fourier 
coefficients, 728 


série, 730 
transformation, 602 
Foyer, 993 
Frontière, 229 
Fubini, 484, 1099 


G 
Gamma, 410, 593, 596 
Gauss 
pivot, 127 
quadrature, 699 
réduction de, 628 
théorème, 145 
Gradient, 806, 1083 
Gram 
déterminant, 691 
orthonormalisation, 654 
Green-Riemann, 1105 
Gronwall, 919 
Groupe, 755 
commutatif ou abélien, 756 
cyclique, 770 
linéaire, 44, 85 
monogène, 763 
opérant sur un ensemble, 772 
orthogonal, 670 
symétrique, 781 
unitaire, 716 


H 

Hôlder, 362, 461 
Hadamard, 536, 690, 858 
Harmonique, 1089 
Heine, 267 
Hermite, 64 
Hermitien 

endomorphisme, 719 

espace, 711 

produit scalaire, 706 
Hermitienne 

forme quadratique, 706 

matrice, 712 

norme, 707 

symétrie, 706 
Hessienne, 836 
Hilbert, 642, 660 
Homéormorphisme, 244 
Homogène 
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équation, 38 
équation différentielle, 935 
équation différentielle linéaire, 868 
fonction, 858 
polynôme, 58, 622 
Hyperbole, 988, 994-996 
Hyperboloïde, 1046, 1048 
Hyperplan, 37, 59 


I 

Idéal, 140 

annulateur, 151 

principal, 141 
Image, 35 
Indicatrice d’Euler, 792 
Inflexion, 354, 952, 955 
Intégrable, 567, 583 
Intégrale, 449, 453, 568, 585, 1095 

abélienne, 498 

courbe, 909 

curviligne, 1076 

impropre, 597 

multiple, 1096 
Intégrales 

à paramètre, 480, 594, 599 
Intégration par parties, 470 
Intérieur, 228 
Interpolation 

de Hermite, 64 

de Lagrange, 63 
Inversion, 101, 781, 816, 980 

globale, 842 

locale, 842 
Irréductible, 140 

polynôme, 140 


J 
Jacobien, 805 
Jacobienne, 804 
Jordan, 192, 1093 


L 

Lagrange 
identité, 693 
inégalité de Taylor, 337 
multiplicateurs, 858 
polynômes interpolateurs, 64 
théorème, 776 

Laplace 


transformation, 604 
Laplacien, 1087, 1088 
Leibniz, 325 
Limite, 204, 217, 237 

inférieure, 207 

interversion, 252 

supérieure, 207 
Linéaire 

équation, 38 

application, 31 

application semi-, 705 

combinaison, 3 

dépendance et indépendance, 9 

forme, 53 

groupe, 44 

système, 119 
Lipschitzienne, 246 


M 
Méridienne, 1037 
Matrice, 77 

équivalente, 91 
adjointe, 711 
antihermitienne, 712 
antisymétrique, 619 
d’un morphisme, 78 
de passage, 89 
diagonale, 86 
hermitienne, 712 
Hessienne, 836 
inversible, 85 
jacobienne, 804 
produit, 81 
scalaire, 86 
semblable, 93 
symétrique, 618 
transposée, 82 
triangulaire, 87 
Mesurable, 1092 
Minimal, 152 
Minkowski, 460, 616, 708, 1098 
Muitilinéaire, 99 
Multiplicité, 945, 1028 
Multiplicité d'une valeur propre, 167 


N 
Négligeable, 308 
Nappe 
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équivalente, 1028 
cartésienne, 1034 
conique, 1036 
cylindrique, 1035 
de révolution, 1037 
paramétrée, 1027 
régulière, 1031 
Newton, 371 
Nilpotent, 141 
endomorphisme, 187 
Normal 
paramétrage, 1005 
vecteur, 1008, 1032 
Normale 
à un arc plan, 982 
à un hyperplan, 647 
à une nappe, 1032 
convergence, 521 
Norme, 210 
équivalente, 219 
de la convergence uniforme, 214 
euclidienne, 641 
hermitienne, 707 
semi-, 211 
subordonnée, 256 
Noyau, 35, 761 
de Dirichlet, 736 
de Fejér, 744 


Le] 

Opérations élémentaires, 124 
Orbite, 775 
Ordre 

d’un élément d’un groupe, 768 

d’un groupe fini, 770 
Orientation 

d’un arc paramétré, 946 

d’un espace vectoriel, 684 

d’une nappe, 1028 
Orthogonal 

automorphisme, 667 

d'un sous-espace, 643 

groupe, 670 

projecteur, 651 
Orthogonale 

base, 627 

famille, 643 

matrice, 672 


symétrie, 666 
Orthonormale, 635 
Osculateur 

cercle, 1018 

plan, 951 
Ouvert, 222 


P 
Parabole, 989, 990, 994 
Paraboloïde 
elliptique, 1050 
hyperbolique, 1051 
Parallèle, 39, 1021, 1037 
Parseval, 745, 749 
Partie bornée, 213 
Permntation, 100, 759, 781 
PGCD, 142 
Pivot, 127, 133 
Plan 
osculateur, 951 
tangent, 817, 853, 1029 
Plan méridien, 1037 
Poincaré, 1081 
Point fixe, 247 
attractif, 365 
répulsif, 365 
Point-col, 841 
Point-selle, 841 
Poisson, 754 
Polarisation, 613 
Polynôme 
annulateur, 151 
caractéristique, 165 
minimal, 152 
trigonométrique, 726 
Polynômes orthogonaux, 697 
PPCM, 146 
Préhilbertien, 639, 705 
Primitive, 469, 486 
Produit mixte, 690 
Produit scalaire, 639, 706 
Produit vectoriel, 692 
Projecteur, 21 
orthogonal, 651 
spectral, 172 
Projection, 276, 649, 660 
Pythagore, 642, 708 
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Q 
Quadrique, 1046 


R 
Réflexion, 671 
Régulier, 851, 852, 947, 948, 983, 1031 
Répulsif, 365 
Révolution, 1037 
Radical, 141, 624 
Rang 
d’un morphisme, 48 
d’une famille, 25 
d’une forme quadratique, 623 
d’une matrice, 83 
théorème du rang, 50 
Rayon de convergence, 532 
Rayon de courbure, 1011 
Rebroussement, 954 
Recouvrement ouvert, 263 
Rectifiable, 1000 
Relèvement, 478, 969, 1009 
Repère de Frenet, 1008 
Retournement, 688 
Richardson, 504 
Riemann 
conditions de Cauchy-Riemann, 1088 
fonction €, 528 
formule de Green-Riemann, 1105 
séries, 387, 390 
somme, 465 
Riesz, 276 
Rolle, 328 
Romberg, 506 
Rotationnel, 1086 


s 

Série, 377 

de Bertrand, 388 

de fonctions, 519 

de Fourier, 730 

de Riemann, 387 

entière, 530 

trigonométrique, 733 
Schmidt, 654 
Schwarz, 363, 459, 461, 590, 615, 708, 

826 

Sesquilinéaire, 706 
Signature, 101, 632, 781 


Simple, 945, 1028 
Simpson, 503 
Singulier, 947, 1032 
Sommable, 419, 421 
Somme 

d'unc série, 377 

de sous-espaces vectoriels, 9 

directe, 15 
Sous-anneau, 137 
Sous-espace 

affine, 39 

caractéristique, 188 

propre, 161 

supplémentaire, 19 
Sous-espace vectoriel, 5 

engendré, 7 
Sous-groupe, 759 
Sous-suite, 205 
Stabilisateur, 779 
Stationnaire, 947, 1032 
Stirling, 397, 471 
Subdivision, 300 
Suite extraite, 205 
Symétrique 

application, 100 

endomorphisme, 664 

forme bilinéaire, 612 

groupe, 781 

matrice, 618 
Système 

fondamental de solutions, 871 

linéaire, 119 


T 
Tangente, 317, 803, 949 
Taylor 
Lagrange, 337 
reste intégral, 473 
Young, 344 
Théorème 
chinois, 790 
d’interversion des limites, 252 
d’inversion globale, 842 
d’inversion locale, 842 
de D'Alembert, 267 
de Darboux, 282 
de Dirichlet, 737 
de Fejér, 743 
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de Gauss, 145 
de Heine, 267 
de Lagrange, 776 
de Poincaré, 1081 
de relèvement, 478 
de Riesz, 276 
de Rolle, 328 
de Schwarz, 826 
de Weierstrass, 304, 607, 741 
des fonctions implicites, 848 
des valeurs intermédiaires, 278 
du point fixe, 247 
du rang, 50 
Topologie, 222 
induite, 229 
‘Transposée, 82 
Transposition, 100, 782 
Transvection, 124, 132 
Trapèze, 502 
Trigonalisable, 182 


U 
Unitaire 
automorphisme, 716 
groupe, 716 
matrice, 718 
vecteur, 211 


v 
Valeur d’adhérence, 206, 220 
Valeur propre, 160 
Valeurs intermédiaires, 278 
Vandermonde, 114 
Variables séparables, 933 
Variation des constantes, 874, 876 
Vecteur propre, 160 
Voisinage, 221 


W 
Wallis, 471, 490 
Weierstrass, 207, 304, 607, 741 
Wilson, 786 
Wronskien, 871, 898 


lA 
Zéros isolés, 551 


